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概 要

さまざまな背景時空上のM2-ブレーンの低エネルギー有効理論を与えると
期待されているクイバー型超対称 Chern-Simons理論の基本的な事柄につい
て、特にモジュライ空間の構造を中心としてまとめた。
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1 導入
複数枚の重なったD-ブレーン上に実現される低エネルギー有効理論は超対称ゲー
ジ理論によって記述される。これはD-ブレーン上の自由度がブレーンに端を持つ
開弦によって与えられ、その弦の量子化によってゲージ場を含む超対称多重項が
得られるからである。このことはゲージ理論と弦理論の間の双対性を考える上で
重要な役割を果たしている。これに対し、M-ブレーンが複数枚重なった際にその
上に実現される有効理論については、その自由度の起源が何なのかがいまだ理解
されていないためにほとんど分かっていなかった。しかしここ１年あまりの間に
M2-ブレーン上の低エネルギー理論の有効理論についての大きな進展があった。そ
のことについて、部分的にではあるがまとめるのがこのノートの目的である。
M2-ブレーンは、10 + 1 次元時空上にある 2 + 1 次元の広がりを持つ「膜」で
ある。M2-ブレーンが 1 枚だけの場合には、その作用は超空間中の南部-後藤作用
と 3-形式場との極小結合項の和として書くことができる。以下で考える低エネル
ギー極限は平坦なM2-ブレーンが無限に広がっており、それが微小振動をしてい
るような状況である。ブレーンの枚数が 1枚の場合には、この極限操作は 8個の
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実スカラー場 XI と 16 成分のマヨラナフェルミオン Ψ を含む自由場の理論を与
える。

S =

∫
d3x

(
∂µX

I∂µX i − iΨΓµ∂µΨ
)

(1)

XI はブレーンの広がりに直交した 8 つの方向への振動モードを表す。言い換え
れば、ブレーンに直交する空間 R8 の座標とみなすことができる。
この理論が持つ N = 8 超対称性と共形対称性はローレンツ対称性などと一緒に
なって OSp(8|4) という群をなす。この対称性は複数枚のブレーンが重なったとき
にも存在するものと期待される。
この対称性のほかに、枚数 N が 1 より多い場合のM2-ブレーンの低エネルギー
有効理論が満足すべき条件として、その一部として自由場の理論 (1) を含むとい
う要請がなされる。すなわち、ブレーンがばらばらに存在する状況を表すことが
できなければならない。特に、モジュライ空間の一部として

M = SymN(R8) (2)

というブランチを含んでいなければならない。
このような条件を満足する理論としてすぐに思いつくのは (1) を複数重ね合わ
せた次の作用で表される理論である。

S =

∫
d3x

∑
a

(
∂µX

I
a∂

µX i
a − iΨaΓ

µ∂µΨa

)
(3)

新たに添え字 a を導入したことにより複数枚のブレーンを表すことができる。残
念ながら、この理論を M2-ブレーンの低エネルギー有効理論とみなすことができ
ないいくつかの理由がある。一つは、AdS/CFT を用いた解析からM2-ブレーン
上の理論は自由場の理論ではないということが示唆されること、もう一つはM2-

ブレーンの理論は何らかの形でD2-ブレーン上の Yang-Mills 理論と関係している
はずであるが、(3) はそうは見えないこと、などである。これらのことから、(3)

のような自由場の理論は複数枚のM2-ブレーンを表す理論としては除外される。
しかしながら、(3)は望ましい対称性OSp(8|4)を持っており、M2-ブレーンの理論
を構成するためのよい出発点になる。Bagger, Lambert[1, 2, 3]およびGusstavson[4,

5]は、超対称性と矛盾しない形でこの理論に相互作用を導入することに成功し、現
在それは BLGモデルと呼ばれている。BLGモデルの大きな特徴は、(3)にあるス
カラー場、フェルミオン場に加えてゲージ場を含んでいることである。このゲージ
場は Yang-Mills 運動項を持たない Chern-Simons (CS) ゲージ場である [6, 7]。(3)

はそれだけで超対称性を持っており、ボゾンとフェルミオンの自由度は一致して
いるから、新たに導入されたゲージ場は余分な自由度を与えてはならないが、CS

ゲージ場は物理的な自由度を持たないことが知られており、条件を満足する。ま
た、ゲージ場が Yang-Mills 運動項をもてないことは共形対称性からも要請される
ことである。
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BLGモデルは Lie 3-代数と呼ばれる数学的構造に基づいて構成されている。Lie

3-代数は何らかの形で M-理論の本質的な性質を捕らえているのではないかと期待
されるが、Lie 3-代数が満足すべき拘束条件（基本方程式）は非常に強い条件であ
るため、有限次元で正定値計量を持つような代数は A4 と呼ばれるものだけしか
ないことがまもなく証明された [8, 9]。モジュライ空間の解析により、このモデル
は 2 枚の M2-ブレーンを表していると考えられる [10, 11]。任意の枚数のM2-ブ
レーンを表すことは、コンフォーマル対称性を犠牲すれば可能であることが示さ
れている [12, 13, 14, 15, 16]が、超共形性が明らかな形で任意枚数のM2-ブレーン
作用を与えることには BLGモデルは成功していない。しかしながら、BLGモデ
ルはM5-braneの作用までも再現することができる [17, 18]など、M2-ブレーンの
重要な性質を少なくとも部分的には再現しており、さらなる研究が望まれる。
BLGモデル以前にはCS理論の最大の超対称性はN = 3であった。（N = 2, 3の

CS理論についてはたとえば [19]において詳しく述べられている。）従ってN ≥ 4

超対称性を実現した最初のCS理論という意味においてもBLGモデルは重要な意
味を持つ。その後、N ≥ 4のCS理論については多くの論文で調べられた。たとえ
ば [20]ではゲージ群が U(N1)×U(N2) のように二つの群の積であるようなN = 4

CS理論が構成された。これは Hosomichi [21] らによって新たなハイパー多重項の
導入によって拡張された。その特殊な場合として N = 5[22] や N = 6[23] の超対
称性を持つ理論も構成することができる。N = 8 超対称性を持つ A4 BLG model

も N = 4 CS 理論の特殊な場合として構成することができる。
以前から知られていた N ≤ 3 の場合も含め、これらさまざまな超対称性をもつ

CS理論はさまざまな背景時空上のM2-ブレーンの低エネルギー有効理論としても
注目されている。このノートでは、N = 2 超対称性を持つ場合を中心に、超対称
CS理論の作用、モジュライ空間についてまとめ、最後に AdS/CFT についても簡
単に触れることにする。

2 3 次元超対称性

2.1 スピノル

スピノルについての約束をまとめておこう。1

1ここで述べた約束は、ver. 2 から ver. 3 へ移行するときに変更された。ver. 1, 2 の式を
ver. 3 のものに書き換えるためにどのような置き換えを行えばよいかを簡単に述べておこう。ス
ピノルやスピノルに γ-行列がかかった式は添え字の標準位置の変更に伴い ψ → ψ, γµψ → −γµψ,
γµγνψ → γµγνψ のように置き換える。スピノルの二次形式については、グラスマン数の積に対して
複素共役の取り方が変更されたことに対応して ±iを挿入し、(ψχ) → −i(ψχ), (ψγµχ) → i(ψγµχ),
(ψγµγνχ) → −i(ψγµγνχ) のような置き換えを行う。ϵ テンソルについても ϵαβ → −ϵαβ , ϵµνρ →
−ϵµνρ のように符号を変更する。これに伴い、質量パラメータや Chern-Simons レベルの符号も
変更する。グラスマン数の微分、積分については (ξ∂) → (ξ∂),

∫
d2θ → i

∫
d2θ,

∫
d4θ → −

∫
d4θ

のように置き換える。
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3 次元の γ 行列は次の性質を満足する 2× 2 の行列である。

{γµ, γν} = 2ηµν , γµνρ = 12ϵµνρ. (4)

二つ目の式は完全反対称テンソル ϵµνρ の定義とみなすこともできる。3次元のロー
レンツ群は

SO(1, 2) ∼ SL(2,R) = Sp(2,R) (5)

であり、2成分スピノルは実表現である。従ってローレンツ群の生成子のスピノル
表現 (1/2)γµν の成分が実になるように γ 行列の表示を選ぶことができる。（たと
えば、γ0 = iσy, γ

1 = σx, γ
2 = σz のように取れば、γµ の成分は全て実である。）

このときマヨラナスピノルを実スピノルとして定義することができる。以下では
γ 行列が実である表示を用いる。
γ 行列およびスピノルに対してスピノル添え字の標準位置を次のように定めて
おく。

(γµ)α
β, ψα (6)

荷電共役行列としては ϵ を用いる。ϵ の添え字の標準位置は次の二つであり、行列
表示したときには隣り合う γ 行列やスピノルの添え字にあわせて選ぶ。

ϵαβ = ϵαβ (7)

ϵ は次の性質を満足する反対称行列である。

ϵαβ = −ϵβα, ϵαβϵ
βγ = −δγα. (8)

ベクトル表現に対するローレンツ群 SO(1, 2) ∼ SL(2,R)の表現は計量 diag(−1,+1,+1)

を不変に保つような GL(3,R) の部分群として定義できるが、スピノル表現行列に
ついては荷電共役行列を不変に保つような GL(2,R) の部分群として定義すること
もできる。γ 行列および ϵ は実であるとする。

ϵ∗ = ϵ, (γµ)∗ = γµ (9)

スピノル添え字の上げ下げは

ψα = ϵαβψβ, ψα = ψβϵβα (10)

のように定義する。
γ 行列の二つのスピノル添え字の位置をそろえたものは対称行列である。

(γµ)αβ = (γµ)βα (11)
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これを用いて、γ 行列の積について次の式を示すことができる。

(γµ1γµ2 · · · γµk)αβ = (−)k−1(γµk · · · γµ2γµ1)βα (12)

また、両側をグラスマン奇のスピノルではさんだものに対しては

(ψ1γ
µ1γµ2 · · · γµkψ2) = (−)k(ψ2γ

µk · · · γµ2γµkψ1) (13)

が成り立ち、形式的に γ 行列を反対称行列のように取り扱えばよいことがわかる。
ただし、次のような略記法を用いた。

ψ1γ
µ1γµ2 · · · γµkψ2 = ψα1 (γ

µ1γµ2 · · · γµk)αβψ2β (14)

γ 行列の両側を同じスピノルではさんだ場合には、次の式が成り立つ。

θγµθ = 0, θγµγνθ = θ2ηµν , θγµγνγρθ = θ2ϵµνρ. (15)

グラスマン数の積に対しては、複素共役は次のように定義する。

(αβ)∗ = α∗β∗. (16)

この定義のもとでは二つの実グラスマン数の積は実になる。たとえば実スピノル
の二次形式

ψ1γ
µ1 · · · γµ2ψ2 (17)

は実である。いくつか例を挙げておこう。θ を複素スピノルとするとき、次の式が
成り立つ。

(θ2)∗ = θ
2
, (θγµθ)

∗ = θγµθ (θγµνθ)
∗ = θγµνθ. (18)

スピノル θ による微分 ∂α を次のように定義する。

f(θ + ξ)− f(ϵ) = ξα∂αf(θ) +O(ξ2) (19)

すなわち、ξα∂α という演算子は θ を一つ ξ で置き換えるという操作を表す。微分
演算子のスピノル添え字の標準位置も下付きであり、次の略記法を用いる。

(ξ∂) = ξα∂α, ∂2 = −ϵαβ∂α∂β, ∂X∂Y = −ϵαβ∂αX∂βY (20)
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2.2 超対称代数と超共形代数

3 次元ではマヨラナスピノルが定義できるから、最も小さな超対称性は一つの
実スピノル ξ を変換パラメータとするものであり、N = 1 超対称性と呼ばれる。
超対称変換を次のように表すことによって生成子 Qα を定義しよう。

δξϕ = ξαQαϕ. (21)

超対称変換 Qα の反交換関係は次のように与えられる。

{Qα, Qβ} = 2(γµ)αβPµ (22)

3 次元のローレンツ回転 Mµν と並進 Pµ に超対称電荷 Qα を加えたものは超ポア
ンカレ群をなす。(22) 以外の 0 でない交換関係は次のように与えられる。

[Mµν ,Mρσ] = ηµρMνσ − ηνρMµσ − ηµσMνρ + ηνσMµρ, (23)

[Mµν , Pσ] = ηµσPν − ηνσPµ, (24)

[Mµν , Q] =
1

2
γµνQ. (25)

計量は ηµν = diag(−1,+1,+1) である。マヨラナスピノル θα を用いてN = 1 超
空間 (xµ, θα) を定義すれば、これらの（反）交換関係を満足する生成子を微分演
算子として構成することもできる。

P̃µ = ∂µ, (26)

M̃µν = xµ∂ν − xν∂µ +
1

2
θγµν∂, (27)

Q̃α = ∂α + (γµθ)α∂µ. (28)

ただし Qα = ϵαβQ
β である。ただし、生成子 O に対応する微分演算子 Õ を

OXϕ(x, θ) = ÕXϕ(x, θ) (29)

によって定義した。O と Õ は交換関係の符号が逆になることに注意すること。あ
とで主に用いる超空間は、これとは異なり座標 θα が複素スピノルである N = 2

超空間 (xµ, θα, θ
α
) である。N = 2 超空間については、その構成法も含め §2.3に

おいて詳しく述べる。
N 個の超対称電荷 Qiα (i = 1, . . . ,N ) を含む場合には、交換関係 (22) は次の
ように拡張される。

{Qi
α, Q

j
β} = 2δij(γµ)αβPµ (30)
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それぞれの Qi はマヨラナスピノルであるから、それらを回転させる R-対称性は
SO(N ) である、R-対称性の生成子 Rij を含む交換関係は次のようになる。

[Rij, Rkl] = δikRjl − δjkRil − δilRjk + δjlRik, (31)

[Rij, Qk] = δikQj − δjkQi. (32)

コンフォーマル代数は、Pµ と Mµν よりなるポアンカレ代数にコンフォーマル
ブースト Kµ とディラテーション D を加えることによって定義される。それらを
含む 0 でない交換関係は次のように与えられる。

[Mµν , Kσ] = ηµσKν − ηνσKµ, (33)

[D,Pµ] = Pµ, (34)

[D,Kµ] = −Kµ, (35)

[Pµ, Kν ] = −2Mµν + 2ηµνD. (36)

xµ 空間上の微分演算子として表せば、これらは次のように与えられる。

P̃µ = ∂µ, (37)

M̃µν = xµ∂ν − xν∂µ, (38)

K̃µ =
∂

∂yµ
= xλxλ∂µ − 2xµx

λ∂λ, (39)

D̃ = xµ∂µ (40)

ただし、yµ は次のように定義される。

yµ =
xµ

xλxλ
. (41)

これらは SO(2, 3) 代数を生成する。そのことを見るために、

Pµ =
√
2Mµ+, Kµ = −

√
2Mµ−, D = −M+−. (42)

のように生成子 MMN M,N = 0, 1, 2, 3,+,− を定義し、計量も新たな成分

η±µ = η++ = η−− = 0, η+− = 1 (43)

を加えることで ηMN を定義する。するとコンフォーマル代数は次のように一つに
まとめて書くことができる。

[MMN ,MRS] = ηMRMNS − ηNRMMS − ηMSMNR + ηNSMMR. (44)

ηMN は固有値が (−−+++) であるから、この代数は上で述べたように SO(2, 3)

である。
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この共形代数に超対称電荷を加えて超共形代数を構成する準備として、SO(2, 3)

のディラック行列を次のように与えておく。

CAB =

(
0 ϵαβ
ϵαβ 0

)
, (Γµ)A

B =

(
(γµ)α

β 0

0 −(γµ)α
β

)
,

(Γ+)A
B =

√
2

(
0 δα

β

0 0

)
, (Γ−)A

B =
√
2

(
0 0

δα
β 0

)
. (45)

C は荷電共役行列であり、次の関係式が成り立つ。

CAB = −CBA, (ΓM)AB = −(ΓM)BA, (ΓMN)AB = (ΓMN)BA. (46)

SO(2, 3) は反対称な荷電共役行列 C を不変に保つようなGL(4,R) の部分群とし
て定義することもできる。このことは、

SO(2, 3) ∼ Sp(4,R) (47)

であることを意味している。
あとで便利なように、SO(2, 3) 生成子のスピノル表現行列を与えておく。

(Γµν)AB =

(
0 (γµν)αβ

(γµν)αβ 0

)
, (Γ+−)AB =

(
0 ϵαβ

−ϵαβ 0

)
,

(Γµ+)AB =
√
2

(
(γµ)αβ 0

0 0

)
, (Γµ−)AB = −

√
2

(
0 0

0 (γµ)αβ

)
. (48)

ローレンツ群 SL(2,R) = Sp(2,R) がコンフォーマル群 Sp(4,R) に拡張される
と、スピノル表現も 2 表現から 4 表現に拡大される。これに伴い、新たな超対称
電荷 Siα を導入し、次のように 4 成分スピノル電荷を定義する。

Qi
A =

(
Qi
α

Siα

)
, A = 1, 2, 3, 4. (49)

ローレンツ対称性がコンフォーマル対称性に拡張された場合、(25) と (32) は次
のように変更される。

[MMN ,Qi] =
1

2
ΓMNQi, (50)

[Rij,Qk] = δikQj − δjkQi. (51)

これら以外に 0 でない（反）交換関係は Qi 同士の反交換関係である。コンフォー
マル対称性 Sp(4,R) と R-対称性 SO(N ) に矛盾しない最も一般の形は α と β を
ある定数として次のようになる。

{Qi
A,Q

j
B} =

α

2
δij(ΓMN)ABMMN + βCABR

ij (52)
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(30) との比較により、係数 α は 2 であることがわかる。係数 β を決めるにはヤ
コビ恒等式

[{QiA,QjB},QkC ] + · · · = 0 (53)

を用いる。· · · の部分は添え字の組 (iA), (jB), (kC) の入れ替えについての対称化
を表している。添え字に対する対称化を実現するために、グラスマン偶の変数 λiA

を導入し、(53) の添え字をつぶそう。まず (52) の添え字を λ でつぶしたものは

{λiQi, λjQj} = −α
2
(λiΓMNλi)MMN − β(λiλj)Rij (54)

である。さらにこの両辺と λkQk との交換関係をとると、左辺はヤコビ恒等式よ
り 0 であり、次の式が得られる。

0 = −α
4
(λiΓMNλi)(λkΓMNQ

k)− 2β(λkλj)(λkQj) (55)

任意のスピノル ψ と χ に対して成り立つフィルツ変換の公式

(ψλi)(λiχ) = −1

8
(λiΓMNλ

i)(ψΓMNχ) (56)

を用いれば、β = −α でなければならないことがわかる。こうして次の反交換関
係が得られた。

{Qi
A,Q

j
B} = δij(ΓMN)ABMMN − 2CABR

ij (57)

以上の (反)交換関係によって定義される超リー代数は OSp(N|4) と呼ばれる。あ
とで参照する際に便利なように一まとめにしておこう。

[MMN ,MRS] = ηMRMNS − ηNRMMS − ηMSMNR + ηNSMMR,

[Rij, Rkl] = δikRjl − δjkRil − δilRjk + δjlRik,

[MMN ,Qi] =
1

2
ΓMNQi,

[Rij,Qk] = δikQj − δjkQi,

{Qi
A,Q

j
B} = δij(ΓMN)ABMMN − 2CABR

ij (58)

この代数を 3 次元スピノルを用いた表示で改めて与えておこう。まず、M によ
る SO(1, 2) 回転を表す交換関係は

[Mµν ,Mρσ] = ηµρMνσ − ηνρMµσ − ηµσMνρ + ηνσMµρ,

[Mµν , Pσ] = ηµσPν − ηνσPµ,

[Mµν , Kσ] = ηµσKν − ηνσKµ,

[Mµν , Q
i] =

1

2
γµνQ

i,

[Mµν , S
i] =

1

2
γµνS

i. (59)
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R 対称性 SO(N ) による回転は

[Rij, Rkl] = δikRjl − δjkRil − δilRjk + δjlRik,

[Rij, Qk] = δikQj − δjkQi,

[Rij, Sk] = δikSj − δjkSi. (60)

ディラテーションのもとでのウェイトを与える交換関係

[D,Pµ] = Pµ,

[D,Kµ] = −Kµ,

[D,Qi
α] =

1

2
Qi
α,

[D,Siα] = −1

2
Siα. (61)

スピノル演算子同士の反交換関係は

{Qi
α, Q

j
β} = 2δij(γµ)αβPµ,

{Siα, S
j
β} = 2δij(γµ)αβKµ,

{Siα, Q
j
β} = δij(γµν)αβMµν + 2ϵαβ(δ

ijD −Rij). (62)

これら以外に 0 でない交換関係は次のものである。

[Pµ, Kν ] = −2Mµν + 2ηµνD,

[Kµ, Q
i
α] = −(γµS

i)α,

[Pµ, S
i
α] = −(γµQ

i)α. (63)

2.3 N = 2 超空間

一般の N に対する超対称性を議論する場合、N = 1 超場を用いて作用を書き、
適当な R-対称性を要求することによって拡張された超対称性を実現するという方
法が形式的に美しい。しかしここでは 4 次元の N = 1 超対称性に類似しており多
くの人にとって馴染み深いN = 2 の超場形式を用いることにする。
N = 2 超対称性の生成子 Qi

α （i = 1, 2）を次のように複素に組む。

Qα =
1√
2
(Q1

α + iQ2
α), Qα =

1√
2
(Q1

α − iQ2
α) (64)
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これらを含む N = 2 超ポアンカレ代数は以下のように与えられる。

[Mµν ,Mρσ] = ηµρMνσ − ηνρMµσ − ηµσMνρ + ηνσMµρ,

[Mµν , Pσ] = ηµσPν − ηνσPµ,

[Mµν , Q] =
1

2
γµνQ,

[Mµν , Q] =
1

2
γµνQ,

{Qα, Qβ} = 2(γµ)αβPµ. (65)

N = 2 の超コンフォーマル代数においては、これらにD、Rij、Siα、Kµ が加わ
る。ただし、添え字 i と j は 1 と 2 の二つの値をとる。複素スピノル演算子 S と
R 電荷を次のように定義する。

Sα =
1√
2
(S1

α + iS2
α), Sα =

1√
2
(S1

α − iS2
α), R = −iR12. (66)

非自明な交換関係は以下の通り。まず、R 対称性 SO(2) による回転は

[R,Qα] = −Qα, [R,Qα] = Qα, [R, Sα] = −Sα, [R, Sα] = Sα. (67)

ディラテーションのもとでのウェイトを与える交換関係

[D,Pµ] = Pµ, [D,Qα] =
1

2
Qi
α, [D,Sα] = −1

2
Sα,

[D,Kµ] = −Kµ, [D,Qα] =
1

2
Q
i

α, [D,Sα] = −1

2
Sα. (68)

M を含む交換関係は

[Mµν , Kσ] = ηµσKν − ηνσKµ, [Mµν , S] =
1

2
γµνS, [Mµν , S] =

1

2
γµνS. (69)

スピノル演算子同士の反交換関係は

{Sα, Sβ} = 2(γµ)αβKµ,

{Sα, Qβ} = (γµν)αβMµν + 2ϵαβ(D −R),

{Qα, Sβ} = (γµν)αβMµν − 2ϵαβ(D +R). (70)

そのほかには以下の交換関係がある。

[Pµ, Kν ] = −2Mµν + 2ηµνD, (71)

[Kµ, Qα] = −(γµS)α, [Pµ, Sα] = −(γµQ)α,

[Kµ, Qα] = −(γµS)α, [Pµ, Sα] = −(γµQ)α. (72)
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よく知られているように、このような代数が与えられると超空間を商空間とし
て定義することができる。まず、P , Q, Q, M よりなる超ポアンカレ代数に対して
超空間を構成しよう。この場合、超空間は次のように定義することができる。

M = G/H, G = (P,Q,Q,M), H = (M). (73)

ただし、生成子を括弧でくくったものはそれらの生成子によって生成される群を
表す。この商空間上の点は、g を G の元、h を H の元として gh ∼ g という同一
視によって定義される同値類である。その代表元を次のように与えることで超空
間上の座標 (xµ, θα, θ

α
) を導入しよう。

g(xµ, θα, θ
α
) = eX , X = xµPµ + θαQα + θ

α
Qα (74)

超空間M に対する超ポアンカレ群の無限小変換 1 +A ∈ G の作用は元 g(x, θ, θ)

に対する左からの作用として次のように定義される。

(1 + A)g(x, θ, θ) = g(x+ δx, θ + δθ, θ + δθ)(1 + A′) (75)

ただし 1 + A′ は H の元である。無限小の部分のみを取り出すと、次のように書
くこともできる。

Ag(x, θ, θ) = Ãg(x, θ, θ) + g(x, θ, θ)A′ (76)

ただし、Ã は超空間の座標に作用する次の微分演算子である。

Ã = δxµ∂µ + δθα∂α + δθ
α
∂α (77)

関係式 (76) によって、A が与えられると一意的に微分演算子 Ã と H の代数の元
A′ を決めることができる。こうして得られる微分演算子 Ã が、生成子 A の微分
演算子表示である。
A を δX と A′ に分解する具体的な手続きを与えておこう。まず (75) を次の
ように書き換える。（(75) の両辺に左から e−X を作用させ、X の作用を随伴表現
XadjA = [X,A] を用いて書き換えればよい。）

e−XadjA =
1− e−Xadj

Xadj

δX + A′ (78)

ただし δX は X に含まれる座標変数をその微分で置き換えたものである。

δX = δxµPµ + δθαQα + δθ
α
Qα (79)

X に含まれる生成子 P , Q, Q はそれだけで閉じた代数を成すから、右辺第 1項は
P , Q, Q の線形結合である。第 2項は生成子 M に比例している。従って左辺が計
算できれば、右辺の二つの項への分解は一意的に行うことができる。(78) の右辺
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第 1項、すなわち e−XadjA から生成子 P , Q, Q の部分を取り出したものを C⊥ と
すれば、そこから δX が次のように得られる。

δX =
Xadj

1− e−Xadj
C⊥ =

(
1 +

1

2
Xadj +

1

12
X2

adj + · · ·
)
C⊥ (80)

δX が得られれば、それに対応した微分演算子は (77) によって与えられる。
以上の処方箋に従って、A がポアンカレ群のそれぞれの生成子である場合の Ã

と A′ を計算すると以下のようになる。

P̃µ = ∂µ, P ′
µ = 0,

Q̃α = ∂α + (γµθ)α∂µ, Q′
α = 0,

Q̃α = ∂α + (γµθ)α∂µ, Q
′
α = 0,

M̃µν = xµ∂ν − xν∂µ +
1

2
(θγµν∂) +

1

2
(θγµν∂), M ′

µν =Mµν . (81)

これらの微分演算子の交換関係は、対応する演算子の交換関係とは符号が逆にな
ることに注意しよう。
次の微分演算子は Q̃α および Q̃α と反可換であり共変微分と呼ばれる。

Dα = ∂α − (γµθ)α∂µ,

Dα = ∂α − (γµθ)α∂µ. (82)

これらの間の交換関係は次のようになる。

{Dα, Dβ} = 2(γµ)αβ∂µ, {Dα, Dβ} = {Dα, Dβ} = 0. (83)

次の略記法を用いる。

ξD = ξαDα, D2 = DαDα. (84)

4次元の場合と異なるのは、D と D の添え字を縮約することができることである。

DD = DαDα = D
α
Dα = DD (85)

グラスマン数による積分は次のように定義する。∫
d4θ(θ2θ

2
) = 1,

∫
d2θ(θ2) = 1. (86)

超場を用いた定式化は超コンフォーマル対称性がある場合についても適用する
ことができる。超空間への超共形代数の作用を求めるには、超空間を定義する際
に G を超共形群に、H を (M,D,R, S, S,K) で生成されるその部分群に選べばよ
い。超空間上の座標を再び (74) によって与えれば、ポアンカレ代数に対しては上
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の議論は全く変更されない。それ以外の生成子の超空間への作用も上と同様の方
法で求めることができる。超空間の座標に作用する微分演算子 Ã の部分は次のよ
うに与えられる。

D̃ =xµ∂µ +
1

2
(θ∂) +

1

2
(θ∂),

R̃ =− (θ∂) + (θ∂),

ζS̃ =(ζx\∂) + (ζx\γµθ)∂µ − (θγλθ)(ζγ
λ∂) + θ

2
(ζ∂)− 1

2
θ
2
(ζγµθ)∂µ,

ζS̃ =(ζx\∂) + (ζx\γµθ)∂µ − (θγλθ)(ζγ
λ∂) + θ2(ζ∂)− 1

2
θ2(ζγµθ)∂µ,

K̃µ =(x2∂µ − 2xµx
ν∂ν)− (θγµx\∂)− (θγµx\∂)

− 1

2
θ2(θγµ∂)− 1

2
θ
2
(θγµ∂) +

1

2
θ
2
θ2∂µ (87)

H の代数の元である部分 A′ は

D′ =D,

R′ =R,

(ζS ′) =(ζS) + (ζγµνθ)Mµν + 2(ζθ)(D −R),

(ζS
′
) =(ζS) + (ζγµνθ)Mµν + 2(ζθ)(D +R),

K ′
µ =Kµ + 2xλMλµ − (θγµκλθ)M

κλ

− (θγµS)− (θγµS)− 2xµD + 2(θγµθ)R. (88)

こうして得られた微分演算子 Ã を用いれば、超場の変換則を次のように与える
ことができる。

AΦ(x, θ, θ) = ÃΦ(x, θ, θ) (89)

ただし、上で得られた微分演算子 Ã によって再現される超共形変換はワイルウェ
イトやR-チャージが 0 の超場に対するものである。実際に、超場に対して上記の
微分演算子を用いて D-変換や R-変換を行ってみると、次のようになる。

eαDΦ(x, θ, θ) = eαD̃Φ(x, θ, θ) = Φ(eαx, eα/2θ, eα/2θ)

eiαRΦ(x, θ, θ) = eiαR̃Φ(x, θ, θ) = Φ(x, e−iαθ, eiαθ) (90)

これはウェイトが 0 である超場の変換則である。一般のワイルウェイト nD とR-

チャージ nR を持つ超場Φ(nD,nR)(x, θ, θ) は次のように変換される。

eαDΦ(nD,nR)(x, θ, θ) = eαnDΦ(nD,nR)(e
αx, eα/2θ, eα/2θ)

eiαRΦ(nD,nR)(x, θ, θ) = eiαnRΦ(nD,nR)(x, e
−iαθ, eiαθ) (91)
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このような変換則を微分演算子によって実現するためには、超空間を拡張し、D
変換および R 変換に対応する座標 ρ と ϕ を新たに導入する必要がある。すなわ
ち、超空間の定義を以下のように変更する。

M = G/H, G = (P,Q,M,D,R, S, S,K), H = (M,S, S,K). (92)

そして代表元を次のように取る。

g(xµ, θα, θ
α
, ρ, ϕ) = exp(xµPµ + θαQα + θ

α
Qα) exp(ρD + iϕR) (93)

上で得られた A から Ã と A′ への分解を用いると、次の式が得られる。

Ag(xµ, θα, θ
α
, ρ, ϕ) = ÃexP+θQ+θQeρD+iϕR + exP+θQ+θQA′eρD+iϕR (94)

生成子 A に対応する、拡張された超空間上の微分演算子を得るには、右辺第２項
に現れる A′ を次のように Ã′ と A′′ に分解する。

A′eρD+iϕR = Ã′eρD+iϕR + eρD+iϕRA′′. (95)

ただし、A′′ は H の代数の元であり、Ã′ は座標 ρ と ϕ に作用する微分演算子で
ある。こうすると、最終的に次の式が得られる。

Ag(xµ, θα, θ
α
, ρ, ϕ) = (Ã+ Ã′)g(xµ, θα, θ

α
, ρ, ϕ) + g(xµ, θα, θ

α
, ρ, ϕ)A′′ (96)

従って、生成子 A に対応する拡張された超空間上の微分演算子は Ã+ Ã′ である。
ポアンカレ群の生成子については Ã′ = 0 であり、微分演算子表示は変更を受けな
い。その他の演算子については、A′ に含まれる D と R を微分演算子に書き換え
ることにより、次の式を得る。

D̃′ = ∂ρ,

R̃′ = −i∂ϕ,
S̃ ′
α = 2θα(∂ρ + i∂ϕ),

S̃
′

α = 2θα(∂ρ − i∂ϕ),

K̃ ′
µ = −2xµ∂ρ − 2i(θγµθ)∂ϕ. (97)

ウェイト (nD, nR) を持ち、(91) のように変換される超場は、拡張された超空間上
の超場の ρ, ϕ 座標に対する依存性を次のように置くことによって実現される。

Φ(x, θ, θ, ρ, ϕ) = Φ(nD,nR)(x, θ, θ)e
nDρ+inRϕ (98)

このような超場に作用する場合には微分演算子 ∂ρ と −i∂ϕ を nD と nR に置き換
えることができ、微分演算子は次のようになる。

D̃ + D̃′ = D̃ + nD,

R̃ + R̃′ = R̃ + nR,

S̃α + S̃ ′
α = S̃α + 2(nD − nR)θα,

S̃α + S̃
′

α = S̃α + 2(nD + nR)θα,

K̃µ + K̃ ′
µ = K̃µ − 2nDxµ + 2nR(θγµθ). (99)
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このように、微分演算子が作用する超場のウェイトに依存するものとして定義さ
れていれば、座標 ρ や ϕ を直接扱わなくても済む。

2.4 カイラル超場

4 次元の場合と同様に、カイラル超場を次のように定義する。

DαΦ = 0. (100)

この拘束条件の下では、Φ は次のように展開することができる。

Φ = ϕ+
√
2θψ + θ2F − (θγµθ)∂µϕ− 1√

2
θ2(θγµ∂µψ) +

1

4
θ2θ

2
∂µ∂

µϕ. (101)

この多重項の運動項は次のように与えられる。∫
d4θΦΦ =

1

4
ϕ∂µ∂

µϕ− 1

2
∂µϕ∂

µϕ+
1

4
∂µ∂

µϕϕ+
1

2
(ψγµ∂µψ) +

1

2
(ψγµ∂µψ) + FF

= −∂µϕ∂µϕ+ (ψγµ∂µψ) + FF + total derivative (102)

添え字 i によってラベルされた複数個のカイラル超場 Φi の一般の関数W (Φ) に
対して、その F -term は超対称性のもとで不変であり、成分場では次のように与
えられる。

−
∫
d2θW (Φ) = −∂W (ϕ)

∂ϕi
F i +

1

2

∂2W (ϕ)

∂ϕi∂ϕj
(ψiψj) (103)

超コンフォーマル対称性のある理論において、多重項の中で最低のワイルウェ
イトを持つ ϕ に対して Sαϕ = 0 が成り立つ。また、カイラル多重項においては
Qϕ = 0 である。従って、(70) にある反交換関係を用いると、

{Sα, Qβ}ϕ = 2ϵαβ(D −R)ϕ = 0 (104)

が得られる。すなわち、カイラル多重項のスカラー場 ϕ に対して次の関係式が成
り立つ。

D = R (105)

この関係式は、超場を用いて以下のように導くこともできる。カイラル超場は (100)

によって定義されるが、この条件を満足する場が S 変換を行った後にもやはりこ
の関係式を満足すると仮定してみよう。すなわち、

DαΦ = 0, DαS̃βΦ = 0 (106)

17



が成り立つとしてみよう。（ここでは座標 ρ と ϕ によって拡張された超空間を用
い、S̃ は前節における S̃ + S̃ ′ を表しているものとする。）これは次の式が成り立
つことを意味する。

[Dα, S̃β]Φ = 0 (107)

共変微分と S̃ および S̃ に対して次の交換関係が成り立つ。

[ϵD, ζS̃] = 2(θγλϵ)(ζγλD),

[ϵD, ζS̃] = 2(θϵ)(ζD) + 2(∂ρ − i∂ϕ)(ζϵ),

[ϵD, ζS̃] = 2(θϵ)(ζD) + 2(∂ρ + i∂ϕ)(ζϵ),

[ϵD, ζS̃] = 2(θγλϵ)(ζγλD). (108)

このうち下から 2 番目の式を用いることで (107) は次のように書き換えられる。

(∂ρ + i∂ϕ)Φ = 0 (109)

これはまさに、ワイルウェイトとR-電荷の間に関係式 (105) が成り立つことを意
味している。
関係式 (105) は 4 次元の N = 1 超共形代数より得られる D = (3/2)R とは数係
数が異なることに注意しよう。この数係数を決めるにはそれ自身がカイラル超場
である超ポテンシャルのR電荷と共系次元を見るのが簡単である。超ポテンシャ
ル W が U(1)R を破らないためにはW のチャージは 2 でなければならない。ま
た、コンフォーマルであるためには W の質量次元も 2 でなければならない。（4

次元の場合は 3でなければならない。）従って 3次元では (105)が成り立っている。

2.5 ベクトル超場

N = 2ベクトル多重項はゲージ場、スカラー場、フェルミオン場よりなり、ゲー
ジ群のリー代数に属する超場 V としてまとめることができる。以下では V はリー
代数のエルミートな行列表現として表されているものとする。
複数の成分を持つカイラル超場 Φ の次のゲージ変換を考える。

Φ′ = eiΛΦ (110)

ただしカイラル超場 Λ はリー代数に値をとる変換パラメータであり、多成分場 Φ

に作用する際には Φ が属する表現に対応した行列表示を採っているものとする。
運動項をゲージ不変にするために、超場 V を用いてカイラル多重項の運動項 (102)

を次のように修正する。 ∫
d4θΦe2VΦ (111)
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これがゲージ不変であるためには V が次のように変換されればよい。

e2V
′
= eiΛe2V e−iΛ = exp 2

(
V +

i

2
(Λ− Λ) +

i

2
[Λ, V ]− i

2
[V,Λ] + · · ·

)
(112)

このゲージ変換を用いれば、次の Wess-Zumino ゲージをとることができる。

V
WZ
= i(θγµθ)Aµ + (θθ)σ − θ2(θλ)− θ

2
(θλ)− 1

2
θ2θ

2
D. (113)

ゲージ不変なカイラル多重項の運動項は次のように展開することができる。∫
d4θΦe2VΦ =−DµϕD

µϕ+ (ψγµDµψ) + FF

+
√
2ϕ(λψ) +

√
2(ψλ)ϕ− ϕDϕ− ϕσσϕ+ (ψσψ)

+ total derivative (114)

ただし、共変微分は次のように定義される。

Dµϕ = ∂µϕ− iAµϕ, Dµϕ = ∂µϕ+ iϕAµ. (115)

ゲージ場の強さ

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν ], (116)

を含むスピノルカイラル超場 Wα は次のように定義される。

ϵαβW
β = −1

8
D
β
Dβe

−2VDαe
2V WZ

= −1

4
D
β
Dβ(DαV + [DαV, V ]) (117)

（二つ目の等号は Wess-Zumino ゲージで成り立つ。）これはゲージ共変であり、
ゲージ変換 (112) のもとで次のように変換される。

W ′α = eiΛWαe−iΛ (118)

Wess-Zumino ゲージでは次のように書ける。

Wα = λα + θαD +
i

2
(γµνθ)αFµν − (γµθ)αDµσ + (γµDµλ)

αθ2 − [σ, λ
α
]θ2 · · ·

(119)

· · · は θ を含む項である。随伴表現に属する場 σ や λ の共変微分は次のように定
義される。

Dµσ = ∂µσ − i[Aµ, σ], Dµλ = ∂µλ− i[Aµ, λ]. (120)

これを用いてゲージ場運動項が次のように与えられる。
1

2

∫
d2θ trW 2 = tr

(
−1

4
FµνF

µν + (λγµDµλ)−
1

2
DµσD

µσ +
1

2
D2 − (λ[σ, λ])

)
.

(121)

ゲージ群が U(1) である場合には Fayet-Iliopoulous 項を導入することができる
ということは 4 次元の場合と同じである。

−2ζ

∫
d4θV = ζD. (122)
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2.6 N = 2 超対称性変換則

まず、ベクトル多重項の超対称変換を調べよう。超場 V に対して微分演算子
(81) を作用させることにより次の変換を得る。（パラメータ ξ についての項は複
素共役を取ることで簡単に得られるのでここでは省略した。）

δV =i(ξγµθ)Aµ + (ξθ)σ − θ
2
(ξλ)− 2(ξθ)(θλ)− (ξθ)θ

2
D

+
i

2
θ
2
(ξγµγνθ)∂µAν −

1

2
θ
2
(ξγµθ)∂µσ +

1

2
θ2θ

2
(ξγµ∂µλ)

+ terms including ξ (123)

始め 3 つの項は WZ ゲージを破っている。ゲージを回復するためのゲージ変換の
パラメータΛ はカイラル超場 (101) において

ϕ→ 0,
√
2ψ → −2i(σ + iγµAµ)ξ, F → 2i(ξλ) (124)

と置き換えたものであり、次のように与えられる。

Λ = −2i(θξ)σ + 2(θγµξ)Aµ + 2iθ2(ξλ) + iθ2(θγµξ)(∂µσ)− θ2(θγµγνξ)(∂µAν)

(125)

V の超対称変換 (123) にこのパラメータによるゲージ変換 (112) を加えると

δWZV =− 2(ξθ)(θλ)− (ξθ)θ
2
D − i

2
θ
2
(θγµνξ)Fµν + θ

2
(θγµξ)(Dµσ)

+
1

2
θ2θ

2
(ξγµDµλ− (ξ[σ, λ])) + terms including ξ (126)

ここから成分場に対する次の変換則を読み取ることができる。

δQσ = (ξλ) + (ξλ),

δQAµ = i(ξγµλ)− i(ξγµλ),

δQD = −(ξγµDµλ)− (ξγµDµλ) + (ξ[σ, λ]) + (ξ[σ, λ]),

δQλ =
i

2
γµνξFµν − γµξDµσ +Dξ. (127)

超共形変換 δS = ζS + ζS については次の式が成り立つ。

δSσ = (ζx\Q+ ζx\Q)σ,
δSAµ = (ζx\Q+ ζx\Q)Aµ,
δSλ = (ζx\Q+ ζx\Q)λ+ 2ζσ,

δSλ = (ζx\Q+ ζx\Q)λ+ 2ζσ,

δSD = (ζx\Q+ ζx\Q)D − ζλ− ζλ. (128)
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ただし、WZゲージを保つためのゲージ変換のパラメータが

Λ = (Λ in (125))|
ξ→ζx\ − 3iθ2(θξ)σ − θ2(θγνζ)Aν (129)

によって与えられることを用いた。
次に、カイラル多重項の変換則を導こう。まず、(81)による超対称性変換は

δΦ =
√
2ξψ + 2(θξ)F − 2(θγµξ)∂µϕ−

√
2θ2(ξγµ∂µψ)

+ terms including θ (130)

となる。また、ゲージ多重項に対するWess-Zumino ゲージを回復するためのゲー
ジ変換 (125) による変分は

iΛΦ =2(θξ)σϕ−
√
2θ2(ξσψ) + 2i(θγµξ)vµϕ+

√
2iθ2(ξγµvµψ)− 2θ2(ξλ)ϕ

+ terms including θ (131)

である。これらを加えると、

δWZΦ =
√
2ξψ + 2(θξ)F + 2(θξ)σϕ− 2(θγµξ)Dµϕ

−
√
2θ2(ξγµDµψ)−

√
2θ2(ξσψ)− 2θ2(ξλ)ϕ+ terms including θ (132)

これより次の変換則を読み取ることができる。

δϕ =
√
2(ξψ),

δψ =
√
2ξF +

√
2ξσϕ−

√
2γµξDµϕ,

δF = −
√
2(ξγµDµψ)−

√
2(ξσψ)− 2(ξλ)ϕ. (133)

2.7 CS 項

3 次元ゲージ理論に固有の重要な性質としてCS 項

SCS =
κ

2

∫
tr

(
AdA− 2i

3
A3

)
(134)

を導入することができるという事が挙げられる。この項を含む理論はさまざまな面
白い性質を持っている。ここではそれらについて詳しく述べることはしない。[24]

や [19]などのレビューを参照すること。
CS 項は場の強さ F = dA− iA2 を用いては書かれていないが、部分積分を許せ
ばゲージ不変になっている。たとえば、上記の作用中のゲージ場の変分を行って
みると、次の式が得られる。

δSCS = κ

∫
tr

(
δAF +

1

2
d(δAA)

)
(135)
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この式の第 2項は表面項のみに寄与し、境界を持たない多様体上では 0である。ま
た、第１項もゲージ変換 δA = Dλの場合にはビアンキ項等式DF = 0を用いるこ
とにより表面項であることが示される。ただし、ゲージ群 G のホモトピー π3(G)

の非自明な元に対応する「大きな」ゲージ変換のもとでの不変性（2π の整数倍の
変化は許す）を要請すると、係数 κ に条件が付く。たとえばゲージ群が SU(N) で
あり、トレースを取る際に基本表現を用いていれば

2πκ ∈ Z (136)

という条件が満足される必要がある。このため非常にしばしば 2πκ のこと k と書
き、その整数値のことをレベルとよぶ。
CS 項 (134) の超対称化についてみておこう。N = 2 の超場を用いた超対称 CS

理論は [25]において与えられた。まずは簡単な U(1) ゲージ場の場合について考え
よう。超場 V のゲージ変換は

V ′ = V +
1

2i
(Λ− Λ). (137)

である。次の項はこのゲージ変換のもとで不変である。

−κ
2

∫
d4θ(DαV )(DαV ) = κ

[
−σD +

1

2
ϵµνρAµ∂νAρ + (λλ)

]
(138)

これは 4 次元 N = 1 理論では許されない項であることに注意しよう。3 次元では
カイラリティが無いため、共変微分 Dα と Dα が同じスピノル添え字を持ち、そ
れらを縮約することができる。ゲージ不変性を示すためには、Dα と Dβ がそれぞ
れ反カイラル超場 Λ とカイラル超場 Λ に作用して 0 になること、添え字が縮約
された二つの微分 Dα と Dβ が可換であること、これらの共変微分についての部
分積分が行えることを用いればよい。
一般のゲージ群に対しては、超対称な CS項は次のように与えることができる。

SCS =
κ

2

∫
d4θ

∫ 1

0

dt tr[V D
α
(e−2tVDαe

2tV )] = −κ
2

∫
d4θ tr[(DV )(DV ) + · · · ]

= κ tr

[
−σD + ϵµνρ

(
1

2
Aµ∂νAρ −

i

3
AµAνAρ

)
+ (λλ)

]
(139)

成分場で書けばU(1)の場合との違いは全体がトレースされていることとCS項が
ゲージ場の 3次の項を含むということだけである。超場形式では、超対称変換の
もとでの不変性は明らかであるが、ゲージ変換のもとでの不変性を示すには少し
計算をする必要がある。まず作用を次のように書き換えておくのがよい。

SCS =
κ

4
I[g], I[g] =

∫
d4θ

∫ 1

0

dt tr[(g−1∂tg)D(g−1Dg)]. (140)
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ただし、超空間 (x, θ, θ) に座標 0 ≤ t ≤ 1 を追加し、その拡張された超空間の上
で g を次の境界条件を満足するものとして導入した。

g|t=0 = 0, g|t=1 = e2V (141)

g は (141) を満足すればどのようにとっても良いのであるが、たとえば具体的に
g = e2tV と与えてやると、(139) が得られる。積分 I[g] は位相的であり、g の任意
の変分のもとで I[g] の変化は境界項としてのみ現れる。このことを見るために変
分 δg のもとでこれがどのように変化するかを見てみよう。式を簡単にするために
微分演算子 d に対して

[d] = g−1dg (142)

という記号を導入し、公式

δ(g−1dg) = (g−1dδg)− (g−1δg)(g−1dg) (143)

あるいは

δ[d] = [dδ]− [δ][d] (144)

を用いると、I の変分は次のように与えられる。

δI =δ tr([∂t]D[D])

= tr([δ∂t]D[D])− tr([δ][∂t]D[D]) + tr([∂t]D[δD])− tr([∂t]D([δ][D])) (145)

これは適当に部分積分を行うと 0 になる。表面項として気にしなければならない
のは、t についての部分積分を行った際に現れる表面項である。

δI =

∫
d4θ

∫ 1

0

dt∂t tr([δ]D[D]) =

∫
d4θ tr([δ]D[D])

∣∣
t=1

. (146)

ここで、変分 δg として、無限小ゲージ変換の式

[δ] = g−1δg = e−2V eiΛe2V e−iΛ − 1 = ie−2VΛe2V − iΛ (147)

を代入すると、上記の表面項も 0 になり、作用はゲージ不変であることがわかる。

2.8 自由場の質量とスピン

U(1) ゲージ場について Maxwell 運動項と CS 項を含む次の作用を考えてみる。

S = − 1

4g2

∫
d3xF 2

µν +
κ

2

∫
AdA (148)
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運動方程式は

1

g2
∂νF

µν − κ

2
ϵµνρFνρ = 0 (149)

となる。この運動方程式の解は質量が m = g2κ（の絶対値）であるような自由粒
子を与える。このことを実際に示すには Fµν = ϵµνρV

ρ という変数変換を行うのが
よい。その結果運動方程式は

∂νϵ
µνρVρ = −mV µ (150)

となるが、この両辺に m をかけ、左辺に現れる mVρ を (150) を用いて微分で書
き換えれば、

∂2V µ = m2V µ (151)

が得られる。つまり、CS 項はゲージ対称性を破ることなく光子に質量 µ = |m| を
与える。
次にスピンについて見てみよう。質量が 0 である場合には小群が SO(1)、すな
わち自明な群になってしまい、スピンが定義できないのでここでは質量は 0 では
ないと仮定しておく。静止系を仮定し、V µ が空間座標 xi （i = 1, 2）に依存しな
いとしよう。すると、運動方程式 (150) は次のようになる。

(−iϵ0ij)(i∂0)Vj = mV i (152)

この左辺に現れる行列 −iϵ0ij はベクトル波動関数に作用するスピン行列に他なら
ない。また、i∂0 はエネルギー演算子である。2静止系でのエネルギーは |m| であ
るから、この式はベクトル場に対するスピン固有値が

s = sign(m) (153)

と与えられることを表している。
フェルミオンについても見てみよう。質量 µ = |m| を持つマヨラナフェルミオ
ン ψ のラグランジアンは

L =
1

2
ψ(γµ∂µ +m)ψ. (154)

ディラック方程式は

(γµ∂µ +m)ψ = 0 (155)

2ハイゼンベルグ方程式が [ψ(x),H] = i∂tψ(x)、と与えられ、スピノルおよびベクトル場に対
してスピン演算子が [ψ, S] = −(i/4)ϵ0ijγijψ [Vi, S] = −iϵ0ijVj と作用するとした。また、軌道
角運動量演算子が L = ϵ0ijxipj のように定義される。
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と与えられる。ψ がマヨラナフェルミオンであることと矛盾しないためには m は
実数である必要があるが、符号は正でも負でもよい。左から γµ∂µ −m を作用さ
せれば (∂2 −m2)ψ = 0 が得られるから、µ = |m| が実際に質量を与えていること
がわかる。ここで静止系をとり、ψ が空間座標 xi に依存しないと仮定すると、

−γ0∂0ψ = mψ (156)

となり、これはさらに次のように書き換えることができる。

2

(
−i1

4
ϵ0ijγij

)
(i∂0)ψ = mψ. (157)

この式の左辺に現れる行列−(i/4)ϵ0ijγij はスピノル波動関数に作用するスピン行
列であるから、(157) はスピノル場のスピン固有値と質量パラメータ m の関係

s =
1

2
sign(m) (158)

を与えている。
このように、3 次元においては質量パラメータの符号がその粒子のスピンの符
号を決定するという性質を持つ。このことを用いて、N = 2 の超対称多重項に属
する粒子がどのようなスピンを持つかを見ておこう。
カイラル多重項の質量項は超ポテンシャルを用いて次のように与えることがで
きる。

Smass = −m
2

∫
d2θΦ2 + c.c. = m

[
−ϕFϕ − ϕF ϕ +

1

2
χ2 +

1

2
χ2

]
(159)

Φ の位相変換を用いることで m を常に正に取ることができる。複素フェルミオン
χ のスピンを見るために、次のようにマヨラナスピノルに分解する。

χ =
1√
2
(χR + iχI) (160)

これを (159) に代入すると、質量項は次のようになる。

Smass = · · ·+ m

2
tr(χ2

R − χ2
I) (161)

このように、χR と χI の質量項の符号は常に逆であり、質量パラメータとスピン
の関係よりそれらの粒子のスピンも互いに逆符号になっている。従って有質量カ
イラル多重項には常にスピンが正のフェルミオン粒子とスピンが負のフェルミオ
ン粒子が一つずつ含まれている。（図 1 (a)）
ベクトル多重項については、質量項は CS 項 (139) として与えられる。光子に
ついてはMaxwell運動項の存在を仮定するとスピンは s = sign(κ) によって与え
られる。複素フェルミオン λ については λ = (1/

√
2)(λR + iλI) によって二つのマ
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図 1: (a) 有質量カイラル多重項に含まれる粒子のスピン (b) 有質量ベクトル多重
項に含まれる粒子のスピン

ヨラナスピノルに分解し、(139) のフェルミオン質量項に代入してみると、次の質
量項が得られる。

SCS = · · ·+ κ

2
tr(λ2R + λ2I). (162)

これを (154) と比較すれば、二つのマヨラナフェルミオンはどちらも質量パラメー
タm = κ を持つことがわかる。従って、どちらも同じスピン s = (1/2) sign(κ) を
持つことがわかる。（図 1 (b)）光子とフェルミオンのスピンの符号は常に同じで
あるが、このことは、N = 2 の超対称多重項においては一つの多重項に含まれる
粒子のスピンの広がりが 1 より大きくはならないということからも期待されるこ
とである。

2.9 N = 4 ベクトル多重項

ここではまず質量項（CS 項）を含まない場合に対してN = 4 ベクトル多重項
の構造（ラグランジアン、超対称変換則、R-対称性）を調べる。CS 項の導入及ぼ
す影響については、§2.11において述べる。
3 次元における N = 4 超対称理論は 6 次元 N = (1, 0) ベクトル多重項の T3

コンパクト化として得ることができる。6 次元理論における大域的対称性はロー
レンツ対称性 SO(1, 5) とR-対称性 Sp(1)L である。ベクトル多重項は、ゲージ場
AM (M = 0, . . . , 5) とシンプレクティックマヨラナワイルスピノル場 λaA、そして
補助場 FA

B より成る。スピノル場の添え字 a = 1, 2, 3, 4 はワイルスピノルの添
え字であり、A = 1, 2 は Sp(1)L 対称性の添え字である。
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T3 コンパクト化の結果、ローレンツ対称性 SO(1, 5) は 3 次元のローレンツ対
称性と内部対称性の積 SO(1, 2)× Sp(1)R となる。このことに対応して場は表 1の
ように分解される。Sp(1)R の添え字を Ȧ, Ḃ = 1, 2 で表した。

表 1: 6次元ベクトル多重項の 3次元へのコンパクト化

SO(1, 5)× Sp(1)L → SO(1, 2)× Sp(1)L × Sp(1)R

AM(6,1) → Aµ(3,1,1) + ϕȦḂ(1,1,3)

λaA(4,2) → λαAḂ(2,2,2)

FA
B(1,3) → FA

B(1,3,1)

N = 2 超場を用いて作用を書くには、6 次元の理論を一旦 4 次元に落とし、そ
してさらに S1 コンパクト化を行うのがよい。4 次元に落とした段階で 4 次元の
N = 2 超対称ゲージ理論が得られるから 3 次元の N = 4 ゲージ理論の作用は 4

次元 N = 2 ゲージ理論のそれとほとんど同じである。
N = 4 ベクトル多重項はN = 2 のベクトル多重項 V と随伴表現に属するカイ
ラル多重項 Φ を組み合わせることで構成することができる。

(N = 4 ベクトル多重項) = V (Aµ, σ, λ,D) + Φ(ϕ, χ, F ). (163)

作用は次のように二つの部分の和として与えられる。

SN=4
vector = SV + SΦ (164)

SV はベクトル多重項 V に対する作用であり、次のように与えられる。

SV =
1

2

∫
d2θ trW 2

= tr

[
−1

4
FµνF

µν + (λγµDµλ)−
1

2
DµσD

µσ +
1

2
D2 − (λ[σ, λ])

]
(165)

SΦはカイラル多重項 Φ に対する作用で、Φ がゲージ場の随伴表現に属すること
を考慮して次のように書くことができる。

SΦ =

∫
d4θ tr Φe2VadjΦ =

∫
d4θ tr Φe2VΦe−2V

=tr
[
−DµϕD

µϕ+ (χγµDµχ) + FF

+
√
2λ[χ, ϕ] +

√
2χ[λ, ϕ]− ϕ[D,ϕ]− ϕ[σ, [σ, ϕ]] + (χ[σ, χ])

]
(166)

これら二つの作用を単に足しておけば、N = 4 超対称性を持つ理論が得られる。
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超場形式で書かれた作用には明白な大域的対称性 U(1)R と U(1)F がある。U(1)R
は θ をチャージ 1 で回転させる対称性であり、U(1)F はカイラル超場 Φ をチャー
ジ 1 で回転させる対称性である。

U(1)F : Φ(θ) → Φ′(θ) = eiαΦ(θ), U(1)R : Φ(θ) → Φ′(eiβθ) = eiβΦ(θ). (167)

U(1)R には U(1)F を混ぜる不定性があるが、ここではカイラル超場 Φ が U(1)R
のもとでもチャージ 1 であるように定義する。このときそれぞれの成分場をその
チャージに従って平面上にプロットすると、図 2のようになる。実は、この U(1)2

λ

λ

χ χ

φ

φ

Aµ,σ,D'

FΦ

FΦ

R

F

R3L3

図 2: N = 4 ベクトル多重項の U(1)F × U(1)R 電荷

対称性はより大きな R-対称性 SO(4) ∼ SU(2)2 対称性の一部である。二つの SU(2)

を SU(2)L および SU(2)R とし、生成子を Li, Ri とすると、U(1)R と U(1)F は次
のように埋め込まれている。

R = R3 + L3, F = R3 − L3. (168)

N = 4 の超対称性の存在を示すには、超対称変換パラメータを非自明に変換す
るような SO(4) の R-対称性が存在することを証明すればよい。SO(4) 対称性を明
らかにするために、場を SO(4) 多重項に組む必要がある。まずフェルミオンであ
るが、V に含まれる複素フェルミオン λ とΦ に含まれる複素フェルミオン χ を
次のように SO(4) = SU(2)L × SU(2)R の (2,2) 表現に組む。

λAḂ =

(
λ χ

χ −λ

)
, λAḂ =

(
λ χ

χ −λ

)
(169)

点なしの添え字は SU(2)L で、点つきの添え字は SU(2)R で変換されるとする。λAḂ

は次の実条件を満足する。

λAȦ = −ϵABϵȦḂλ
BḂ ≡ −λAȦ (170)
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V 中の実スカラー場 σ と Φ の複素スカラー場 ϕ は SU(2)R 三重項、V 中の補助
場 D と Φ 中の補助場 F は SU(2)L の三重項をなす。

ϕȦḂ =

(
σ

√
2ϕ√

2ϕ −σ

)
, FA

B =

(
D′

√
2F ϕ√

2Fϕ −D′

)
(171)

ただし D′ は D を次のようにシフトしたものである。

D′ = D − [ϕ, ϕ]. (172)

これら SO(4) 多重項を用いることで作用を SO(4) 不変性が明らかな形に書き換
えることができる。

SN=4
vector =tr

[
−1

4
FµνF

µν +
1

2
(λAḂγµDµλAḂ)−

1

4
Dµϕ

Ȧ
ḂD

µϕḂȦ

]
− 1

2
(λ

a

AȦλ
AḂb)ϕcȦḂ tr(Ta[Tb, Tc])

+ tr

[
1

4
FA

BF
B
A +

1

16
[ϕȦḂ, ϕ

Ċ
Ḋ][ϕ

Ḃ
Ȧ, ϕ

Ḋ
Ċ ]

]
(173)

次に、超対称変換則を見てみよう。V の成分場の N = 2 超対称変換則は (127)

より

δσ = (ξλ) + (ξλ), (174)

δAµ = i(ξγµλ)− i(ξγµλ), (175)

δD = −(ξγµDµλ)− (ξγµDµλ) + (ξ[σ, λ]) + (ξ[σ, λ]), (176)

δλ =
i

2
γµνξFµν − γµξDµσ +Dξ, (177)

と与えられる。Φ の成分場については (133) より次のように与えられる。

δϕ =
√
2(ξχ), (178)

δχ =
√
2ξFϕ +

√
2ξ[σ, ϕ]−

√
2γµξDµϕ, (179)

δFϕ = −
√
2(ξγµDµχ)−

√
2(ξ[σ, χ])− 2[(ξλ), ϕ] (180)

場、および変換パラメータを SO(4) 多重項を用いて書き直すことで、次の変換則
を得ることができる。

δϕȦḂ = 2(ξCḂλ
CȦ)− δȦ

Ḃ
(ξBĊλ

BĊ),

δAµ = −i(ξAḂγµλ
AḂ),

δλAḂ =
i

2
γµνξAḂFµν − γµξAĊDµϕ

Ḃ
Ċ + FA

Cξ
CḂ +

1

2
[ϕḂĊ , ϕ

Ċ
Ḋ]ξ

AḊ,

δFA
B = −2(ξBĊγ

µDµλ
AĊ)− 2(ξBĊ [ϕ

Ċ
Ḋ, λ

AḊ])− AB trace (181)
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ただし、N = 2 超対称変換パラメータ ξ は (2,2) 表現として変換される N = 4

超対称変換のパラメータ ξAḂ に次のように埋め込まれている。

ξAḂ =

(
ξ

ξ

)
, ξAḂ =

(
ξ

ξ

)
(182)

作用の SO(4) 不変性と上記の超対称変換則の SO(4) 共変性より、(182) のように
表せない一般の変換パラメータ ξAḂ による変換のもとでも作用が不変であること
が保障される。従って、理論は N = 4 超対称性を持つ。

2.10 N = 4 ハイパー多重項

3 次元 N = 4 理論のハイパー多重項も、6 次元N = (1, 0) 理論のハイパー多重
項の T3 コンパクト化として与えることができる。6 次元ハイパー多重項が k 個
あるとしよう。この場合、フレーバー対称性は Sp(k) である。このフレーバー添
え字を I = 1, . . . , 2k とする。スカラー場 qAI はフレーバー添え字のほかに Sp(1)L
対称性の添え字を持っている。フェルミオン ψaI はスピノル添え字とフレーバー
添え字を持つ。（ハイパー多重項のフェルミオンとベクトル多重項のフェルミオン
はカイラリティが逆であるがここでは同じ添え字を用いた。）これらを 3 次元にコ
ンパクト化すると、ローレンツ対称性の破れ SO(1, 5) → SO(1, 2) × Sp(1)R に対
応して表 2のように書き換えることができる。

表 2: 6次元ハイパー多重項の 3次元へのコンパクト化

SO(1, 5)× Sp(1)L × Sp(k) → SO(1, 2)× Sp(1)L × Sp(1)R × Sp(k)

qAI(1,2,2k) → qAI(1,2,1,2k)

ψaI(4,1,2k) → ψαI
Ȧ
(2,1,2,2k)

ハイパー多重項は二つのカイラル多重項 Q と Q̃ の組み合わせとして表すこと
ができる。

(N = 4 ハイパー多重項) = Q(q, ψ) + Q̃(q̃, ψ̃). (183)

この超場を用いた表現ではフレーバー対称性のうちU(k) ⊂ Sp(k) だけが明白に保
たれる。
ハイパー多重項をゲージ場に結合させる場合にはフレーバー対称性 Sp(k) の部
分群 G をゲージ化する。G ⊂ U(k) ⊂ Sp(k) である場合に限ろう。ハイパー多重
項の N = 4 不変な作用は次のように二つの部分の和として与えることができる。

SN=4
hyper = SQ + SW . (184)
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SQ はカイラル多重項の運動項であり、次のように与えられる。

SQ =

∫
d4θ(Qe2VQ+ Q̃e−2V Q̃)

=−DµqD
µq + (ψγµDµψ) + F qFq

−Dµq̃D
µq̃ + (ψ̃γµDµψ̃) + Fq̃F q̃

+
√
2q(λψ) +

√
2(ψλ)q − qDq − qσσq + (ψσψ)

−
√
2(ψ̃λ)q̃ −

√
2q̃(λψ̃) + q̃Dq̃ − q̃σσq̃ − (ψ̃σψ̃) (185)

SW は次の超ポテンシャル項である。

SW =−
√
2

∫
d2θQ̃ΦQ+ c.c.

=−
√
2q̃ϕFq −

√
2q̃Fϕq −

√
2Fq̃ϕq +

√
2q̃(χψ) +

√
2(ψ̃ϕψ) +

√
2(ψ̃χ)q

+ c.c. (186)

超場形式で書かれた作用はやはり明白なU(1)R および U(1)F 対称性を持っている。

U(1)F : Q(θ) → Q′(θ) = e−iα/2Q(θ), Q̃(θ) → Q̃′(θ) = e−iα/2Q̃(θ), (187)

U(1)R : Q(θ) → Q′(eiβθ) = eiβ/2Q(θ), Q̃(θ) → Q̃′(eiβθ) = eiβ/2Q̃(θ), (188)

成分場のチャージは図 3に与えられている。図中で全ての点に場が二つずつある

ψ,ψ

R

F

R3L3

q,q~

q,q~∼

ψ,ψ
∼

図 3: N = 4 ハイパー多重項の成分場の U(1)F × U(1)R 電荷

のは、フレーバー対称性 Sp(k) （k はハイパー多重項の個数）を反映している。
上記の作用の和が N = 4超対称性のもとで不変であることを示すには、SO(4)R
不変性を示せば十分である。スカラー場とフェルミオンを次のように doublet に
組む。

qA = (q1, q2) = (q, q̃), ψȦ = (ψ1̇, ψ2̇) = (ψ, ψ̃) (189)

ハイパー多重項は殻外では無限個の補助場を用いない限り R-対称性を尊重して書
くことができないので、補助場は運動方程式

Fq =
√
2ϕq̃, Fq̃ =

√
2qϕ. (190)
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を代入して作用から消去しておく。この結果、作用は SO(4) 不変性が明らかな形
に書くことができる。

SN=4
hyper =−DµqAD

µqA + (ψ
Ȧ
γµDµψȦ)

− 1

2
qAϕ

Ȧ
Ḃϕ

Ḃ
Ȧq

A − qAF
A
Bq

B

+
√
2qA(λ

AḂψḂ) +
√
2(ψ

Ḃ
λAḂ)q

A + (ψ
Ȧ
ϕḂȦψḂ) (191)

変換則についても見ておこう。(133) より、成分場の変換則は次のように与えら
れる。

δq =
√
2(ξψ), (192)

δq̃ =
√
2(ξψ̃), (193)

δψ =
√
2ξFq +

√
2ξσq −

√
2γµξDµq, (194)

δψ̃ =
√
2ξF̃q −

√
2ξq̃σ −

√
2γµξDµq̃. (195)

フェルミオンの変換則から (190) によって補助場を消去し、SO(4) 多重項を用
いて書き換えると、SO(4) 共変性が明らかになる。

δqA =
√
2(ξAḂψḂ),

δψȦ =
√
2ξCḂϕ

Ḃ
Ȧq

C −
√
2γµξBȦDµq

B. (196)

SO(4)対称性のもとでの作用の不変性と超対称変換の共変性により、一般の N =

4 超対称変換パラメータ ξAḂ のもとでの作用の不変性が保障される。

2.11 CS 項の導入と N = 3 超対称性

§2.9で得られた N = 4 ベクトル多重項 (V,Φ) に対して CS 項を導入すること
を考えてみよう。(139) にある V に対する CS 項 SCS の導入はベクトル場 Aµ と
フェルミオン λ、そしてスカラー場 σ に対して質量 µ = |κ| を与える。従って、超
対称性を残そうとすれば、Φ に対しても同様に (159) の質量項 Smass を導入する
必要がある。これにより全ての成分場が縮退した質量 µ = |κ| を持つようになる。
しかしながら、全ての粒子の質量 µ = |m|が一致したとしても、ラグランジアン
中の質量パラメータ m が一致するとは限らないことに注意しよう。質量パラメー
タは正と負の値をとることができ、しかもこの符号は粒子のスピンを決めるとい
う物理的な意味を持つ。
このことに注意すると、ベクトル多重項とカイラル多重項の質量を等しく取っ
たとしても、SO(4) 対称性は実現されないことがわかる。N = 4 ベクトル多重項
に含まれる粒子のスピンは図 1を組み合わせると図 4のように与えられる。（ただ
しこの図では κ > 0 であることを仮定している。）この図から明らかなように、
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図 4: ベクトル多重項（κ > 0）の成分場のスピン

SO(4)R 対称性のベクトル表現に属するべき 4 つのフェルミオンのスピンがそろっ
ておらず、3 つと 1 つに分裂している。このことは、SO(4)R 対称性は少なくとも
SO(3) にまで破れていることを意味している。
この対称性の破れは、直接ラグランジアンを見ることによっても確認すること
ができる。(139) にある CS 項

SCS = κ tr

[
−σD + ϵµνρ

(
1

2
Aµ∂νAρ −

i

3
AµAνAρ

)
+ (λλ)

]
(197)

(159) にトレースをつけて一般の群に拡張した上で質量パラメータを m = κ とお
いた質量項

Smass = −κ
2

∫
d2θ tr Φ2 + c.c. = κ tr

[
−ϕFϕ − ϕF ϕ +

1

2
χ2 +

1

2
χ2

]
(198)

について見てみよう。Smass は U(1)R 対称性は尊重しているものの U(1)F の対称性
を破っている。残っている U(1)R 対称性の生成子は (168) にあるように SU(2)R×
SU(2)L 対称性の対角部分群の生成子 R = R3 + L3 である。このことは SU(2)L ×
SU(2)R がその対角部分群に破れることを示唆している。実際、上記二つの作用の
和は

SCS + Smass =κ tr
[
ϵµνρ

(
1

2
Aµ∂νAρ −

i

3
AµAνAρ

)
− 1

2
ϕȦḂF

B
A − 1

6
ϕȦḂϕ

Ḃ
Ċϕ

Ċ
Ȧ +

1

2
λAḂλBȦ

]
(199)

となる。この作用の中で、ϕF 項と λ2 項において点なしと点つきの添え字が混ざっ
て縮約されていることがわかる。これにより SU(2)L × SU(2)R 対称性はその対角
部分群に破れている。
この R-対称性の破れによって変換パラメータ ξAḂ もその二つの添え字について
の対称部分 3つと反対称部分 1つに分解される。(182)によって与えられる N = 2
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超対称性の存在は（作用が N = 2 超場を用いて書かれているので）保障されてい
る。これは変換パラメータ ξAḂ の対称部分に含まれているので、SO(3)R 対称性
は N = 3 超対称性の存在は保証する。しかしながら ξAḂ の反対称部分に対応す
る残り一つの超対称性の存在は保証されなくなり、実際に調べてみるとこの超対
称性は失われていることがわかる。すなわち、CS 項の導入は超対称性をN = 4

から N = 3 に破る。
ただし以上の議論ではベクトル多重項の運動項 −(1/4g2)F 2

µν + · · · の存在を仮
定していることを強調しておこう。このような運動項が存在しない場合にはここ
での議論は意味をなさなくなり、§4で述べるように実際に N ≥ 4 の CS 理論を
構成することができる。

3 N = 2 クイバー CS 理論

3.1 クイバー CS 理論

超対称性が N = 2 である場合には、ゲージ群および物質場が属する表現を全く
任意に取ることができる。これではあまりにも範囲が広すぎるので、ここでは弦
理論でしばしば現れるクイバー型の CS 理論に限って議論をすることにする [26]。
即ち、ゲージ群としては U(N) の積であるものとし、物質場はそれらの双基本表
現に属するような場合を考える。この場合、ゲージ群と物質場の表現はクイバー
図形で表すことができる。（図 5）クイバー図形上で、ゲージ群のそれぞれの U(N)

Ν

Ν

It(I)

h(I)

図 5: クイバー図形の例。頂点はゲージ群を、矢印はそれらに結合する bi-

fundamental field を表す。矢印の先端が基本表現、末端が反基本表現をあらわす
ものとする。

因子は頂点として表され、物質場はそれが結合するゲージ群の間をつなぐ矢印と
して表される。矢印の先端は基本表現、末端は反基本表現に属することを意味し、
ゲージ群が U(1) である場合には電荷 +1 と −1 に対応する。
クイバー図形中の矢印を I でラベルすることにし、対応するカイラル多重項を

ΦI とする。また、頂点は a でラベルすることにし、対応するゲージ群のサイズを
Na とする。頂点 a が表すゲージ群は U(Na) であるが、全てのゲージ群のサイズ
Na が共通の値 N をとる場合などには特に頂点 a に対応するゲージ群を U(N)a の
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ようにも表す。電荷行列 QIa はクイバー図形が表す情報を数値化したもので、矢
印 I が表す場が U(Na) の基本表現に属していれば QIa = +1、反基本表現に属し
ていれば QIa = −1、自明表現に属していれば（つまり U(Na) と結合していなけ
れば）QIa = 0 とする。ゲージ群のサイズが Na = 1 である場合には、QIa はΦI

の U(1)a 電荷である。
ある矢印 I に対して、その先端にある頂点を h(I)、末尾にある頂点を t(I) と
表す。
CS 理論を特定するには、クイバー図形に加えてそれぞれのゲージ群のサイズ

Na と CS 項のレベル ka、そして超ポテンシャルを指定する必要がある。レベル
はクイバー図形の頂点ごとに整数 ka を割り当てることで指定することができる。
（より一般には SU(N) 部分と U(1) 部分に異なるレベルを割り当てるということ
もできるが、ここでは考えない。）超ポテンシャルについては一般的にはクイバー
図形上で簡単に表示する方法はない。（のちに述べるブレーンタイリングで記述で
きる場合は特別であり、ある特定の書き方をした クイバー図形から超ポテンシャ
ルを一意的に決定することができる。ここではそのような制限は置かず、一般の
超ポテンシャルを考えることにする。）
一般のクイバーCS 理論のラグランジアンを与えておく。まず、カイラル多重項
の運動項と超ポテンシャル項は次のように与えられる。

Lchiral =
∑
I

tr

∫
d4θΦIe

2Vh(I)ΦIe
−2Vt(I) +

(
−
∫
d2θW (Φ) + c.c.

)
=
∑
I

tr
[
−DµϕID

µϕI + ψIγ
µDµψI + FIF I

− (ϕIσh(I) − σt(I)ϕI)(σh(I)ϕI − ϕIσt(I)) + σh(I)ψIψI − σt(I)ψIψI

]
+
∑
a

tr
(
λaja + λaja −Daµa

)
+

(
−
∫
d2θW (Φ) + c.c.

)
(200)

ただし、µa と ja はカレント多重項の成分であり、次のように定義される。

µa =
∑
QaI=1

ϕIϕI −
∑

QaI=−1

ϕIϕI
N=1
=
∑
I

QaI |ϕI |2, (201)

ja =
∑
QaI=1

√
2ϕIψI −

∑
QaI=−1

√
2ψIϕI

N=1
=
∑
I

√
2QaIϕIψI (202)
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ベクトル多重項については次の CS 項を導入する。

LCS =
∑
a

ka
4π

∫
d4θ

∫
dt tr[VaD

α
(e−2tVaDαe

2tVa)]

=
∑
a

ka
2π

tr

[
−σaDa + ϵµνρ

(
1

2
Aa,µ∂νAa,ρ −

i

3
Aa,µAa,νAa,ρ

)
+ (λaλa)

]
(203)

3.2 バリオン対称性

クイバー図形の頂点の個数を n としよう。この場合、物質場に作用するゲージ
群は離散的な同一視を無視すれば

G =

(
n∏
a=1

U(Na)

)
/U(1)D = GSU ×GB (204)

である。U(1)D は物質場に作用しない対角的 U(1) 対称性である。GSU と GB は
U(1) から成る部分

GB = U(1)n/U(1)D = U(1)n−1 (205)

および SU(N) 部分

GSU =
n∏
a=1

SU(Na) (206)

である。
クイバー型ゲージ理論では、全ての物質場は双基本表現に属する。それらを用
いて構成される GSU ゲージ対称性（G ではない）のもとでゲージ不変な演算子は
大まかに二つのグループに分けることができる。
一つはトレースを用いて作ることができるものであり、しばしばメソン演算子
と呼ばれる。このような演算子については、GSU のもとでのゲージ不変性を課し
ておけば、自動的に GB についてもゲージ不変になる。
SU(N) の完全反対称不変テンソルを用いて構成した

detΦI (207)

のような GSU ゲージ不変な演算子はこのクラスには属さない。これらはバリオン
演算子と呼ばれる。バリオン演算子は GSU ゲージ不変ではあるが、GB に対して
はチャージを持ち、GB ゲージ不変ではない。GB はバリオン演算子に作用する対
称性という意味でしばしばバリオン対称性と呼ばれる。
4 次元ゲージ理論の場合、GB のうちいくつかの U(1) はアノマリーを持ってい
る。従って場の理論においてはその部分をゲージ化することは許されない。弦理
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論においてそのようなアノマリーを持つ理論を構成すると、対応するゲージ場は
そのほかの場との結合をもち、Green-Schwarz 機構によってアノマリーが相殺し
ている。この、ゲージ場と別の場との結合はアノマリーを持つ U(1) ゲージ場に質
量を与え、低エネルギーではそのゲージ場は理論から分離する。従って、低エネ
ルギー極限を考えている場合にはアノマリーを持つ U(1) 対称性は大域的対称性
と考えてよい。[27]

GB のうちアノマリーを持たない部分はもしその対称性が破れていればヒッグス
機構によって有質量になり、低エネルギーでは理論から分離する。もしその対称
性が破れていなければ、結合定数の漸近的非自由性によって赤外極限ではゲージ
場と物質場との結合が切れ、大域的対称性になる。
こうしてゲージ群 G のうち GB 部分は赤外極限では大域的対称性とみなすこと
ができ、GSU 部分のみが実質的なゲージ対称性として残る。（その結果、バリオン
演算子がゲージ不変演算子として定義できるようになる。）
3 次元の場合には状況が異なることに注意しよう。ゲージ結合定数 gYM は質量
次元 1/2 を持つため、赤外極限においては強結合であり理論から分離することは
ない。また、CS 結合定数 k についても量子化されているために赤外極限で変化す
るということはない。従って、ゲージ群が U(1) 対称性を含んでいればそれはヒッ
グス機構で破れない限りゲージ対称性として残り続ける。従って、ゲージ群とし
て (204) を採用した場合にはGSU 部分だけではなく GB もゲージ対称性であるこ
とに注意する必要がある。（このため、バリオン演算子はゲージ不変演算子ではな
い。）ただし、§3.4で述べる dual photon の効果によってGB は部分的に自発的に
破れる。

3.3 モジュライ空間

ここでは全てのゲージ群のサイズが共通で Na = N であるクイバー CS 理論の
モジュライ空間を調べる。一般に、モジュライ空間はいくつかのブランチからな
るが、ここで調べたいのは N 枚の M2-ブレーンの運動と解釈できるヒッグスブラ
ンチである。ヒッグスブランチは一般にある空間M の対称積として与えられる。

Higgs branch = SymNM (208)

以下では単にモジュライ空間といった場合には M のことを指すことにする。こ
れはゲージ群のサイズが N = 1 である場合のヒッグスブランチモジュライ空間で
あり、このときゲージ群は GB である。
N = 2 ゲージ理論において、モジュライ空間は一般に

M =
F -term 条件、D-term 条件の解

ゲージ対称性
(209)

によって定義することができる。F-term 条件について議論するためには超ポテン
シャルを与える必要がある。ここでは超ポテンシャルは与えることはせず、ここ
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で考えているクイバー CS 理論と同じクイバー図形、同じ超ポテンシャルで与え
られる 4 次元の N = 1 ゲージ理論のモジュライ空間を既に知っているものとし
よう。そのような 4 次元のゲージ理論を母理論と呼ぶことにし、対応する CS 理
論を娘理論と呼ぶことにする。そしてそれぞれのモジュライ空間をMmother およ
びMdaughter と呼ぶことにし、それらの間の関係を調べることにしよう。
ゲージ群のサイズが N = 1の場合、母理論と娘理論の作用は以下のようになる。

Smother =
∑
I

∫
d4θ
(
ΦIe

2Vh(I)ΦIe
−2Vt(I)

)
+

(
−
∫
d2θW + c.c.

)
+
∑
a

1

2g2a

∫
d2θW 2

a

=
∑
I

(
FIF I −WIFI −W IF I

)
+
∑
a

(
1

2g2a
D2
a −Daµa

)
+ · · · (210)

Sdaughter =
∑
I

∫
d4θ
(
ΦIe

2Vh(I)ΦIe
−2Vt(I)

)
+

(
−
∫
d2θW + c.c.

)
+
∑
a

ka
4π

∫
d4θ

∫ 1

0

dt
(
VaD

α (
e2tVaDαe

2tVa
))

=
∑
I

(
FIF I −WIFI −W IF I

)
+
∑
a

(
− ka
2π
σaDa −Daµa

)
−
∑
I

(σh(I) − σt(I))
2|ϕI |2 +

∑
a

ka
4π
AadAa + · · · (211)

成分場による表示はモジュライ空間を決めるのに必要な部分だけを与えた。WI は
超ポテンシャル W (ϕ) の ϕI による微分である。µa はゲージ群 U(1)a に対する
モーメントマップで

µa =
∑
I

QaI |ϕI |2 (212)

と与えられる。ただし QaI 以前に定義したようにゲージ群 U(1)a のもとでのカイ
ラル超場ΦI の電荷である。
補助場 FI を含む部分はどちらの理論も共通である。従って、運動方程式を用い
て FI を消去し、ポテンシャルが 0 であることを要請すればどちらの理論におい
ても同じ F -term 条件

F I =
∂W

∂ϕI
= 0 (213)

を得る。
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D-term 条件の取り扱いについて見てみよう。母理論においては補助場 Da につ
いての運動方程式を解き、作用に再び代入すると、ポテンシャル

V =
∑
a

g2aµ
2
a (214)

が得られる。これを 0 と置く事により D-term 条件

Da = gaµa = 0 (215)

を得ることができる。モーメントマップに対する条件 (215) を課し、その結果得
られる空間をゲージ対称性で割るという操作は Kähker quotient と呼ばれ、次の
ように表記される。

Mmother = F -term 条件の解//GB (216)

また、(215) の条件は複素化された U(1)a ゲージ群の非コンパクトゲージ変換に
対するゲージ固定の式とみなすことができる。このために、複素構造にのみ注目
すれば (216) は次のように書き換えることもできる。

Mmother = F -term 条件の解/GC
B (217)

このことから、モジュライ空間が複素多様体であることが保障される。
娘理論では補助場 Da はラグランジュ未定乗数であり、その運動方程式は

µa = − ka
2π
σa (218)

を与える。さらに、ベクトル多重項に含まれるスカラー場 σa はカイラル多重項の
スカラー場と次の相互作用をしている。

L = −
∑
I

(
∑
a

QaIσa)
2|ϕI |2 (219)

これは、4 次元におけるスカラー場の運動項を 3 次元にコンパクト化したときに、
共変微分中のゲージ場のコンパクト方向の一成分がスカラー場 σa に置き換わって
現れる項であると解釈することができる。ここでは M2-ブレーンによってプロー
ブされるカラビヤウ空間の構造を調べたいので、ϕI が真空期待値を持つヒッグス
ブランチのみに注目する。この場合、ポテンシャルが 0 になるためには次の式が
成り立つ必要がある。 ∑

a

QaIσa = 0, ∀I (220)

これは、あるカイラル多重項 ΦI に結合する二つの U(1) ゲージ群に対するスカ
ラー場 σa の値が等しいということを表しており、従ってクイバー図形が連結であ
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ると仮定すればスカラー場 σa が全て等しいことを要請している。この共通の値を
σ と置こう。

σa = σ. (221)

従って、(218) は次のように書くことができる。

µa = − ka
2π
σ (222)

この式を全ての a に対して和を取ってみよう。対角的 U(1) 対称性にはどの物質
場も結合しないことから µa の総和は 0 である。従って次の関係式が得られる。

σ
∑
a

ka = 0. (223)

もし ka の総和が 0で無ければσ = 0が得られ、その結果 (222)は母理論の D-term

条件 (215) と全く同じになってしまう。その場合のモジュライ空間は

Mdaughter = F -term 条件の解//GB = Mmother (224)

となる。これではMdaughter を M2-ブレーンの背景とみなすことができない。M2-

ブレーンの運動に対応するモジュライ空間を得ようとすれば、次の条件を課す必
要がある。 ∑

a

ka = 0. (225)

（(225) が成り立たない理論は massive IIA における D2-ブレーンのモジュライ空
間を表していると解釈できる。ABJM 理論の場合に (225) を満足しない、すなわ
ち二つのレベルの和が 0 でないものは [28, 29]などにおいて考察されている。）こ
のとき、(223) は σ についての条件を課さず、モジュライ空間の次元が実で一つ
増える。
一方N = 2超対称性はモジュライ空間がケーラーであることを要請する。従って、

D-term条件だけではなく、ゲージ対称性についても数が一つ減り、Kähler quotient

がうまく定義される必要がある。そのことを見るのが次の節の目的である。

3.4 dual photon とゲージ対称性の破れ

ゲージ群の因子が U(Na) であるクイバー CS 理論においては必ず物質場と結合
しない対角部分群 U(1)D が存在している。従ってこのゲージ群に対して双対スカ
ラー場を定義することができる。このスカラー場を dual photon と呼ぶことにす
る。CS 項が存在するとこの dual photon が非線形なゲージ変換を受けるため、常
に U(1) 部分群が一つ自発的に破れる。このことを具体的に見ておこう。
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ここではまずゲージ群のサイズ Na が一般の場合について考える。それぞれの
U(Na) ゲージ場を次のように U(1) 部分と SU(Na) 部分とに分解する。

Aa = AU(1)
a 1Na + ASU(Na)

a . (226)

A
U(1)
a が n 個（n はクイバー図形の頂点の数）のU(1) ゲージ場を表す。これらを
別の基底で表すことを考えよう。すなわち、次の線形変換を行う。

AU(1)
a ↔ {AD, AB, A′

i} (i = 1, · · · , n− 2). (227)

AD は対角的部分群 U(1)D に対応するゲージ場、AB はすぐ後で定義される別の
U(1) ゲージ場であり、それら以外の n − 2 個を A′

i とした。U(1)D ゲージ場は、
A

U(1)
a を (227) の右辺のゲージ場の線形結合として表したときに次のように係数 1

で現れる。3

AU(1)
a = AD + · · · (228)

これを作用に代入し、(203) 中のCS 項に注目すると、

S =
1

4π

∫ ∑
a

ka tr(AadAa) + · · · = kD
4π

∫
AD ∧ FD +

1

2π

∫
AB ∧ FD + S ′ (229)

が得られる。ただし FD = dAD であり

AB =
∑
a

ka trAa =
∑
a

kaNaA
U(1)
a (230)

を定義した。kD は対角的 U(1) 対称性に対する CS のレベルであり

kD =
∑
a

Naka (231)

と与えられる。S ′ は AD を含まない部分である。
kD = 0 の場合、すなわち ∑

a

Naka = 0 (232)

の場合について見てみよう。このとき作用 (229) の右辺第１項は無くなり、ゲー
ジ場 AD は場の強さ FD を通してのみ作用に現れるから双対変換を行うことがで
きる。そのために上記の作用を次のように書き換えよう。

S =
1

2π

∫
(AB ∧ FD − da ∧ FD) + S ′ (233)

3AD はしばしば AD = (1/n)
∑

aA
U(1)
a のように定義されるが、(227) の右辺の場の選び方に

よってはこれは必ずしも正しくないことに注意しよう。
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この式においては FD はそれ自身独立な場であり、ラグランジュ未定乗数 a の運
動方程式がビアンキ項等式 dFD = 0 を与え、これを代入すればもとの作用が再現
される。一方 FD についての運動方程式は

da = AB (234)

となる。ここで定義されるスカラー場 a が dual photon である。(234) の関係式
より、ゲージ変換

ϕI → iλh(I)ϕI − iϕIλt(I), Aa → Aa + dλa − i[Aa, λa] (235)

のもとで dual photon が次のように非線形に変換されることがわかる。

a→ a′ +
∑
a

ka trλa = a′ +
∑
a

kaNaλ
U(1)
a . (236)

a を動かすようなゲージ対称性は自発的に破れている。
U(1)D によるゲージ変換 λa = λD1 を考えてみると、

a→ a′ = a+ kDλD = a (237)

であり、対角的 U(1) ゲージ場は dual photon にも結合していないことがわかる。
従って理論から完全に分離しており、忘れてしまうことができる。そして dual

photon の真空期待値は GB の部分群を非自明に破ることになる。

GB = U(1)n−1 → Gunbroken = U(1)n−2 ×Gdisc (238)

ただし、Gdisc は離散的部分群を表す。
残るゲージ対称性を離散的な部分まで含めて決めるためには、dual photon 場の
周期性を明らかにする必要がある。(233) から a のゼロモードの正準共役運動量
p を求めてみると

p =
1

2π

∮
FD (239)

となる。もしこのフラックスがある値 f の整数倍に量子化されているとしよう。
このフラックスが座標 a に対する運動量であることから、この量子化は座標 a が
周期 2π/f でコンパクト化されていることを意味している。
フラックスの量子化はディラックの量子化条件

n∑
a=1

qa
∮
FU(1)
a ∈ 2πZ (240)

を満足するように決まる。ここで、qa はその理論に含まれる任意の粒子の電荷で
ある。クイバーゲージ理論の場合には、qa は整数であり、しかも a についての総
和は必ず 0 である。従って (240) を満足するフラックスは次のように与えられる。

1

2π

∮
FU(1)
a = ma + c, ma ∈ Z, c ∈ R. (241)
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ここで、c は実数値を取ることに注意しよう。これは対角部分群のフラックス FD
にいかなる量子化条件も課されないことを意味する。もし実際に FD に対して任
意のフラックスが許されるとすると、dual photon a には周期性が無くなる。場の
理論として、このことはいかなる矛盾も生じないように思われるが、M2-ブレーン
上の理論と解釈するためにはこれでは都合が悪い。（後で見るように、a の周期は
モジュライ空間を決めるために重要な役割を果たし、ブレーン解釈ができるため
にはその値が適切でなければならない。）
そこでここでは背後に M-理論、あるいは弦理論があるものと仮定し、もう少し
強い条件を課すことにする。たとえば、ここで考えているクイバーゲージ理論を
何らかのブレーン系で構成できたとしよう。その場合、そのブレーン系に両端を持
つ開弦だけを考えればディラックの量子化条件は (241) しか与えないが、ブレー
ン系に片方の端点だけをのせた、無限に伸びる開弦を考えると (241) よりも強い
次の条件が得られる。

1

2π

∮
FU(1)
a ∈ Z (242)

以下では量子化条件としては常に (242) を採用することにする。4この量子化条件
より、FD に対しても次の条件が課される。∮

FD ∈ 2πZ (243)

このとき dual photon に対する周期性は次のように与えられる。

a ∼ a+ 2π. (244)

従って残る対称性に対する条件は∑
a

ka trλa ∈ 2πZ (245)

である。
さてここで、モジュライ空間を求める問題に戻ろう。ゲージ固定 a = 0 を行え
ば、残ったゲージ対称性 Gunbroken は条件 (245) によって与えられる。N = 1 の場
合には ∑

a

kaλa ∈ 2πm, m ∈ Z. (246)

である。Gunbroken はこの式にある整数 m によって非連結成分に分けられる。ただ
し、λa ∼ λa + 2π という周期性があるから、m が ka だけ異なるものは同一視さ

4[26]においても同じ量子化条件が与えられているが、なぜ (241) の実数部分の任意性が無いの
か、説明はされていないようである。
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れる。従って、非連結成分の個数は、このような関係によって同一視されないもの
の個数 gcd(ka) である。このことから、破れずに残るゲージ群は次の構造を持つ。

GB ⊃ Gunbroken = G0
unbroken × Zgcd(ka) (247)

G0
unbroken は ∑

a

λaka = 0. (248)

によって定義される Gunbroken の連結成分である。実は、CS 理論の D-term 条件
(222)

µa = − ka
2π
σ (249)

から σ を消去すると次の形に書き換えることができる。∑
a

λaµa = 0 (250)

ただし λa は (248) を満足する任意のパラメータである。これは (249) を G0
unbroken

に対応するD-term 条件とみなせることを意味している。つまり、モジュライ空間
は Kähler quotient

Mdaughter = (F -term 条件の解)//Gunbroken = (F -term 条件の解)/GC
unbroken (251)

によって与えられる。ただし、Gunbroken の複素化は

GC
unbroken = G0C

unbroken × Zgcd(ka) (252)

のように定義される。このことは、モジュライ空間がやはり複素多様体であるこ
とを保障している。
従って、gcd(ka) が 1 でない場合にはモジュライ空間は次のようにオービフォー
ルドになる。

Mdaughter = M̃daughter/Zgcd(ka), M̃daughter = (F -term 条件の解)//G0
unbroken

(253)

(225) の条件が成り立つ場合の母理論のモジュライ空間 (217) と娘理論のモジュ
ライ空間 (251) の関係についてもう少し詳しく見てみよう。二つのモジュライ空
間を見てみると、自然な写像

Mdaughter → Mmother (254)

が定義できることがわかる。つまり、Mdaughter 上の点のうち、GC
B によって同一

視されるものを一点に移すような写像を定義できる。この写像の核は

C∗ = GC
B/G

C
unbroken (255)

である。つまり、Mdaughter はMmother 上の C∗ ファイバー束になっている。
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3.5 モノポール演算子

dual photon a は周期 2π を持つ場であるから、次の演算子を定義するのが自然
である。

M = eia (256)

dual photon のゲージ変換 (236) はこの演算子が U(1)a に対して電荷 Naka を持
つことを意味している。
演算子 M は a に対する正準共役量であるフラックス (239) の値を 1 だけ変化
させる。すなわち、M は U(1)D に対して磁荷 1 を持つモノポール演算子である。
一方 dual photon a の定義 (234) より eia を Wilson line として次のように書く
こともできる。

eia = exp

(
i

∫ x

∞
AB

)
(257)

これらのことより、CS 理論においてはWilson line とモノポールに付随するディ
ラック弦がある意味で等価であるということになる。このことをもう少し詳しく
見ておこう。
まずは議論を簡単にするためにU(1)n CS 理論の場合を考える。次の作用から出
発しよう。

S =
kab
4π

∫
M

AadAb (258)

クイバーCS理論の場合には通常 kab = kaδab のように仮定されるが、ここでは一般
形を用いておく。ここで Dirac弦 C を導入する。それぞれの U(1)に対する Dirac

弦の本数を wa で表す。すなわち、C の周りでのゲージポテンシャルの積分が∮
Aa = 2πwa (259)

と与えられるとする。このような Dirac 弦は δ 関数的なフラックスとみなすこと
ができる。

F a = 2πwaδ(C). (260)

このようなフラックスがあると、CS 項を通して作用に寄与する。

S =
kab
4π

∫
M

AaF b =
wakab
2

∫
M

Ab (261)

すなわち、Dirac 弦は Wilson line の挿入と同じ役割を果たす。Dirac 弦はゲージ
に依存するものであり、それ自身は物理的には見えず、その端点だけが意味をも
つ。つまり、上記の Wilson line についても、AB に対する Wilson line 同様、そ
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の端点の位置にのみ依存する。ディラック弦の端点はモノポールとみなすことが
できるため、この端点を表す演算子はモノポール演算子とも呼ばれる。
実は、上記の説明は厳密ではなく、式 (261)は正しい値とは因子 2だけずれてい
る。それは、Dirac 弦が持つ特異性をうまく処理していないためである。この点を
改善するために曲線 C を太さを持ったチューブ T で置き換える。（このような取
り扱いは [30]に与えられている。）そしてその表面を時空の境界として取り扱う。

C

T

図 6: 曲線 C とそれを含むチューブ T .

M を 3 次元時空とすると、ゲージ場 A の任意の変分のもとで、作用は次のよ
うに変化する。

δS0 =
kab
4π

∫
M

(δAadAb + AadδAb) =
kab
2π

∫
M

δAadAb +
kab
4π

∫
M

d(δAaAb) (262)

ここで、チューブ T が存在する場合には M が境界をち表面項が現れることに注
意する。この表面項はゲージ場に対して非自明な寄与を与えるので、適切に処理
する必要がある。まずは「何もない」Wilson line を与えることを考えよう。何も
ないというのは、チューブ T が細くなって曲線 C になる極限においてその存在
が何の影響も与えないということである。チューブの存在による表面項は

δS0 = −kab
4π

∫
∂T

δAaAb = −kab
4π

∫
∂T

(δAaτA
b
σ − δAaσA

b
τ )dτdσ (263)

である。チューブの表面上に座標 τ と σ を導入した。τ はチューブの長さ方向の
座標であり、σ はチューブ表面を一周する座標で周期は 2π であるとする。(263)

はゲージ場に境界条件を与えてしまうので、それを避けるために次の表面項を導
入しよう。

S1 = −kab
4π

∫
∂T

AaτA
b
σdτdσ (264)

この変分は

δS1 = −kab
4π

∫
∂T

(δAaτA
b
σ + δAaσA

b
τ )dτdσ (265)

となるから和をとると

δ(S0 + S1) = −kab
2π

∫
∂T

(δAaτA
b
σ)dτdσ (266)

46



これは Aσ = 0 という条件を与えるが、これは無害な拘束条件である。つまり、
T → C の極限において、これは無視できる。
以上は「何もない」Wilson line であった。次に、この作用に対してゲージ変換
を行ってみよう。

Aa = A′a − dλa (267)

ただし変換パラメータ λa はチューブ表面で次のように与えられるものとする。

dλa = wadσ (268)

wi を巻き付き数と呼ぶことにする。(267) を作用に代入すると、

S[A] = S[A′]− kab
4π

∫
∂T

dλaA′b +
kab
4π

∫
∂T

A′a
τ ∂σλ

bdτdσ

= S[A′] +
kab
2π

∫
∂T

A′a
τ ∂σλ

bdτdσ (269)

これは、T → C の極限において

S[A] = S[A′] + wakab

∫
C

A′b (270)

のように書き換えられる。この第 2項はチャージが

qa = kabw
b (271)

であるWilson line を与えている。これは先ほどのナイーブな計算とは因子が 2だ
けずれていることに注意しよう。
このようにゲージ変換の結果としてWilson line が得られたということは、この

Wilson line の形状を観測することができないということを意味している。もしこ
のWilson line に端点が無ければ、すなわち Wilson loop になっていれば、これは
何も無いのと同じである。（ただし他のWilson loop と絡んでいたりすると話は別
である。）しかし、もし Wilson line に端点があれば、その端点は局所的な演算子
（モノポール演算子）として振舞う。
上記のディラック弦はゲージ変換を用いているが、そのゲージ変換が物質場へ
の作用も含めて定義されるためには、ゲージ変換の結果得られるディラック弦が
アハラノフボーム効果で観測できないことが必要である。その条件は次のように
与えられる。

waQa ∈ Z (272)

ただし、 Qa は荷電粒子のそれぞれの U(1) に対する電荷である。この関係式は任
意の荷電粒子に対して成り立つ必要がある。Qa として任意の整数が許されるよう
に電荷が規格化されていれば、wa としても任意の整数値が許される。
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クイバーゲージ理論の場合を考えよう。この場合、Qa の全ての U(1) に対する
和は常に 0 である。前節で述べたように、対角的な U(1)D 部分群に対するフラッ
クスの規格化条件を得るには、クイバー図形上には含まれない、U(1)D に結合す
る場が必要である。ここでもそのような場合を考え、必ずしも総和が 0 ではない
Qa に対しても (272) が成り立つことを要請しよう。この場合、wa は整数でなけ
ればならない。
クイバーゲージ理論において、wa がラベル a によらず全て等しいようなモノ
ポール演算子は特別である。そのような演算子を「対角的」モノポール演算子と
呼ぶことにしよう。以前に考えた dual photon を用いて構成した演算子 eia は対
角的モノポール演算子である。
上で与えた U(1)n ゲージ理論の Wilson line は以下のように一般の群の場合に
拡張することができる。まず、ゲージ変換 (268) はチューブ表面でのゲージ場に
次の境界条件を課すことと同じである。

A′a = wadσ. (273)

U(N) ゲージ群の場合にはこの境界条件をカルタン部分 U(1)N に対するものとし
てみなすことができる。すなわち、一般には h をカルタン部分の固有値（ウェイ
トベクトル）として次のように書くことができる。

A′ai = haidσ. (274)

ただし、a はクイバー図形の頂点のラベルであり、U(Na) の因子を指定する。そし
て i はそれぞれの U(Na) に対してそのカルタン部分群 U(1)Na のどの U(1) かを指
定する添え字である。このような、カルタン部分群に対するディラックモノポー
ルとして定義されるモノポールは Goddard-Nuyts-Olive モノポールと呼ばれる。
[31] (274) において hai をモノポールの磁荷とみなすことができるが、このチャー
ジはトポロジカルなものではない。実際、SU(Na)部分については π1(SU(Na)) = 0

であるから、トポロジカルなチャージを定義することができない。
U(1) の場合にモノポールのチャージと電荷が (271) によって関係していたよう
に、U(Na) ゲージ群の場合にも (274) に現れる磁荷 hai によってモノポールが属
する U(Na) の表現が決定される。すなわちモノポールが属する表現の最高ウェイ
トがW i

a = kabh
bi によって与えられる。特に、レベルが kab = kaδab のようにクイ

バー図形の頂点ごとに与えられる場合を考えよう。この場合、モノポール演算子
の属する表現の最高ウェイトは

W i
a = kah

ai (275)

である。aを一つ固定し、一つの U(Na)因子に注目しよう。最高ウェイトベクトルが
W i
aである U(Na)の表現は、それぞれの行の箱の数がW i

a (i = 1, . . . , N)であるよう
なヤング図形で表される表現である。（ただしこの場合にはW 1

a ≥ W 2
a ≥ · · · ≥ WN

a
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のようにW a の成分を降順に並べておく。）ここでは SU(Na) ではなく U(Na) の
表現を考えているので、縦に Na 個の箱が並んでいるような列も意味を持つこと
を注意しておこう。また、箱の数が負という場合も許される。
それぞれの頂点のゲージ群が U(Na) であるクイバーゲージ理論において、その
対角 U(1) 部分群のゲージ場の dual photon を用いて構成されたモノポール演算
子M = eia に対しては、最高ウェイトは

hai[M] = 1, W i
a[M] = ka, (276)

である。それぞれの U(Na)に対する表現は縦に Na 個、横に ka 個の箱が並んだヤ
ング図形によって与えられる。これは U(1) チャージ Naka を持つことを表すが、
これはゲージ変換の式 (236) とつじつまが合っている。
モジュライ空間を構成する上で重要なのは全てのゲージ群に対してW i

a = (1, 0 . . . , 0)

であるようなモノポール演算子である。これを m を表すことにしよう。

hai[m] = δ1i, W i
a[m] = kaδ1i. (277)

このモノポール演算子はkaが正であれば SymkaN表現、kaが負であれば Sym−kaN

表現に属する。
定義より、ゲージ群が全て U(1) である場合には m = M である。ゲージ群が全
て U(N) である場合にはm を N 個集めると次のように M を構成することがで
きる。

M = ϵa1···aN · · · ϵb1···bNma1···
···b1 · · ·maN ···

···bN (278)

m はそれぞれの U(N)a ごとに |ka| 個のU(N)a 添え字を持つ。一つの m が持つ添
え字の数は全部で

∑
a |ka| である。(278) では同じ数の ϵ テンソルを用いて N 個

の mm の添え字を全てつぶしている。条件 (225) があるために m の添え字の数
は偶数であり、二つの m の入れ替えからは負号が現れないことに注意しよう。
モノポール演算子の性質（R-電荷、共形次元など）は動径量子化法を用いて調
べることができる。[32, 33] ABJM モデルにおけるモノポール演算子は [34, 35]で
議論されている。

3.6 ゲージ不変演算子とトーリックデータ

§3.4においてMdaughter はMmother 上の C∗ ファイバー束であることを見たが、
このことをもう少し具体的に見ておこう。そのために、Mmother およびMdaughter

上に座標を導入することを考えよう。議論を簡単にするために、ここではこれらが
トーリックである場合、すなわち、複素構造を尊重するような U(1)d 対称性があ
る場合のみを考える。（d はモジュライ空間の複素次元であり、母理論では 3、娘
理論では 4 であると仮定する。）
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一般に、モジュライ空間上の座標はゲージ不変演算子によって張ることができ
る。特に、ここで考えているケーラーモジュライ空間の場合には、複素座標として
ゲージ不変なカイラル演算子を取ることができる。以下ではゲージ群のサイズは
Na = 1 である場合を考える。トーリックな場合、母理論のゲージ不変演算子はモ
ジュライ空間の U(1)3 アイソメトリーに対応した 3つのチャージで区別することが
できる。このチャージを格子 Z3 上のベクトルとして表したものを q = (q1, q2, q3)

とする。チャージ q を持つ演算子は（存在するとすれば）カイラルリング上で一
意的に定まり、ある生成元 Oi （i = 1, 2, 3）を用いて

Oq1
1 Oq2

2 Oq3
3 (279)

のように与えることができる。ここで、べき qi は負であってもかまわないが、こ
れを場 ΦI で展開したときに負べきを含んではならないという条件から、q は Z3

の部分集合をなし、いくつかのベクトル sµ ∈ Z3 を用いて

sµ · q ≥ 0 (280)

のように与えられる。sµ は U(1)3 のある U(1) 部分群を指定するベクトルであ
り、(280)の左辺はその部分群のもとでの演算子のチャージとみなすことができる。
sµ は「トーリックデータ」と呼ばれ、これらのベクトルの集合を図示したものを
「トーリック図」と呼ぶ。トーリックデータは「全てのメソン演算子のチャージが
正であるようなU(1) 対称性の基底」という意味付けをすることができる。ここで
いう基底とは、メソン演算子のチャージが常に正であるような任意の U(1) 対称性
が、cµ を非負係数として

∑
µ cµsµ と与えることができるという意味である。

例として母理論がKlebanov-Witten理論の場合で考えてみよう。対応する娘理
論はABJM 理論であり、図 7にあるクイバー図形で表される。ゲージ群のサイズ

+k −k

A1

B2

B1

A2

図 7: ABJM 理論のクイバー図形

が N = 1 である場合にはこれらの理論の超ポテンシャルは恒等的に 0 になるの
で、F -term 条件はこの例では考える必要がない。母理論のモジュライ空間は 4 つ
のゲージ不変演算子

x = A1B1, y = A2B2, u = A1B2, v = A2B1. (281)
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によって張ることができる。ただしこれらの間には依存関係

xy = uv (282)

があり、この式は C4 の部分空間として conifold を与えている。
Klebanov-Witten のゲージ不変演算子は

O = (A2B1)
q1(A2B2)

q2(A1A2B1B2)
q3 = Aq31 A

q1+q2+q3
2 Bq1+q3

1 Bq2+q3
2 (283)

のように与えられる。（ここではゲージ群が U(1)2 の積である場合を考えているの
で順序は気にする必要がない。）ただし、それぞれの場のべきが非負でなければな
らないので、(q1, q2, q3) は次の条件を満足する必要がある。

q3 ≥ 0, q1 + q2 + q3 ≥ 0, q1 + q3 ≥ 0, q2 + q3 ≥ 0. (284)

これらを (280) の形に書くことで、トーリックデータを次のように与えることが
できる。

s1 = (0, 0, 1), s2 = (1, 1, 1), s3 = (1, 0, 1), s4 = (0, 1, 1). (285)

最後の成分が 1 である。モジュライ空間がカラビヤウである場合には、基底を適
当に取ることによって（すなわち生成元を適当に選ぶことによって）常にこのよ
うに取れることが保障されている。5そのためトーリック図を描く際には通常前二
つの成分だけを用いる。（図 8）

(0,0)

(0,0,k)

(0,1)

(1,0)

(1,1)

(0,1,0)
(1,0,0)

(1,1,0)

(a) (b)

図 8: Klebanov-Witten 理論 (a)と ABJM 理論 (b)のモジュライ空間のトーリッ
ク図

次に、娘理論におけるゲージ不変演算子、すなわち Gunbroken 不変演算子につい
て考えてみよう。母理論におけるゲージ不変演算子、すなわち GB 不変演算子は
常に Gunbroken 不変演算子である。これに加えて、娘理論では新たなゲージ不変演
算子を構成することができる。娘理論において GB ゲージ対称性が破れたのは GB

5具体的には調和 (3, 0)-形式 Ωに作用しない U(1)2 ⊂ U(1)3 部分群の軌道で Ωを積分して 1-形
式とし、それをベース空間上で積分したものを一つの生成子にとれば、それに対応する sµ の成分
は常に 1 になる。
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不変ではない量 eia が期待値を持つためである。従って、破れた後のゲージ対称性
Gunbroken のもとである演算子がゲージ不変ということは、その演算子が eia のあ
るべきと同じ GB チャージを持つということと等価である。
レベルの総和が 0 であるという条件 (232) が満足されているとしよう。このと
き次の条件を満足する辺ごとに割り当てられる整数 sI が存在する。

ka =
∑
I

QaIsI (286)

ここで、次の演算子を定義しよう。

OB =
∏
I

ΦsI
I (287)

それぞれのカイラル超場 ΦI はゲージ変換 (235) のもとで

ΦI → Φ′
I = eiQIaλ

a

ΦI (288)

と変換される。従って上記の演算子のゲージ変換は

OB → O′
B = eisIQIaλ

aOB = eikaλ
aOB (289)

となり、これは eia の変換則と全く同じである。つまり、OB は Gunbroken 不変な演
算子である。これがMdaughter をMmother 上の C∗ ファイバー束として表したとき
の C∗ ファイバー上の座標を与える。ここではゲージ群のサイズが N = 1 の場合
を考えているが、一般の場合にはモノポール演算子 m を用いてOB = m−1

∏
I Φ

sI
I

と定義される。（m 以外にも、異なる磁荷を持つモノポール演算子が一般には存在
し、それらを用いることによってもゲージ不変演算子を構成することができるが、
それらは M2-ブレーン背景の座標としての役割は果たさない。[71, 74]）
この OB を 4 番目の生成元として用いることにより、Gunbroken 不変な演算子が
次のように与えられる。

Oq1
1 Oq2

2 Oq3
3 Oq4

B (290)

この演算子を ΦI で展開し、場のべきが正という条件を課すと次の不等式が得ら
れる。

sµ · q + zµq4 ≥ 0 (291)

ただし係数 zµ は実際に上記の演算子を展開してみて決める。この式の左辺は Z4

上の内積とみなすことができる。従ってMdaughter のトーリックデータは

Sµ = (sµ, zµ) (292)
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と与えられる。この関係より母理論のトーリック図形は娘理論のものの射影とし
て与えることができることがわかる。
先ほどの母理論（Klebanov-Witten 理論）に対応する娘理論（ABJM モデル）
のモジュライ空間を調べてみよう。二つのゲージ群に対するレベルは図 7のよう
に与えるものとする。上記の手続きに従って娘理論のトーリックデータを得るた
めに sI を与える必要がある。これは一意的ではない。ここでは A1 にのみ sI = k

を割り当てたとすると、

OB = Ak1 (293)

となる。一般のゲージ不変演算子は

O = (A2B1)
q1(A2B2)

q2(A1A2B1B2)
q3(Ak1)

q4 = Aq3+kq41 Aq1+q2+q32 Bq1+q3
1 Bq2+q3

2

(294)

と与えられる。母理論との違いは、A1 のべきが q3 から q3 + kq4 に変化したこと
である。このため (284) の第１式が q3 + kq4 ≥ 0 に変化し、トーリックデータは

S1 = (s1, k), S2 = (s2, 0), S3 = (s3, 0), S4 = (s4, 0). (295)

となる。常に 1 である sµ の第 3成分以外を用いて 3次元格子上に図示すれば図 8

のようになる。この場合にMdaughter が C4/Zk であることはゲージ不変演算子の
生成元

O1 = A2B1, O2 = A2B2, O3 = A1A2B1B2, O4 = Ak1 (296)

の値が与えられると

(A1, A2, B1, B2) ∼ (ωkA1, ωkA2, ω
−1
k B1, ω

−1
k B2) (297)

という不定性を除き C4 座標 (A1, A2, B1, B2) が決定されることからわかる。

3.7 タイリングとクリスタル

ここまでは、クイバー図形や超ポテンシャルの構造については特に限定しなかっ
たが、より具体的な話をするためにここではブレーンタイリング [36, 37, 38]によっ
て与えられるものに限定しよう。ブレーンタイリングと 4 次元 N = 1 超対称ゲー
ジ理論の関係についてのレビューとしては [39, 40]がある。
母理論のモジュライ空間Mmother がトーリックである場合、母理論は表 3にあ
るブレーン系の上のゲージ理論として実現することができる。このブレーン系に
含まれる NS5-ブレーンは 6789 空間中の二次元曲面 Σ に巻きついている。この Σ

は T2 に巻きついたD5-ブレーンと交差しており、その形状を適当に選ぶことでさ
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表 3: トーリックモジュライ空間を持つ母理論を実現する D5-NS5 系。Σ は 6789

空間中の 2 次元曲面。89 方向は T2 コンパクト化されている。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D5-brane×N ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
NS5-brane ◦ ◦ ◦ ◦ Σ

まざまなクイバーゲージ理論を D5-ブレーン上に実現できる。この交差の様子を
図示したのがブレーンタイリングである。
図 9は Klebanov-Witten 理論のブレーンタイリングである。これは T2 に巻き
ついた D5-ブレーンを図示したもので、上下、左右は同一視されている。そこに
描かれたグラフは D5-ブレーンと NS5-ブレーンの交差を表していて、必ず自己交
差を持たない二部グラフになっている。二部グラフとは、頂点が二色で塗り分け
られており、異なる色が線で結ばれているようなグラフである。以下では二種類
の頂点を「黒丸」、「白丸」のように呼ぶ。
この図形のそれぞれの面には U(N) ゲージ群が住んでおり、それぞれの辺には
その両側の辺をつなぐ開弦から bi-fundamental field が現れる。従って、ブレーン
タイリングはクイバー図形の双対グラフとみなすことができる。クイバー図形の
矢印の向きは、「黒丸の周りで左回り、白丸の周りで右回り」になるように選ぶ。

A1

A2 B1

B2

図 9: Klebanov-Witten 理論のブレーンタイリング

ブレーンタイリングの特徴は、その図形から超ポテンシャルも一意的に読み取
ることができる点である。これは次のように与えられる。

W =
∑
k

± tr
∏
I∈k

ΦI (298)

k は二部グラフの頂点の、I は辺のラベルである。I ∈ k は I が頂点 k から出る
辺の一つであることを表す。すなわち、超ポテンシャルはそれぞれの頂点ごとに
それを取り囲む辺に対応する場を全て掛け合わせ、そのトレースを取ることで得
られたゲージ不変演算子を符号をつけて足し挙げたものである。符号はその頂点
の色によって決める。
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トーリックデータを得るためには、Z3 の基底 q = ei（i = 1, 2, 3）に対応する 3

つのメソン演算子 Oi と、sµ に対応する大域的 U(1) 対称性を与えればよい。
Z3 の基底に対応する演算子 Oi は、任意のゲージ不変演算子をカイラルリング
の元として

O F=0
= Oq1

1 Oq2
2 Oq3

3 (299)

のように与えるものである。ブレーンタイリング上では、ゲージ不変演算子は辺
を横切る閉曲線として表される。特に Oi としては、トーラスの二つのサイクル
に対応する演算子 Oα、Oβ および頂点のどれか一つを周回するパス ω に対応する
Oω を用いることができる。Oω は超ポテンシャル中の一つの項に一致する。（図
10）
sµ に対する対称性 U(1)µ は、全てのメソン演算子のチャージが非負であるよう
な大域的対称性である。ブレーンタイリング上においてこれは「パーフェクトマッ
チング」によって与えられる。パーフェクトマッチングは白と黒の頂点を対に組む
ような辺の集合である。そのようなマッチングを mµ とすれば対応する U(1)µ は
mµ に含まれる辺に対応する場をチャージ 1 で回転させるようなものである。こ
れは超ポテンシャル中の全ての項をチャージ 1 で回転させるので、理論の対称性
である。（4 次元の母理論においてはこれらは一般にアノマリーを持つが、これは
以下の議論に影響を与えない。）また任意のメソン演算子のチャージが非負である
ことは明らかであり、さらに (299) のように与えられた演算子が全ての U(1)µ に
対してチャージが正であれば、それは必ずメソン演算子として、すなわちべきが
非負である場の単項式として書くことができる。
パス P に対応する演算子 OP の U(1)µ チャージは P と mµ の交差数 mµ · P
として与えることができる。特に、sµ の成分は ei に対応するパス α, β, ω との
交わりによって与えることができる。

sµ = (mµ · α,mµ · β,mµ · ω) (300)

最後の成分は定義より常に 1 である。従って始めの二成分を与えれば十分である。
図 10は Klebanov-Witten 理論のブレーンタイリングである。この図形は黒と白

m1

β

α
ω

m2 m3

m4

−+

図 10: 生成演算子 Oα、Oβ、Oω を定義するサイクルの例。左の図はサイクルと辺
の交差数の符号の取り方を表している。
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の頂点を一つずつ含むから、パーフェクトマッチングは辺を一つだけ含む。つま
り、この図形においては 4 つの辺に対応して 4 つのパーフェクトマッチング sµ
(µ = 1, 2, 3, 4) がある。3 つのサイクル α, β, ω を図のように選ぶと、トーリック
データは (285) に与えたようになる。例えば

s1 = (m1 · α,m1 · β,m1 · ω) = (0, 0, 1) (301)

などである。
ここまでは表 3のブレーン系で実現される母理論について考えてきた。次に、同
じブレーンタイリングで記述されるCS理論 [41] について見てみよう。今度は IIA

型弦理論における表 3のブレーン系を用いる [42]。今度もブレーン系の構造は 89

表 4: 娘理論を実現する D4-NS5 系。Σ は 56789 空間中の 3 次元曲面。89 方向は
T2 コンパクト化されている。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D4-brane×N ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
NS5-brane ◦ ◦ ◦ Σ

平面を表すブレーンタイリングによって表される。ゲージ群や超ポテンシャルな
どの読み取り方は先ほどと同様である。
Mdaughter のトーリックデータを決めることを考えよう。やるべきことは (287)

で定義されたあらたな座標演算子 OB に伴ってトーリックデータの成分を一つ増
やすだけである。(287) より、U(1)µ チャージは次のように与えられる。

zµ =
∑
I

(mµ · I)sI (302)

つまり、トーリックデータの成分は

Sµ =

(
mµ · α, mµ · β,

∑
I

(mµ · I)sI

)
(303)

と与えられる。演算子 Oω に対応する成分 mµ ·ω は常に 1 であるので、ここでは
省略した。
(303) に与えたトーリックデータの表示では、はじめ二つの成分と 3番目の成分
が一見異なる形をしている。しかしブレーンタイリングを 3 次元図形として書き
換えることにより、これらを対等に扱うことができる。
そのために、α サイクルと β-サイクルの二つのサイクルを持つ T2 上に描かれ
ていた二部グラフを T3 上に描くことにしよう。新たに導入されたサイクルを γ

とする。T3 上の二部グラフは次の条件を満足するように描く
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• γ 方向への射影を行った時にもとのブレーンタイリングに戻る。

• 辺 I の γ 方向への巻きつき数は sI によって与えられる。

このルールによって得られる図形はT3 上に描かれた二部グラフであり、ブレーン
クリスタルと呼ばれる。ブレーンクリスタルはもともとM5-ブレーン系の構造を
与える図形として与えられた [43, 44, 45]ものである。CS理論を与えるブレーン
クリスタルを構成する上記のルールは [42]において与えられたものである。
ブレーンクリスタルからトーリックデータを読み取るために、α-サイクルと β-

サイクルに γ 方向への広がりを追加することによって 2-サイクル A と B を定義
する。すると、T2 上での交差数 mµ ·α はT3 上の交差数として次のように与える
ことができる。

mµ · α = mµ · A, mµ · β = mµ ·B. (304)

これらの式の右辺は３次元空間中での線と面の間の交差数を表している。さらに、
もう一つ、γ に直交する 2-サイクル C を定義する。辺 I の巻き付き数を sI とし
たので、次の式が成り立つ。

I · C = sI . (305)

従って、トーリックデータの第 3成分が次のように与えられる。

(mµ · I)sI = mµ · C. (306)

こうして、3 つの成分について対等なトーリックデータの次の表示を得る。

Sµ = (µ · A, µ ·B, µ · C) (307)

頂点の位置、サイクルの位置を連続的に動かすとこのトーリックデータは変化し
うるが、それはトーリック図形の平行移動の自由度に対応する。
図 11は k = 2 の ABJM モデルの例である。左の図では上り勾配を矢印で表
した。
ここで与えたブレーンクリスタルは T3 コンパクト化された M-理論における

M5-ブレーン系の形状を与えており、クイバーCS理論はその上の理論として実現
されていると期待されている。（表 5）しかしながら複数枚の M5-ブレーン上の理
論についてはほとんど何も分かっていないため、そのことを実際に示すのは難し
い。ブレーンを用いた明確な解釈が与えられているのは、一方向のコンパクト化
によって表 4 のような IIA 型理論のブレーン系と解釈できる場合である。
表 4のブレーン系においてCS項がどのように得られるかを見ておこう。[42] D4-
ブレーンが NS5-braneに端を持つとき、その D4-ブレーン上の U(N)ゲージ場は
NS5-ブレーン上のスカラー場 c と次のように結合している。

S =
1

4π

∫
∂D4

dc ∧ tr(A ∧ dA) (308)
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m1

m2
m3

m4

m1

m2
m3

m4

2

m1

m2

m3

m4

(a) (b) (c)

図 11: ABJMモデルのブレーンタイリング (a)と、そこから得られたブレーンク
リスタル (b)。(b) は連続変形によって (c) のようにも描くことができる。

表 5: ブレーンクリスタルが表すブレーン系。Σ は 56789M 空間中の 3 次元曲面。
89M 方向は T3 コンパクト化されている。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 M

M5-brane×N ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
M5-brane ◦ ◦ ◦ Σ

従って、dc をD4ブレーンの境界にそって積分することでCS-項のレベルが得られ
る。NS5-ブレーン上のスカラー場 c は M-理論においてはM5-ブレーンの X11 座
標と解釈される。(308) では c の周期が 1 になるように規格化されている。従っ
て、dc の積分は X11 方向への巻き付き数を与える。つまり、

ka =

∫
∂D4

dc =
∑
∂D4

sI (309)

となるが、これはちょうど (286) と同じことを意味している。

4 N ≥ 4 CS 理論

4.1 N = 4 クイバー CS 理論

§2.11では運動項の存在を仮定した上でN = 4 超対称ゲージ理論に CS 項を導
入するとどうしても超対称性が N = 3 に破れてしまうことを示した。しかし、運
動項がない理論を考えると、N ≥ 4 の超対称 CS 理論を構成することができる。
以下ではそのような理論を具体的に構成するが、なぜ前章の議論が適用されな
くなるのかということを見るために、運動項がある理論から運動項のない理論へ
の極限操作を考えてみよう。そのために、運動項の前にゲージ結合定数が現れる
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ような場の規格化を採用する。

L =
1

g2

(
−1

4
F 2
µν + · · ·

)
+ k

(
1

2
ϵµνρAµ∂νAρ + · · ·

)
. (310)

式中の · · · はベクトル多重項のそのほかの場の運動項及び質量項を表す。このと
き、ベクトル多重項の質量は次のように与えられる。

µ = g2k. (311)

運動項がない理論へ移行するには強結合極限 g → ∞ を取ればよい。この極限に
おいて、粒子の質量 (311) は発散する。すなわち、一粒子状態は理論から分離し
てしまうため。前節で与えたフェルミオンの一粒子状態のスピンから対称性の破
れを読み取った方法はもはや用いることができなくなる。
また、運動項が存在しない場合、ラグランジアン (199) に現れるR-対称性を破
る項も、必ずしも物理的な対称性の破れを表しているとはいえなくなる。なぜな
ら、ベクトル多重項に属する場のうち、ベクトル場 Aµ を除き全てが補助場になっ
てしまうため、それらを積分してしまうことによって対称性を破る項を消し去る
ことができ、残った作用においては対称性が回復するという可能性があるからで
ある。
実際にそのような方法で対称性が回復するN = 4 超対称 CS 理論を構成できる
ことが [20]によって示された。以下ではその拡張として [21]において構成された
クイバー型 N = 4 超対称 CS 理論のラグランジアンを具体的に構成する。
ゲージ群が

G =
∏
I

U(NI) (312)

であり、その双基本表現に属するハイパー多重項を含むゲージ理論を考えよう。た
だし、クイバー図形は円形になる場合のみを考える。すなわち、(QI , Q̃I) をハイ
パー多重項とし、カイラル超場 QI と Q̃I は次の表現に属しているものとする。

QI(NI ,NI+1), Q̃I(NI ,NI+1). (313)

これらは N = 4 ハイパー多重項をなす。

VI,ΦI

QI

QI
~

QI−1

QI−1
~VI−1,ΦI−1 VI+1,ΦI+1

図 12: N = 4 CS 理論のクイバー図形の一部
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上でも述べたように、ベクトル多重項には運動項を導入しない。ハイパー多重
項には次の運動項、および超ポテンシャル項を導入しておく。

Shyper =
n∑
I=1

∫
d3xd4θ tr(QIe

2VIQIe
−2VI+1 + Q̃Ie

−2VI Q̃Ie
2VI+1)

+
n∑
I=1

(
−
∫
d3xd2θ

√
2 tr(Q̃IΦIQI − Q̃IQIΦI+1) + c.c.

)
=

n∑
I=1

∫
d3x tr

[
−DµqIAD

µqAI + ψ
Ȧ

I γ
µDµψIȦ − FA

I B(µ
B
I A − µ̃BI−1A)

− λIAḂ(j
AḂ
I − j̃AḂI−1) + ψIḂψ

Ȧ

I ϕ
Ḃ
I Ȧ − ψ

Ȧ

I−1ψI−1Ḃϕ
Ḃ
I Ȧ

− 1

2
qAI qIAϕ

Ḃ
I Ċϕ

Ċ
I Ḃ − 1

2
qI−1Aq

A
I−1ϕ

Ḃ
I Ċϕ

Ċ
I Ḃ + qIAϕ

Ḃ
I Ċq

A
I ϕ

Ċ
I+1Ḃ

]
. (314)

これは以前に与えた一般系と同じであるが、Q と Q̃ が双基本表現に属しているこ
とを用いて行列表示を用いて書いた。QI や Q̃I に含まれる補助場は既に消去して
ある。次のものを定義した。

µAI B = qAI qIB − tr = qAI qIB − 1

2
qCI qICδ

A
B,

µ̃AI B = qIBq
A
I − tr = qIBq

A
I − 1

2
qICq

C
I δ

A
B, (315)

(315) にある “− tr” は SU(2) 添え字についてトレース部分を除くことを意味して
いる。µI は VI に結合するモーメントマップに対するハイパー多重項 (QI , Q̃I) の
寄与、µ̃I は VI+1 に結合するモーメントマップに対する同じハイパー多重項の寄
与を表す。ゲージ群 U(NI) に対するモーメントマップは作用 (314) に現れている
ように µI − µ̃I−1 である。µI および µ̃I はカレント多重項と呼ばれる多重項の成
分であり、その多重項の別の成分として次のものも定義しておく。

jAḂI =
√
2qAI ψ

Ḃ

I −
√
2ϵACϵḂḊψIḊqIC , j̃AḂI =

√
2ψ

Ḃ

I q
A
I −

√
2ϵACϵḂḊqICψIḊ.

(316)

CS 項が無い場合のN = 4 超対称性変換はベクトル多重項に対しては既に §2.9
に与えられている。（添え字 I をつけるだけである。）ハイパー多重項についても、
一般の表現の場合に対して 2.10に与えられているが、ここでは双基本表現に属し
ていることを考慮して改めて次の形に書いておく。

δqAI =
√
2i(ξAḂψIḂ), (317)

δψIȦ =
√
2ξCḂϕ

Ḃ
I Ȧq

C
I −

√
2ξCḂq

C
I ϕ

Ḃ
I+1Ȧ +

√
2γµξBȦDµq

B
I , (318)

この段階ではまだ CS 項は導入しておらず、SU(2)L × SU(2)R 対称性が存在する。
それぞれの場の変換性は表 6に与えられている。
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表 6: N = 4 ゲージ理論の R-対称性 SU(2)L × SU(2)R のもとでの変換パラメータ
ξ およびベクトル多重項、ハイパー多重項の成分場の変換性

vector milt. hyper milt.

ξ vIµ ϕI λI FI qI ψI

SU(2)L 2 1 1 2 3 2 1

SU(2)R 2 1 3 2 1 1 2

ここで次の CS 項を導入しよう。

SCS =
n∑
I=1

kI tr

[∫
d3xd4θ

(
−1

2
DαVIDαVI + · · ·

)
+

(
−1

2

∫
d3xd2θΦ2

I + c.c.

)]
=

n∑
I=1

kI

∫
d3x tr

[
ϵµνρ

(
1

2
AIµ∂νAIρ −

i

3
AIµAIνAIρ

)
−1

2
ϕȦI ḂF

B
I A − 1

6
ϕȦI Ḃϕ

Ḃ
I Ċϕ

Ċ
I Ȧ − i

2
λAḂI λIBȦ

]
. (319)

前にも述べたように、N = 4 対称性をそのまま保つことはできない。N = 3 対称
性を保つために ΦI に対して質量項を導入した。(319) の中で点つき添え字と点な
し添え字が縮約されているために、SU(2)L × SU(2)R 対称性はその対角部分群に
破れる。

4.2 N = 4 超対称変換

R-対称性の回復を見るためには、補助場を消去することが必要となる。Shyper +

SCS から得られる補助場 FI と λI の運動方程式は

kI
2
ϕȦI Ḃ = −µAI B + µ̃AI−1B, (320)

kIλ
BȦ
I = −jAḂI + j̃AḂI−1. (321)

これを代入することで作用から ϕI , FI , λI を消去できる。
まず最初にハイパー多重項中のフェルミオンの超対称変換則 (318) について見
てみよう。この変換則はベクトル多重項のスカラー場 ϕI と ϕI+1 が含まれている
が、そこに (320) を代入すると

δψIȦ = −2
√
2

kI
ξCḂ(µ

B
I A − µ̃BI−1A)q

C
I +

2
√
2

kI+1

ξCḂq
C
I (µ

B
I+1A − µ̃BI A)−

√
2γµξBȦDµq

B
I ,

(322)

61



が得られる。R-対称性の破れを反映して点つき添え字と点なし添え字が縮約され
ているところがある。SO(3) → SO(4) の対称性の拡大の結果得られる SO(4) がも
との SO(4) と同じでなければならない理由はない。そこで、もとの SO(4) 対称性
のことは忘れて、点つき、点なしの添え字の区別をなくし全ての添え字から点を
取り除こう。また、一旦対称性が SO(3) に落ちるとパラメータ ξAB のうちの対称
部分だけが超対称性変換を与えることを踏まえ、ξAB が二つの添え字について対
称であるとしておこう。すると (322) は次のように書き換えることができる。

δψIA =− 2
√
2

kI
ξCB(µ

B
I A)q

C
I − 2

√
2

kI+1

ξCBq
C
I (µ̃

B
I A)

+
2
√
2

kI
ξCB(µ̃

B
I−1A)q

C
I +

2
√
2

kI+1

ξCBq
C
I (µ

B
I+1A)−

√
2γµξBADµq

B
I . (323)

この変換則を SO(4) 共変な形に書けるかどうかを考えてみよう。ここで考える
SO(4) 対称性はもとの SO(4) 対称性と同じでなくてもよいので、考えるべき問題
は、もともと添え字が点つきであったか点なしであったかということにはこだわ
らずに、この変換則の SU(2) 添え字を二種類の添え字に分解できるかということ
になる。新たな二種類の SU(2) 添え字を A および A のように上下の線で区別し、
対応する対称性を SU(2)A および SU(2)B と呼ぶことにしよう。
(323) の二行目に対しては次のように添え字を分離することができる。

δψIA = · · ·+ 2
√
2

kI
ξCB(µ̃

B
I−1A)q

C
I +

2
√
2

kI+1

ξCBq
C
I (µ

B
I+1A)−

√
2γµξBADµq

B
I . (324)

ただし、ハイパー多重項のスカラー場であっても、その番号 I によって添え字の
付き方が異なることに注意しよう。

qAI−1, qAI , qAI+1. (325)

（ここでは I は一つ固定されているものとし、qI が SU(2)A で変換されるものと
仮定した。）フェルミオンについても、次のように番号ごとに添え字を変えなけれ
ばならない。

ψI−1A, ψIA, ψI+1A. (326)

さらに (323) の一行目についても見てみよう。

((323) の一行目)

= −2
√
2ξCB

(
1

kI
(µBI A)q

C
I +

1

kI+1

qCI (µ̃
B
I A)

)
= −2

√
2ξCB

(
1

kI
qBI qIAq

C
I +

1

kI+1

qCI qIAq
B
I

)
+
√
2ξCA

(
1

kI
qDI qIDq

C
I +

1

kI+1

qCI qIDq
D
I )

)
(327)
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この式の二つの項のうち、二項目は添え字がうまく縮約されており、SU(2)×SU(2)B
共変性を持っている。しかし第１項は CS レベル kI と kI+1 が一般の値の場合に
はどうやってもうまく添え字を縮約することができない。
しかしもし

kI + kI+1 = 0 (328)

である場合には（ξAB の二つの添え字が対称であることを用いれば）(327)の一つ目
の括弧の中の二つの項が相殺し、フェルミオンの超対称性変換則が完全に SU(2)A×
SU(2)B 共変になる。
同様の解析をそのほかの場の変換則に対しても行うと、(328) が成り立っている
場合には超対称性変換則が全て SU(2)A × SU(2)B 共変になることが示される。
この対称性がもとの SU(2)L × SU(2)R 対称性と大きく異なるのは、ハイパー多
重項のラベル I ごとに変換性が異なるという点である。ある I に対して qI と ψI
がそれぞれ SU(2)A と SU(2)B によって変換されるとすれば、その隣のハイパー多
重項の成分場に対するこれらの群の作用は逆になる。これらはそれぞれ untwisted

ハイパー多重項および twisted ハイパー多重項と呼ばれる。これまでは I を一つ
固定し、I 番目が untwisted ハイパー多重項に属すると仮定して議論してきたが、
一般の場合には

kI = +k for untwisted hypermultiplet kI = −k for twisted hypermultiplet

(329)

のようなルールで表現を決めることができる。以下では k を N = 4 CS 理論のレ
ベルと呼ぶことにし、k > 0 を仮定する。
変換性の違いに対応して、untwisted ハイパー多重項と twisted ハイパー多重項
では添え字の線の上下位置が変化するので、超対称変換則もそのことを考慮して
書く必要がある。たとえばスカラー場の変換則が次のように与えられる。

δqAI =
√
2(ξABψIB) (kI = +k), δqAI =

√
2(ξBAψIB) (kI = −k). (330)

変換パラメータ ξAB については、前の添え字が上線、あとの添え字が下線になる
ように添え字の順序を決める。kI = +k の変換則が与えられると、その SU(2) 添
え字の全ての線の位置を逆転させ、変換パラメータの添え字の位置を入れ替える
ことによって kI = −k の場合の変換則が得られる。フェルミオンの変換則とベク
トル場の変換則については kI = +k の場合のみを与えておこう。

δψIA =−
√
2γµξBADµq

B
I +

√
2

kI
ξCA(q

D
I qIDq

C
I − qCI qIDq

D
I )

+
2
√
2

kI
ξCBµ̃

B
I−1Aq

C
I − 2

√
2

kI
ξCBq

C
I µ

B
I+1A (331)

δAIµ =
i

kI
ξABγµ(j

AB
I − j̃BAI−1). (332)
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表 7: N = 4 CS 理論の大域的対称性

untwisted twisted

qI ψI qI ψI

SU(2)A 2 1 1 2

SU(2)B 1 2 2 1

U(1)d +1 +1 +1 +1

U(1)b +1 +1 −1 −1

4.3 作用の SU(2)× SU(2) 不変性

次に、作用が SU(2)A × SU(2)B 不変であることを示そう。I ごとに SU(2) 添え
字を区別して書くのは面倒なので、以下では上線つき添え字や下線つき添え字の
線は省略して書くことにする。まず、運動項は明らかに SO(4) 不変である。

Ŝkin =
n∑
I=1

∫
d3x tr

[
kIϵ

µνρ

(
1

2
AIµ∂νAIρ −

i

3
AIµAIνAIρ

)
−DµqIAD

µqAI + ψ
A

I γ
µDµψIA

]
. (333)

以下では、SU(2)A×SU(2)B 対称性が明らかな項にはhatをつけていくことにする。
スカラー場のみを含むポテンシャル項は次のように与えられる。

Spot =
n∑
I=1

(SIpot1 + SIpot2), (334)

右辺のそれぞれの項は以下のように定義される。

SIpot1 =

∫
d3x tr

[
− kI

2
ϕAI BF

B
I A − FA

I B(µ
B
I A − µ̃BI−1A)

− 1

2
qAI qIAϕ

B
I Cϕ

C
I B − 1

2
qI−1Aq

A
I−1ϕ

B
I Cϕ

C
I B − kI

6
ϕAI Bϕ

B
I Cϕ

C
I A

]
, (335)

SIpot2 =

∫
d3x tr(qIAϕ

B
I Cq

A
I ϕ

C
I+1B). (336)

これらはさらに次のように分解することができる。

SIpot1 = ŜIpot1 +BI + AI , SIpot2 = ŜIpot2 − AI −BI+1. (337)
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ただし、それぞれの項は以下のように与えられる。

ŜIpot1 =
2

k2

∫
d3x tr

[
− µAI Bµ

B
I AqI−1Cq

C
I−1 − µ̃AI−1Bµ̃

B
I−1Aq

C
I qIC

− qAI qIAµ
B
I Cµ

C
I B − qI−1Aq

A
I−1µ̃

B
I−1Cµ̃

C
I−1B

+
2

3
µAI Bµ

B
I Cµ

C
I A − 2

3
µ̃AI−1Bµ̃

B
I−1Cµ̃

C
I−1A

]
, (338)

ŜIpot2 =

∫
d3x tr

[
4

k2
qIAµ

B
I Cq

A
I µ̃

C
B +

4

k2
qIAµ̃

B
I−1Cq

A
I µ

C
I+1B

]
, (339)

AI =
4

k2

∫
d3x tr(qAI µ̃

B
I CqIAµ̃

C
I−1B), (340)

BI =
4

k2

∫
d3x tr(qI−1Bµ

A
I−1Cq

B
I−1µ

C
I A) (341)

ŜIpot1 と ŜIpot2 については、SU(2)添え字が上線つきと下線付きに矛盾無く分離でき
ることがわかるが、AI と BI についてはそのような構造にはなっていない。しかし
全ての和を取ると、Aや B は互いに相殺して次のように明らかに SU(2)A×SU(2)B
不変な項のみが残る。

Spot =
n∑
I=1

(ŜIpot1 + ŜIpot2) (342)

フェルミオンとスカラー場を含む湯川項は次のように与えられる。

SYukawa =
n∑
I=1

SIYukawa, (343)

SIYukawa =

∫
d3x tr

[
− kI

2
λABI λIBA − λIAB(j

AB
I − j̃ABI−1)

+ ψIBψ
A

I ϕ
B
I A − ψ

A

I−1ψI−1Bϕ
B
I A

]
. (344)

と与えられる。ここから運動方程式 (320) や (321) を用いて補助場 λI や ϕI を消
去すると、

SIYukawa = − 1

kI
(YI−1 +XI) + ŜIYukawa, (345)

と書くことができる。ただし、それぞれの項は次のように定義される。

ŜIYukawa = − 1

kI

∫
d3x tr

[
j̃I−1BAj

AB
I − 2ψIBψ

A

I µ̃
B
I−1A − 2ψ

A

I−1ψI−1Bµ
B
I A

]
, (346)

XI =

∫
d3x tr

[
−1

2
jABI jIBA + 2ψIBψ

A

I µ
B
I A

]
, (347)

YI =

∫
d3x tr

[
−1

2
j̃ABI j̃IBA + 2ψ

A

I ψIBµ̃
B
I A

]
, (348)
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X と Y それぞれは SU(2)A × SU(2)B のもとで不変では無いが、その差は次のよ
うに不変になっている。

ẐI =YI −XI

=

∫
d3x tr[ϵABϵCDq

A
I ψ

C

I q
B
I ψ

D

I − ϵABϵCDqIAψICqIBψID

+ ψIAψ
A

I q
B
I qIB − ψ

A

I ψIAqIBq
B
I ]. (349)

これを用いれば、Yukawa 項も次のように共変な形に書き換えることができる。

SYukawa =
n∑
I=1

(
1

kI
ẐI + ŜIYukawa

)
(350)

全てを加えると、作用が次のように与えられる。

SCS + Shyper = Ŝkin +
n∑
I=1

(
ŜIpot1 + ŜIpot2 +

1

kI
ẐI + ŜIYukawa

)
, (351)

4.4 一般化

前節まで、Hosomichi らによって [21]において与えられたN = 4 CS 作用につ
いて見てきた。この理論をクイバー図形として表すと図 13のようになる。この図

−kk−k k

図 13: 頂点は U(N)ゲージ群を、実線は untwisted hyper多重項を、点線は twisted

hyper 多重項を表している。

はクイバー図形の一部のみを示している。両側はあるところで同一視されていて
円形につながっているとしても良いし、どこかで切れていてもよい。（ゲージ群の
サイズ N は頂点ごとに異なっていてもよいので、途中で切れているクイバー図形
はある頂点において N = 0 になっているものだと解釈することができる。）
特に、頂点を二つだけ含む線形クイバー図形によって表される N = 4 理論は

Gaiotto-Witten[20]によって与えられたものである。さらに [20]ににおいては、ハ

−kk

図 14: Gaiotto-Witten 理論のクイバー図形

イパー多重項を自由場から一般のハイパーケーラー上の非線形シグマ模型に取り
替えることができるということも触れられている。そのような非線形シグマ模型
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~

図 15: 非自明なハイパーケーラー非線形シグマモデルを含む Gaiotto-Witten 理論
のクイバー図形

は hyper-Kähler quotient として構成することもできる。そのようなモデルはCS

レベルが 0であるようなゲージ群を含むクイバー図形によって表すことができる。
（図 15）このような一般化は twisted hyper Kähler多重項を含む理論においても行
うことができる。すると、二種類のハイパー多重項を任意の順序で含むクイバー
CS理論を考えることができる。（図 16）そのような理論は [46]において最初に議

−k0 k 0

図 16: 頂点は U(N)ゲージ群を、実線は untwisted hyper多重項を、点線は twisted

hyper 多重項を表している。

論され、N = 4 超対称性を持つことの直接的な証明は [47]において与えられた。
このような理論においては、Iでラベルされた辺それぞれに対応するハイパー多重
項がどちらの種類であるのかを表す量 tI を導入するのが便利である。tI = k の場
合が untwisted ハイパー多重項、tI = 0 の場合が twisted ハイパー多重項である
ように tI を定義すれば、レベルは次のように与えられる。

kI = tI − tI−1 (352)

tI が 3 つ以上の値をとる場合にはそれらを二種類のハイパー多重項と対応させる
ことはできなくなり、超対称性は N = 3 になる。
上で挙げた以外に、オービフォールドとしてN = 4 を理論を構成した文献とし
て [49, 50, 51]を挙げておこう。

4.5 N = 1 超場を用いた構成

N = 4 超対称理論を N = 1 超場形式を用いて表すのも便利である。[20] N = 1

超空間は xµ と実スピノル θ によって張られる空間であり、スカラー超場

Q = q + θψ +
1

2
θ2F (353)

とスピノル超場

Vα
WZ
= −(γµθ)αvµ + θ2ϵαβλ

β. (354)
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が基本的な多重項を与える。スカラー多重項のラグランジアンは超空間上の積分
として次のように与えられる。

SQ =− 1

2

∫
d2θ(DαQDαQ−W (Q))

=− 1

2
(Dµq)(D

µq) +
1

2
(ψγµDµψ) +

1

2
F 2 − i(ψλ)q + potential (355)

D はゲージ変換に対して共変化されたスピノル共変微分であり、次のように定義
される。

Dα = Dα + Vα, Dα = ∂α − (γµθ)α∂µ. (356)

超場 Vα はゲージ場とゲージーノを含む。CS項は超場 Vα を用いて与えることも
できるが、ここでは成分場を用いて展開したものを与えておく。

SCS =
kab
2

[
ϵµνρ

(
Aaµ∂νA

b
ρ −

i

3
Aaµ[Aν , Aρ]

b

)
+ λaλb

]
(357)

N = 4 理論を N = 1 超場形式を用いて表した場合、Spin(4)R 対称性は見かけ
上破れて Spin(3) = SU(2) フレーバー対称性だけが残る。Q はこの二重項として
変換されなければならない。この SU(2) 添え字を A, B、ゲージ変換の添え字を
I, J とする。Q は実であるから、ゲージ対称性の擬実表現に属していなければな
らない。これらの添え字をあらわに書けば、(355) 中の湯川項は次のようになる。

SYukawa = −i(ψλ)q = ϵAB(Ta)IJψ
AIλaqBJ (358)

ただし、SO(4k) ⊃ Sp(1)× Sp(k) の分解に対応して

δij → ϵABωIJ , (Ta)ij → iϵAB(Ta)IJ (359)

の置き換えを行った。
超ポテンシャルは、SU(2) フレーバー対称性、ゲージ不変性、共形不変性を仮
定すれば次のように与えられるはずである。

W = ϵABϵCDtIJ,KLQ
AIQBJQCKQDL (360)

ただし tIJ,KL はゲージ対称性の不変テンソルである。
以上のように与えられたラグランジアンが SO(4)R 不変であるための条件を求め
よう。そのためには補助場を消去する必要がある。不変性をチェックしなければな
らないのは、スカラー場のみからなるポテンシャル項、フェルミオンとスカラー
場を含む項などがある。ここでは後者に注目してどのような条件が得られるかを
見てみよう。
まず、λ の運動方程式の解

kabλ
a = ϵAB(Ta)IJψ

AIqBJ (361)
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を用いて λ を消去すると、

S =
kab
2
λaλb =

1

2
kabϵCAϵDB(Ta)KI(Tb)LJq

AIqBJψCKψDL (362)

超ポテンシャル項は次のように与えられる。

Spot =
1

2

∫
W (Q)d2θ

=2ϵABϵCDtIJ,KLq
AIqBJψCKψDL + 4ϵACϵBDtIK,JLq

AIqBJψCKψDL + · · ·
(363)

まとめると、qqψψ 項は次のようになる。

Sint = qAIqBJψCKψDL
(
2ϵABϵCDtIJ,KL + 4ϵACϵBDtIK,JL +

1

2
kabϵACϵBD(Ta)IK(Tb)JL

)
(364)

これが SO(4) 不変でなければならない。つまり、フェルミオンとスカラー場を独
立に回転させるような二つの SU(2) 対称性がなければならない。括弧の中の第１
項は明らかにそのような対称性を持つから、問題は残りの二つの項の和である。
スカラー場のみに作用する SU(2) 対称性があるためには

ϵACϵBD

(
4tIK,JL +

1

2
kab(Ta)IK(Tb)JL

)
+ (AI ↔ BJ) (365)

が添え字 AB に対する SU(2) 作用で不変でなければならない。つまり、AB につ
いて反対称でなければならない。上の式の括弧の中を TIK,JL と置けばこの条件は

(ϵACϵBD + ϵBCϵAD)(TIK,JL + TJK,IL) = 0 (366)

と書くことができるから、結局

TIK,JL + TJK,IL = 0 (367)

が成り立てばよい。これよりはじめ 3 つの添え字について完全対称化したものも
0 である。

T(IK,J)L = 0 (368)

tIK,JL ははじめ二つの添え字の入れ替えについて反対称であるから、(368) には寄
与せず、(368) はゲージ群の生成子に対する次の条件を与える。

kab(Ta)(IK(Tb)J)L = 0 (369)
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実は、この条件さえ満足されればラグランジアンは SO(4)R 不変になることが示
される。このとき superpotential は次のようになる。

W =
1

12
ϵABϵCDk

ab(QAI(Ta)IKQ
BJ)(QCK(Tb)JLQ

DL) (370)

条件 (369) はリー代数の Jacobi 恒等式

f[ab
dfc]d

e = 0 (371)

に類似している。実は (369) は super Lie 代数の Jacobi 恒等式であり、generator

Ta にグラスマン奇の生成子 GI を加えた (Ta, GI)が super Lie代数をなすための条
件を与えている。つまり、super Lie 代数を一つ与えると、それに対応して N = 4

CS 理論が存在する。

4.6 U(1) 対称性について

ここまでは、ゲージ群は常に U(N) であると考えてきた。それらから U(1) 部分
を取り除いて SU(N) に置き換えることができるかどうかを考えてみよう。ここで
は議論を簡単にするために kI ̸= 0 の場合のみを考える。ゲージ場の超対称変換則
は (332) に与えられている。両辺のトレースを取れば以下のようになる。

δ trAIµ =
i

kI
ξABγµ tr(j

AB
I − jBAI−1) (kI = k)

δ trAIµ =
i

kI
ξABγµ tr(j

BA
I − jABI−1) (kI = −k). (372)

である。j および j̃ の定義 (316) より tr jABI = tr j̃ABI であることを用い、j̃ を j

に置き換えた。この変換則の右辺は一般には 0 ではないから、勝手にゲージ場の
U(1) 部分を 0 と置くことは許されない。しかし次のように (230) によって定義さ
れる AB の変換則は恒等的に 0 になる。

δAB = i

n∑
I=1

[ξABγµ tr(j
AB/BA
I − j

BA/AB
I−1 )] = 0. (373)

（j の二つの添え字は kI の値に従って適当な順序を採用する。）従って、ゲージ
場 AB は超対称性に反することなく 0 におくことができる。ゲージ場 AB は対角
U(1) 部分群のゲージ場 AD が結合する唯一の場であった。そしてAD の運動方程
式 FB = 0 より AB はもともと純粋ゲージであり、AB = 0 と置くことは物理的内
容も変えない。また、AD が AB にのみ結合するということは、AD も AB ととも
に消してしまうことができることを意味している。この結果、ゲージ群は

U(N)n → SU(N)n × U(1)n−2 (374)
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のようになる。4 次元のクイバーゲージ理論の場合と異なり、U(1) 部分を勝手に
取り除くことはできないことに注意しよう。
§4.5で見たように、Gaiotto-Witten 理論においてはそのゲージ群と物質場の表
現は超群の表現として統一されなければならない [20]。ここで取り除かれた二つの
U(1) 部分群は超群 U(N1|N2) から PSU(N1|N2) を構成する際に取り除かれる二つ
の U(1)に対応する。より正確には、“Special”に相当する部分が AB、“Projective”
に相当する部分が AD である。
N = 3 超対称性しか要請しない場合には、補助場 λI などを消去する前から

SO(3)R 対称性が明らかであり、ベクトル多重項中の全ての場から同時に U(1) 部
分を取り除くことにより任意の U(N) ゲージ群を SU(N) にすることができる。

4.7 モジュライ空間

N = 4 クイバー CS理論のモジュライ空間を決定しよう。M2-ブレーンの背景と
なる時空の構造を見るのが目的であるので、ここではゲージ群のサイズが N = 1

の場合を考える。また、R-対称性のことは特に気にせずにN = 2 の形式を用いて
議論をすることにしよう。
まずは F -term条件から見てみよう。超ポテンシャルはハイパー多重項とベクト
ル多重項の結合を与える項 (314) と、CS 項の導入に伴う質量項を与える項 (319)

がある。あわせると、

W =
n∑
I=1

[√
2(Q̃IΦIQI − Q̃IQIΦI+1) +

kI
2
Φ2
I

]
(375)

である。従って、ΦI に対する F -term 条件は

kIϕI = −
√
2(qI q̃I − q̃I−1qI−1) (376)

さらに QI と Q̃I に対する F-term 条件は

q̃I(ϕI − ϕI+1) = qI(ϕI − ϕI+1) = 0 (377)

である。
次に、ベクトル多重項の場 σ とD-term 条件について見てみよう。一般のカイ
ラル多重項の運動項 (114) に含まれるポテンシャル項を bi-fundamental field の場
合について書き換えたものと、CS 項 (139) をあわせれば次の項が現れる。

S =
∑
I

[
− kIσIDI − (DI −DI+1)(qIqI − q̃I q̃I)− (σI − σI+1)

2(qIqI + q̃I q̃I)
]

(378)
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ここで、全ての q および q̃ が 0 ではないようなHiggs branch を考えることにし
よう。これは M2-ブレーンの運動に対応するブランチである。この場合、(377) は

ϕ1 = ϕ2 = · · · = ϕn =: ϕ (379)

を意味する。また、(378) 中の最後の項はポテンシャルとしてみたときに非負であ
り、ポテンシャルが 0 であるためには、次のように全ての σI の値が一致する必要
がある。

σ1 = σ2 = · · · = σn =: σ (380)

これらを用いて ϕI や σI の添え字を取り除けば、(376) は

kIϕ = −
√
2(qI q̃I − q̃I−1qI−1) (381)

となり、(378) から得られる DI の運動方程式は

kIσ = −(qIqI − q̃I q̃I) + (qI−1qI−1 − q̃I−1q̃I−1) (382)

となる。(381) と (382) は N = 3 超対称性理論の SU(2)R 対称性の多重項をなし
ており、次のようにまとめることができる。

−kI
2
ϕAB = µ̂AI B := µAI B − µ̃AI−1B. (383)

ただし µ̂AI B はゲージ群 U(1)I に対するハイパーケーラーモーメントマップであり、
µAI B と µ̃AI−1B はそのモーメントマップへの異なる二つのハイパー多重項それぞれ
の寄与を表す。これらは (315) で定義されている。N = 1 の場合には µAI B = µ̃AI B
であり、これらを区別する必要はない。ϕI と σI の値が全て共通であるから ϕAI B
についてもそうであり、その共通の値を ϕAB と書いた。
ここで、N = 4 超対称性が存在するためには kI にきつい制限が課されるが、こ
こではより一般の kI について考えることにしよう。この場合超対称性は N = 3

である。ただし M2-ブレーン上の理論として解釈するためには正しいモジュライ
空間の次元 8 を与える必要があり、§3.3で述べたように kI に対する次の条件を課
しておく。

n∑
I=1

kI = 0 (384)

このクラスに属する理論のモジュライ空間は [48]において調べられている。
この場合、(383) の両辺の和を取ると自明な式 0 = 0 が得られるので、(381) が
与える条件の個数は 3(n−1)個である。ここで、以上の式を解いて得られるモジュ
ライ空間の次元を確認しておこう。

• ϕAB の自由度が 3 個
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• qI と q̃I が実で 4n 個

• dual photon a が 1 個

• F-term, D-term 条件合わせて 3(n− 1) 個（式 (383)）

• ゲージ対称性が n− 1 個

これらを全部あわせると

dimM = (3 + 4n+ 1)− (3(n− 1) + (n− 1)) = 8 (385)

となり、ちょうど M2-ブレーンの背景時空を表すためにほしい次元を与える。
ハイパーケーラー構造が明らかになるようにするには、n− 1 個の独立な関係式
を含む (383) を次のように書き換えておくのが良い。

n∑
I=1

λI µ̂AI B = 0 (386)

ただし λI は次の式を満足する任意のパラメータである。

n∑
I=1

kIλ
I = 0. (387)

実は (387) は λI をゲージ変換のパラメータであると解釈すると、ちょうど dual

photon のゲージ変換が 0 になるべしという条件 (248) であり、破れていないゲー
ジ対称性

Gunbroken = U(1)n−2 × discrete part (388)

連続部分 G0
unbroken の定義式になっている。そして (386) は G0

unbroken に対応した
n − 2 個のハイパーケーラーモーメントマップが 0 であるという条件になってい
る。つまり、モジュライ空間は次の hyper-Kähler quotient で与えられる。

M̃ = Hn///Gunbroken, (389)

さて、N = 2 超場を用いた議論に戻って、モジュライ空間の構造を見ていこう。
kI に対する条件 (384) を用いて次のように書き換えておくのが便利である。

kI = tI − tI−1. (390)

N = 4 超対称性を要請すると、tI は二つの値だけをとることができる。ここでは
その二つの値を k と 0 とする。ハイパー多重項は tI = k の場合が untwisted ハイ
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パー多重項 tI = 0 の場合が twisted ハイパー多重項である。また、破れずに残る
ゲージ対称性は

Gunbroken = G0
unbroken × Zk (391)

と与えられる。モジュライ空間の座標はゲージ不変なカイラル演算子で与えられ
る。場 ϕI は (376) によって q と q̃ で書けてしまうので独立ではなく、考える必要
は無い。q と q̃ で作ることのできるゲージ不変演算子を考えればよい。ただしここ
で「ゲージ不変」といった場合には、破れずに残っているゲージ対称性 Gunbroken

のもとでのゲージ不変性を意味している。(381) に (390) を代入して qI と q̃I が満
足すべき次の方程式が得られる。

√
2qI q̃I + tIϕ =

√
2q̃I−1qI−1 + tI−1ϕ (392)

この式は、メソン演算子 qI q̃I の値が tI の値によって二つの値をとることを意味し
ている。それらを mu および mt と置こう。

mu = qI q̃I (tI = k), mt = qI q̃I (tI = 0). (393)

さらに、次の演算子を定義する。

x =
∏

untwisted

qI , y =
∏

twisted

qI , x̃ =
∏

untwisted

q̃I , ỹ =
n∏

twisted

q̃I (394)

これらはどれも G0
unbroken 不変な演算子である。定義より次の関係が成り立つ。

xx̃ = mp
t , yỹ = mq

u. (395)

これらはそれぞれ orbifold C2/Zp およびC2/Zq を定義する式である。(394) の変
数は G0

unbroken のもとでは不変であるが、離散的な部分 Zk のもとでは不変ではな
く次のように変換される。

x→ ωkx, y → ω−1
k y, x̃→ ω−1

k x̃, ỹ → ωkỹ. (396)

従ってモジュライ空間は

M = ((C2/Zp)× (C2/Zq))/Zk (397)

である。

4.8 ブレーン構成

N = 4 クイバー CS理論は IIB型弦理論において 5-ブレーンに端を持つ D3-ブ
レーンを用いて構成することができる。[52, 53]
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IIB型弦理論には R-Rチャージと NS-NSチャージの二種類の 5-ブレーンチャー
ジがあり、このことに対応して (p, q) 5-ブレーンと呼ばれる、二つの整数でラベ
ルされる 5-ブレーンが存在する。p は R-R チャージ、q は NS-NS チャージを表
し、(1, 0) 5-ブレーンは D5-ブレーンと、(0, 1) 5-ブレーンは NS5-ブレーンと同じ
意味である。（文献によっては逆の場合もあるので注意すること。）(p, q) 5-ブレー
ンは p 枚の D5-ブレーンと q 枚の NS5-ブレーンの束縛状態であるとみなすことが
できる。
CS 理論を構成するためには、(p, 1) 5-ブレーンを用いる。この 5-ブレーン上に

D3-ブレーンが端を持つと、その境界上に次の相互作用が存在する。

S =
p

4π

∫
∂D3

tr

(
AdA− 2i

3
A3

)
. (398)

積分範囲は NS5-ブレーン上にある D3-ブレーンの境界であり、A は D3-ブレーン
上のゲージ場の境界への引き戻しである。
相互作用 (398) が存在することが分かれば、D3-ブレーン上で CS 理論を構成す
ることは簡単である。まず 012345 方向に伸びた二枚のNS5-ブレーンをある間隔
L だけ離して配置しよう。そしてそのブレーンの間に張った D3-ブレーンを考え
る。D3-ブレーンの伸びている方向は 0126 であるとする。
もともと D3-ブレーンの上には 4 次元の N = 4 のベクトル多重項

(Aµ, A4, ϕi, ϕa) (µ = 0, 1, 2, i = 3, 4, 5, a = 7, 8, 9) (399)

が存在していたが、NS5-ブレーンの存在によってこの超対称性は半分に落ち、次
の二つの多重項に分かれる。

(Aµ, ϕi, ) (A4, ϕa). (400)

このことは、これらの場の超対称変換を調べることで分かる。D3-ブレーンが NS5-

ブレーン上に端を持つと、D3-ブレーンは NS5-ブレーンの伸びている 345 方向
にしか運動できなくなり、789 方向の自由度は固定される。これは ϕa に対して
Dirichlet境界条件が課されるためであると解釈できる。同じ超対称多重項に属する
A4 についても同様である。これらの場は Lが十分小さければ大きな Kaluza-Klein

質量を持ち、低エネルギーの理論から分離する。結果として、3 次元の N = 4 ベ
クトル多重項

(Aµ, ϕi, ) (401)

が得られる。
CS 項を導入するためにはD3-ブレーン境界における相互作用 (398) を用いる。
二枚の NS5-ブレーンのうち片方を (k, 1) 5-ブレーンに置き換えよう。すると、相
互作用項 (398) によって次の CS 項が現れる。

S =
k

4π

∫ (
AdA− 2i

3
A3

)
. (402)
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図 16のクイバー図形で表される N = 4 CS 理論を実現するためには I でラベ
ルされる n 枚の 5-ブレーンを用意し、それらのチャージを (tI , 0) にとればよい。
そうすると、5-ブレーン I と I − 1 の間に張ったD3-ブレーン上のゲージ場に対し
ては境界上での相互作用項により (352) によって与えられるレベルを持った CS-

項が現れる。N = 4 の超対称性を要請しなければ tI に対しては任意の整数値が許

NS5
(k,1)

NS5
(k,1)

NS5

D3

図 17: N = 4 クイバーCS理論を与えるブレーン系

される。
∑

a ka ̸= 0 の場合には、コンパクト化されている x4 方向に対して、

n∑
a=1

ka =
1

2π

∮
dC0 (403)

となるようにアクシオン場に対して非自明なモノドロミーを与えておけばよい。
D3-ブレーンとNS5-ブレーンの交差は、D3-ブレーンを複数の部分に分割し、ク
イバー型の理論を実現しているのであるが、NS5-ブレーンを、ゲージ群を変更せ
ずにフレーバーを導入するためのブレーンであるとみなすこともできる。たとえ
ば IIB型弦理論の S-双対性変換を行えばD3-NS5系はD3-D5系になるが、この場
合にはD3-ブレーンとD5-ブレーンの間に張った開弦は簡単に量子化することがで
き、D3-ブレーン上のゲージ群の基本表現に属するハイパー多重項を与える。(k, 1)

ブレーンについても同様にフレーバーブレーンとみなすことができる。このよう
な二つの見方の存在は、3次元のミラー対称性 [54]と呼ばれる双対性に関係してい
るが、ここでは詳しくは述べない。
CS 項が現れると、光子が有質量になるので、超対称性を保つためには以前に述
べたようにスカラー場に対しても同じ質量を与える必要がある。このためには、平
行であった二枚の 5-ブレーンの向きを少し傾ければよい。片方の 5-ブレーンの向
きを 37, 48, 59 平面上でそれぞれ θ37, θ48, θ59 だけ傾ければ、それぞれのスカラー
場に角度に比例した質量が与えられる。
これらの角度と電荷の関係をうまくとると、N = 3 の超対称性を実現できるこ
とをブレーンの立場からも見ておこう。まずは CS 項を導入する前の状況につい
てみておく。IIB 型弦理論の超対称変換パラメータを ϵ = ϵL+ iϵR とする。これは
次のカイラリティ条件を満足する。

Γ11ϵ = ϵ. (404)
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D3-ブレーンの存在のもとで残る超対称性に対する条件は

iΓ0126ϵ = ϵ (405)

NS5-ブレーンの存在のもとで残る超対称性に対する条件は

Γ012345ϵ = ϵ∗ (406)

これらは全て独立であり、残る超対称性の数は実で 8 個となる。
これら 3 つののうち、(404) と (405) が複素 32 成分のスピノルを複素 8 成分に
落とし、(406) はそれを実 8 成分にすると考えることができる。
二枚の NS5-ブレーンを一般の (p, 1) 5-ブレーンに置き換えると、さらに次の条
件が付け加わる。

Γ012345eθ37Γ
37

eθ48Γ
48

eθ59Γ
59

eiθpϵ = ϵ∗ (407)

ただし θp はブレーンの電荷に依存する内部空間における回転角で、次のように定
義される

tan θp = 1 + igsp. (408)

今度は (406) を ϵ から ϵ∗ を決める式であると解釈し、(404) と (405)、そして
(406) と (407) を組み合わせて得られる

exp
(
θ37Γ

37 + θ48Γ
48 + θ59Γ

59 + iθp
)
ϵ = ϵ (409)

の 3 つの式が ϵ を決める式であると解釈するのがよい。
10 次元の座標を µ = 012 と i = 345789 そして 6 に分解するとローレンツ対称
性が SO(1, 9) = SO(1, 2)× SO(6) と破れることに対応して Γ 行列を

Γµ = γµ ⊗ 18 ⊗ τx, Γi = 12 ⊗ γi ⊗ τy, Γ6 = 12 ⊗ γ ⊗ τy, Γ11 = 12 ⊗ 18 ⊗ τz.

(410)

と分解しよう。ただし γ は SO(6) γ-行列 γi に対するカイラリティ行列である。カ
イラル条件 (404) より、ϵ を次のように分解することができる。

ϵ = η2 ⊗ χ4+4⊗ ↑ (411)

ただし η2 は 3 次元マヨラナスピノル、χ8 は SO(6) のディラックスピノルである。
さらに (405) は (1⊗ γ ⊗ τz)ϵ = ϵ と書き換えることができるから、

ϵ = η2 ⊗ χ4⊗ ↑ (412)
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ここで、ϵ1 の 16個の成分を (409)に現れる行列の固有値で分解しよう。si = ±1

を次の式によって導入する。

Γ37χ4 = is1χ4, Γ48χ4 = is2χ4, Γ59χ4 = is3χ4. (413)

を導入し、全ての角度が等しいとしてみよう。すると、

θ(s1 + s2 + s3 + 1) = 0 (414)

であれば、上の式を満足する ϵ が存在する。χ4 のカイラリティが正であるとい
うことは s1s2s3 = +1 を意味するので、許されるのは 4 通りである。そのうち、
(409) を満足するのは

(s1, s2, s3) = (+−−), (−+−), (+−−) (415)

の 3 とおり。
従って、残る超対称性は N = 3 である。

4.9 SO および Sp ゲージ群

これまではもっぱらゲージ群が U(N)（SU(N)）あるいはその積の場合のみを
扱ってきた。そのような理論に対して “オリエンティフォールド射影”を行うこと
で SO(N)および Sp(N/2) ゲージ群を含む理論を得ることができる。
この射影はU(N)ゲージ群の基本表現N と反基本表現Nの間に関係をつけるよ
うな射影である。双基本表現に属するハイパー多重項 h については（非常に大雑
把に）

h =Mh∗ (416)

のような条件を課す。ただし M はあるユニタリー変換である。
射影を行う前、ハイパー多重項は対称性U(N)1 ×U(N)2 × SU(2)A × SU(2)B の
表現 (N,N,2,1) または (N,N,1,2) に属する。ただし U(N)1 と U(N)2 は注目し
ているハイパー多重項に結合している二つのゲージ群である。
これらはどちらも複素表現である。オリエンティフォールド射影が超対称性を破
らないとすると、射影の後も R-対称性はそのままで残る。また、(416)は hが実表
現に属することを意味している。射影の後にゲージ群が G1×G2 ⊂ U(N)1×U(N)2
になり、ハイパー多重項がこのゲージ群の表現 (N,N) に属していたとしよう。G1

および G2 は SO(N)または Sp(N/2)である。hは R-対称性の擬実表現に属してい
るから、hが実であるためにはゲージ群の表現も擬実でなければならない。これは、
G1×G2 が SO(N)×SO(N)やSp(N/2)×Sp(N/2)ではあり得ず、Sp(N/2)×SO(N)

か SO(N)× Sp(N/2) でなければならないことを意味している。従って、クイバー
図形上ではゲージ群 SO と Sp が交互に現れる必要がある。
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NS5
(k,1)

NS5
(k,1)

NS5

D3+O3

図 18: SO 群や Sp 群をゲージ群とする N = 4 CS 理論を実現するためのブレー
ン系。

ブレーン構成では、このような理論は D3-ブレーンに平行な O3-プレーンを導
入することによって実現することができる。ゲージ群が SO になるか Sp になるか
はその O3-プレーンの RR チャージが正か負かによって決まる。二種類のゲージ
群が交互にあらわれるという現象は、NS5-ブレーンと O3-プレーンが交差したと
きにその両側で O3-プレーンのチャージが逆転するという性質 [55, 56, 57, 58]の
ためであると理解することができる。これは NS5-ブレーンが O3-プレーン周りの
B 場の discrete torsion[59]を反転させるためである。

4.10 N ≥ 5

N = 4 のクイバーCS理論はクイバー図形の周長を 2 にするとR-対称性および
超対称性が拡大することが知られている。[23, 22]

周期が 2 の円形クイバー図形で表される、二種類のハイパー多重項を一つずつ
含むU(N1)× U(N2) N = 4 理論を考えよう。（図 19(a)）untwisted ハイパー多重

−kk

U(N) U(N)
−kk

SO(N) Sp(N/2)

(a) (b)

図 19: (a) N = 6, (b) N = 5

項のスカラー場は SU(2)A の 2表現として、twisted ハイパー多重項のスカラー場
は SU(2)B の 2表現として変換される。これらはどちらも同じゲージ群に結合し
ており、twisted ハイパー多重項の成分の複素共役を取っておけば、全て (N1, N2)

表現に属する。大域的対称性のもとでこれらは表 8のように変換される。大域的
対称性 SU(2)A × SU(2)B × SU(2)D は SU(4) に拡大する。スカラー場、フェルミ
オン場は以下のような表現に属する。

q : (2,1)+1 + (1,2)−1 = 4, Ψ : (1,2)+1 + (2,1)−1 = 4. (417)

U(1)B 対称性はそのまま残り、理論の大域的対称性は

SU(4)× U(1)B (418)
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表 8: N = 4 CS 理論の大域的対称性

untwisted twisted

q1 ψ1 q2 ψ2

SU(2)A × SU(2)B × U(1)D (2,1)+1 (1,2)+1 (1,2)−1 (2,1)−1

U(1)b +1 +1 +1 +1

である。これに伴い超対称性も N = 6 にまで拡大する。このモデルは ABJM モ
デル [23]と呼ばれる。
ABJM モデルのラグランジアンと変換則を SU(4) 対称性が明らかな形で書き換
えておこう。N = 4 のラグランジアンにおいて、レベルを次のように置く。

k1 = k, k2 = −k, (419)

このモデルでは (qA1 , ψ1A) が (N,N) 表現に、(qA2 , ψ2A) が (N,N) 表現に属してい
るから、後者の複素共役をとり、(N,N) に属する場を次のようにまとめておくの
がよい。

qi = (qA1 , q2A), Ψi = (ϵABψ
B

2 , ϵ
ABψ1B) (420)

作用は以下の 3 つの和として与えられる。

Skin =

∫
d3x tr

[
kϵµνρ

(
1

2
A1µ∂νA1ρ −

i

3
A1µA1νA1ρ

−1

2
A2µ∂νA2ρ +

i

3
A2µA2νA2ρ

)
−DµqiD

µqi +Ψ
i
γµDµΨi

]
, (421)

Spot =
2

k2

∫
d3x tr

[
− qiqiq

kqjq
jqk +

1

6
qkqiq

iqjq
jqk

+
1

6
qiqiq

jqjq
kqk +

2

3
qiqkq

jqiq
kqj

]
, (422)

SYukawa =− 1

k

∫
d3x tr

[
2ΨiΨ

j
qiqj − 2Ψ

i
Ψjqiq

j −ΨiΨ
i
qjqj +Ψ

i
Ψiqjq

j
]

− 1

k

∫
d3x tr

[
ϵijklΨiqjΨkql − ϵijklΨ

i
qjΨ

k
ql
]

(423)

ポテンシャルは正定値であることが明らかな次の形に書き換えることができる。

Spot = − 2

3k2

∫
d3x tr(Qi

k
j(Qi

k
j)†) (424)
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ただし Q は次のように定義される。

Qi
k
j = T ik

j − 1

2
δjkT

i
l
l +

1

2
δikT

j
l
l, T ik

j = qiqkq
j − qjqkq

i (425)

N = 4 対称性の変換パラメータは SU(2)× SU(2) の双スピノル表現に属してい
る。R-対称性の添え字の上げ下げは次のように行う。

(ξAB)
∗ = ξAB = ϵACϵBDξCD (426)

このパラメータを N = 6 のパラメータに次のように埋め込まれる。

ξij =

(
ϵABξ

BA

ϵABξAB

)
(427)

(426) を用いれば ξij が次の式を満足することが示される。

ξij = −ξji, (ξij)
∗ = −1

2
ϵijklξkl (428)

ただし、SU(4) 不変反対称テンソルは次のように定義する。

ϵABCD = ϵABϵ
CD (429)

作用が SU(4) 不変であるから、(428) を満足する任意の変換パラメータのもとで
作用は不変である。変換則は次のように与えられる。[60, 22, 61]

δqi =
√
2ξjiΨj, (430)

δΨi =−
√
2γµξijDµq

j +

√
2

k
ξij(q

kqkq
j − qjqkq

k)− 2
√
2

k
ξjk(q

jqiq
k), (431)

δA1µ =−
√
2i

k
[ξijγµ(q

iΨ
j
) + ξijγµ(Ψiqj)], (432)

δA2µ =

√
2i

k
[ξijγµ(qiΨj) + ξijγµ(Ψ

i
qj)] (433)

フェルミオンの変換則は次のように書くこともできる。

δΨi = −
√
2γµξijDµq

j −
√
2

k
ξjkQ

j
i
k (434)

ABJM モデルにおいても Gaiotto-Witten理論の場合と同じ方法で二つの U(1)

部分を取り除くことができ、ゲージ群を SU(N1) × SU(N2) とすることができる。
ABJM モデルにおいてゲージ群が SU(2)× SU(2) の場合には 4 つの複素スカラー
場が属するゲージ群の表現 (N,N) が実表現 (2,2) になる。このため、R対称性は
SU(4)×U(1)B から SO(8) にまで拡大し、超対称性の個数は N = 8 となる。スカ
ラー場とフェルミオン場が属する表現は以下のようになる。

q : 4+1 + 4−1 = 8v, Ψ : 4+1 + 4−1 = 8s. (435)
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これは A4 代数の BLG モデル [1, 2, 3, 4, 5]に他ならない。
最後に N = 5 理論 [22]について述べておこう。N = 5 理論を得るためには、

§4.9で考えた SO(N) と Sp(N/2) を含むクイバーCS理論のクイバーの周期を 2に
取ればよい。すなわちゲージ群を Sp(k)× SO(N)に取ればよい。（図 19 (b)）この
とき大域的対称性は Sp(2) ∼ SO(5) に拡大し、それに伴い超対称性は N = 5 に
なる。スカラー場とフェルミオンは Sp(2) の次の表現に属する。

(2,1) + (1,2) = 4, (1,2) + (2,1) = 4. (436)

この理論は ABJM モデルの射影として与えることもできる。すなわち、スカラー
場 qiaα に対しては次の射影を行う。

(q)ia
α = ωijΩ

abδαβqjbβ (437)

ただし、ω, Ω, δ はそれぞれ Sp(2), Sp(k), SO(N) の不変テンソルである。

5 AdS4/CFT3

5.1 一般の AdS4 古典解について

AdS4/CFT3について議論する準備としてAdS4×X7の構造をもった 11次元超重
力理論の古典解について考えよう。X7 は 7次元 Einstein多様体である。AdS4×X7

の計量は次のように与えられる。

ds2 =
R2

4

z2
(ηµνdx

µdxν + dz2) +R2
7ds

2[X̃7] (438)

ただし X̃7 はリッチテンソルがRij = 6gij と与えられるように X7 の大きさを規
格化したものである。X7 を貫くフラックスの本数を N とする。すなわち次のよ
うに N を定義する。 ∮

X7

F7 = 2πN (439)

11 次元超重力理論の運動方程式を解くことによりR4 と R7 を N の関数として与
えることができる。Freund-Rubin 形の ansatz[62]を仮定すると簡単に次の関係式
が得られる。

R7 = 2R4, (440)

TM5 =
2π

(2πlp)6
=

2πN

6R6
7Vol(X̃7)

(441)
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表 9: 3 次元の超対称性と、対応する多様体。X7 は 7 次元アインシュタイン空間
である。超対称性の数は Q の個数（即ち S は含まない）で与えてある。

SUSY X7 cone over X7

N = 1 weak G2 Spin(7)

N = 2 Sasaki-Einstein Calabi-Yau

N = 3 tri-Sasakian hyper-Kähler

N ≥ 4 locally S7 Locally flat

内部空間 X7 の構造によって、超対称性がどれだけ残るかが決まる。表 9にそ
の関係を与えておく。
X7 を内部空間であるとして 11 次元超重力理論をコンパクト化すると次の 4 次
元重力理論の作用が得られる。

S =
1

2κ24

∫
d4x

√
−g
(
R +

12

R2
4

)
+ · · · (442)

宇宙定数はこの作用から得られるアインシュタイン方程式の解である AdS 空間の
半径が R4 になるように決めた。ニュートン定数は 11 次元の超重力理論のアイン
シュタイン項が 2π(2πlp)

−9
√
−gRと与えられることを用いれば次のように決まる。

1

2κ24
=

2πVol(X7)

(2πlp)9
=

2π

R2
7

(
N3

63Vol(X̃7)

)1/2

(443)

4 次元超重力理論の作用 (442) とGKP-Witten 関係式 [63, 64]を用いて境界上
の CFTのエネルギー運動量テンソル T の相関関数を計算してみよう。ここでは
数係数やテンソル添え字などを無視した大雑把な議論を行い、N への依存性を見
ることにする。共形対称性より相関関数の座標依存性は次のように決まる。

⟨T (x)T (y)⟩ ∼ c

|x− y|6
(444)

c は次元を持たない数係数で、これが N にどのように依存するかということがこ
こでの問題である。GKP-Witten 関係式

⟨e
∫
d3xhT ⟩CFT = eS[g] (445)

は、CFT における相関関数を超重力理論の作用を用いて与える式である。右辺の
S[g] は、境界において g ∼ g0 + h となるような古典解を作用に代入したものであ
る。二点関数の部分を取り出せば

⟨TT ⟩CFT =
δ2S

δhδh

∣∣∣∣
h=0

(446)
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となる。
ここで、右辺は明らかに作用の overall factor 1/2κ24 を含む。そしてニュートン
定数以外に用いることができる次元を持つパラメータは宇宙定数として現れる R4

だけである。従って

c ∼ R2
4

κ24
∼ R2

4R
7
7Vol(X̃7)

κ211
∼ N3/2

Vol1/2(X̃7)
(447)

となり、これは有効な自由度の数が N3/2 に比例することを意味している [65]。こ
れを場の理論側で証明することは難しく、いまだに成功していない。
一般に、演算子の共形次元 λ と、対応する AdS4 上の場の質量 M の間には次
の関係がある。

λ = R4M. (448)

実際にこの関係によって超重力理論側で予想される結果が場の理論側の解析と合っ
ていることを、メソン演算子と Kaluza-Klein モード、バリオン演算子と wrapped

M5-ブレーンの対応などについていくつかの具体例で見てみよう。

5.2 N = 6 (S7/Zk)

ABJM 理論の重力双対の内部空間 S7/Zk 上のKaluza-Klein モードとメソン演
算子の対応について見てみよう。11 次元の超重力理論の S7 コンパクト化におけ
る Kaluza-Klein モードについては [66]で調べられているが、ここでは詳しい解析
は行わず、大雑把な議論だけにとどめる。
S7 上の Kaluza-Klein モードの質量 MKK はその半径の逆数の整数倍として

MKK = n/R7 与えられる。(440) の関係式R7 = 2R4 を用いれば、

λ =
R4

R7

n =
1

2
n (449)

となる。これはスカラー場の共形次元が 1/2 であり、メソン演算子の次元はその
整数倍になることに対応している。
もう少し丁寧な解析を行おう。まず N = 2 の部分代数に注目しその部分代数の
意味でのプライマリー演算子を捜してみよう。ABJMモデルを N = 2 のクイバー
ゲージ理論として表すと、図 7のクイバー図形で表される。R-対称性は見かけ上
次のように分解される。

SU(4)R → SU(2)× SU(2)× U(1)R. (450)

最後の U(1)R が N = 2 部分代数の R-対称性である。二種類のカイラル超場 Ai
と Bi はそれぞれ異なる SU(2) で変換される。
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(277)によって定義されるものポール演算子 mはABJMモデルの場合には U(N)1
の基本表現添え字を k 個、U(N)2 の反基本表現添え字を k 個持っている。

ma1···ak
b1···bk (451)

N = 1 の場合にはM = m = eia であり、その U(1)×U(1) チャージがレベルと同
じ、すなわち (k,−k) である。
カイラル多重項のスカラー成分とモノポール演算子 m について、共形次元、や

R-電荷などを表 10にまとめておく。演算子 m が共形次元などに寄与しないこと

表 10: ABJM モデルに現れる基本的なプライマリー演算子。ゲージ不変なプライ
マリー演算子はこれらを組み合わせることで構成される。

(U(1)× U(1))gauge SU(2)× SU(2) R ∆

Ai (1,−1) (1
2
, 0) 1

2
1
2

Bi (−1, 1) (0, 1
2
) 1

2
1
2

m (k,−k) (0, 0) 0 0

は動径量子化法 [32, 33]を用いて示すことができる。
これらを組み合わせることによりゲージ不変なプライマリー演算子を次のよう
に与えることができる。

O = m(b−a)/kAaBb. (452)

モノポール演算子のべきが整数でなければならないので、

a− b ∈ kZ (453)

でなければならない。(452) では省略したが Ai や Bi は SU(2) 添え字を持つため、
この演算子は SU(2)×SU(2)対称性のスピン (a/2, b/2)表現に属する。共形次元は

λ =
1

2
(a+ b) (454)

である。
これらのプライマリー演算子を本来の SU(4)R 対称性の表現へと拡張すると、次
のようになる。

O = m(b−a)/kf j1···jbi1···ia q
i1 · · · qiaqj1 · · · qjb (455)

ただし qi は Ai と (Bi)
† を組み合わせた SU(4)R 4 重項である。係数 f はトレー

スレスで、上付き、下付きそれぞれの添え字に対して完全対称なテンソルであり、
SU(4)R の表現 (a, 0, b) に属している。ディンキン図は図 20に与えられている。

85



...

...

1 2 b

1 2 a

図 20: SU(4)R の表現 (a, 0, b) のディンキン図形

これに対応する S7/Zk 上の Kaluza-Klein モードを見てみよう。ここでは議論
を簡単にするために、S7 上の零質量のスカラー場 ϕ を考える。11 次元超重力理
論にはスカラー場は含まれないから、この計算は近似としてしか意味を持たない
ことに注意すること。解くべきラプラス方程式は

(4∆AdS4 +∆S7)ϕ = 0 (456)

である。ただし ∆AdS4 と ∆S7 は半径が 1 の AdS および S7 上のラプラシアンで
あり、第１項に 4 という係数があるのは R4 と R7 の間の関係 (440) のためであ
る。次のような ansatz をおく。

ϕ = zλf (a,b)(θ) (457)

ただし θ は S7 上の座標であり、座標 z は (438) にある、AdS の半径方向の座標
である。f (a,b) は S7 上の球面調和関数であり、S7 を含む C4 上の座標を zi とす
ると次のように与えることができる。

f (a,b) = f j1···jbi1···ia z
i1 · · · ziazj1 · · · zjb (458)

Zk は zi と zi に逆位相で作用する。従って関数 f (a,b) には次のように作用する。

f (a,b) → ω
(a−b)
k f (a,b). (459)

従って、Zk のもとでの不変性が条件 (453) を与える。波動関数 (457) をラプラス
方程式 (456) に代入すると次の式が得られる。

4λ(λ− 6) = (a+ b)(a+ b+ 6) (460)

従って、λ や a+ b が十分大きい場合には

λ =
a+ b

2
+ 3. (461)

という関係式が得られる。上でも述べたように、スカラー場を用いて得られたこ
の結果は近似であり、定数部分は意味がない。より詳しい解析によれば、δgµµ, δg

i
i,

δAµνρ のある線形結合から次のモードが現れることが示される。

λ =
a+ b

2
. (462)
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詳しくはレビュー [67]やそこに乗っている参考文献などを参照すること。以上の
解析は演算子 (455) の次元や表現を再現している。
次に、バリオン的演算子について考えてみよう。これは次のように定義される。

Bi1···iN = ϵa1···aN ϵ
b1···bN (qi1)a1aN · · · (qiN )aNbN (463)

これは SU(4)R 対称性の SymN 4 表現に属しており、共形次元

λ =
N

2
(464)

を持つ。AdS/CFTにおけるこのようなバリオン演算子については [68]において議
論されている。そこでは共系次元がブレーンの質量によって再現されること、そ
のブレーンの集団運動の量子化によって縮退度も計算できることが示されている。
ここでは共系次元のみについて確認する。
一般に CFT におけるバリオン演算子は AdS 側では内部空間のサイクルに巻き
ついたブレーンとして表される。そこで S7/Zk にどのようなサイクルがあるかを
調べよう。S7/Zk は CP3 上の S1 ファイバー束として与えることができるから、
CP3 のホモロジーHi(CP3,Z) が

H0 = Z, H1 = 0, H2 = Z, H3 = 0, H4 = Z, H5 = 0, H6 = Z. (465)

と与えられることと、Gysin 完全系列

σ→ Hn+1(CP3)
g→ Hn−1(CP3)

f→ Hn(S
7/Zk)

σ→ Hn(CP3)
g→ Hn−2(CP3)

f→
(466)

を用いて導くことができる。ただし σ はファイバー束からベースへの射影、g は
オイラークラスのポアンカレ双対 (Dirac 弦のようなもの) との交差、f はファイ
バーを付け加える操作を表す。g で用いられるサイクルは H4(CP3) の生成元の k

倍である。その結果Hi(S
7/Zk,Z) は次のように与えられる。

H0 = Z, H1 = Zk, H2 = 0, H3 = Zk,
H4 = 0, H5 = Zk, H6 = 0, H7 = Z. (467)

バリオン演算子と関係するのは H5 = Zk である。このサイクルに巻きついた M5-

ブレーンをバリオン演算子と同定することができる。H5 の生成元に対応する 5-サ
イクルを Σ としよう。Σ は、S7 の中の S5 を Zk で割ったものであり、そのサイ
ズは

Vol(Σ) =
R5

7

k
Vol(S̃5) (468)
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によって与えられる。従って、そこに巻きついた M5-ブレーンに対応する演算子
の次元は

λ = R4TM5Vol(Σ) =
πN

6

Vol(Σ̃)

Vol(X̃7)
(469)

ただし、Vol(Σ̃) = R5
7Vol(Σ) はサイズが規格化された多様体 X̃7 上でのサイクル

の体積である。最後の表式を得るのに (440) と (441) を用いた。Σ も X7 もどち
らも Zk で割られるので、この値は k に依存しない。球面の体積は、以下のよう
に与えられる。

Vol(S̃1) = 2π, Vol(S̃2) = 4π, Vol(S̃3) = 2π2, Vol(S̃4) =
8π2

3
,

Vol(S̃5) = π3, Vol(S̃6) =
16π3

15
, Vol(S̃7) =

π4

3
. (470)

これを用いると、(469) は次のようになる。

λ =
πN

6

Vol(S̃5)

Vol(S̃7)
=
N

2
. (471)

これはちょうどバリオン演算子の次元を再現している。
H5 = Zk であるということは、バリオン演算子が k 個集まるとメソン演算子の
積に分解できることを意味している。実際に (278) の関係を用いると次のような
分解が可能である。

M−1Bk = (m−1qk)N (472)

IIA 型弦理論の立場ではこの式の左辺はH4(CP3) = Z のサイクルに巻きついた k

枚の D4-ブレーン、右辺は N 個の D-粒子に対応している。上記の Gysin 完全系
列の 5-サイクルに関係する部分

H6(CP3)
g→ H4(CP3)

f→ H5(S
7/Zk)

σ→ 0 (473)

はまさにこのような分解が可能であることを表している。すなわち、この完全系
列は「S7/Zk の 5-サイクルに巻きついたM5-ブレーンは大まかには CP3 の 4-サ
イクルに巻きついた D4-ブレーンと同一視できるが、D4-ブレーンは k 枚集まる
とNS5-ブレーンインスタントンを用いて解くことができる。」と読むことができ
る。（N 個の D-particle が生成されることを示すにはNS5インスタントンと背景
の RR フラックスの結合を考慮する必要がある。）
S7/Zk には (467) にあるように 3 サイクルが存在しているので、そこに M5-

ブレーンをまきつけることによって分数的 M2-ブレーンを実現することができる
[69]。これは、Klebanov-Witten 理論の場合同様に、二つのゲージ群のサイズの
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差 N1 − N2 を表す自由度であるとみなすことができる。N1 と N2 はブレーン構
成においては二枚のブレーンの間に張った D3-ブレーンの枚数である。注意しな
ければならないのは、NS5-ブレーンと (k, 1) 5-ブレーンの位置を入れ替えると、
Hanany-Witten 効果 [70]によって k 枚の D3-ブレーンが生成されるという点であ
る。このため、ブレーンの入れ替えはブレーンの枚数を次のように変化させる。

↔ (N2, 2N2 −N1 + k) ↔ (N1, N2) ↔ (2N1 −N2 + k,N1) ↔ (474)

特に二つのゲージ群のサイズの差に注目すると、

↔ N1 −N2 − k ↔ N1 −N2 ↔ N1 −N2 + k ↔ (475)

のように、ブレーンの入れ替えによって k だけ変化する。このことは、分数的
M2-ブレーンの枚数が mod k でのみ定義できることを意味している。このこと
は S7/Zk のホモロジーH3 = Zk と対応している。

5.3 N = 4 ((S7/(Zp × Zq))/Zk)

N = 4 CS理論のモジュライ空間は (397) に与えられている。これより、対応す
る内部空間が

X7 = (S7/(Zp × Zq))/Zk (476)

によって与えられることが分かる。このオービフォールドのホモロジー Hi(X7,Z)
は [71]において調べられ、次のように与えられることが分かっている。

H0 = Z, H1 = Zk, H2 = Zp+q−2, H3 = (Zq−1
kp × Zp−1

kq × Zkpq)/(Zp × Zq),
H4 = 0, H5 = Zp+q−2 × Zk, H6 = 0, H7 = Z. (477)

5-サイクルに巻きついたM5-ブレーンとバリオン演算子の対応、3-サイクルに巻
きついたM5-ブレーンと CS 理論における Seiberg 双対性 [72, 73]の対応などは
ABJM モデルの場合と同様に調べることができる [71]。p = q = 1 の場合には
ABJM モデルに帰着する。
ABJMモデルにはないこの理論の特徴として、(467)には無かった 2-サイクルが
存在しているという点が挙げられる。これら 2-サイクルに巻きついたM2-ブレーン
はモノポール演算子のうちの対角的でないものに対応している [71]。CS 理論にお
けるモノポール演算子のスペクトルと 2-サイクルに巻きついた M2-ブレーンとの
比較は [74]において部分的に行われ、スペクトルが一致していることが示された。
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5.4 N = 2 (Q1,1,1)

次に、N = 2 の超対称性を与え、CFT 側で量子効果が重要となるような非自
明な例を見てみよう。AdS 側ではこれは S7 のオービフォールドではない Sasaki-

Einstein 多様体を取ることを意味する。そのような多様体としては長い間等質な
ものだけが知られていたが、最近そうではない多様体の例がいくつか知られるよ
うになった。たとえば Y p,k と呼ばれる、無限個の多様体の系列について [75] にお
いて調べられている。しかしここでは最も簡単な等質多様体の一つであるQ1,1,1 に
ついて見てみる。この多様体についてのAdS/CFT対応は他の等質多様体ととも
に [76]で詳しく調べられている。
AdS5/CFT4 において、C3 およびそのオービフォールド以外の背景時空の初
めての例は Klebanov-Witten[77] によって提案された conifold である。この例は
AdS/CFTの理解に大きな役割を果たした。conifoldは次のように定義される 5次
元 Sasaki-Einstein 多様体 T 1,1 上の cone として表すことができる。

T 1,1 =
SU(2)× SU(2)

U(1)
. (478)

7 次元 Sasaki-Einstein 多様体である Q1,1,1 はこの拡張として次のように与えら
れる。

Q1,1,1 =
SU(2)× SU(2)× SU(2)

U(1)× U(1)
(479)

これは S2 × S2 × S2 上の S1 ファイバー束であり、それぞれの S2 上の Chern ク
ラスが 1 であるようなものである。アイソメトリーは

SU(2)3 × U(1)R (480)

である。最後の U(1) は R 対称性である。Zn ⊂ U(1)R によるオービフォールドと
して等質多様体 Qn,n,n を得ることができるが、これは超対称性を残さないので、
ここでは Q1,1,1 だけを考えることにする。
対応する cone は 6 個の場 (a1, a2, b1, b2, c1, c2) と二つの U(1) ゲージ群を持つ

GLSM によって与えることができる。電荷行列は次のように与えられる。

QaI =

(
1 1 −1 −1 0 0

0 0 1 1 −1 −1

)
(481)

この電荷行列から、トーリック図形 (図 21)が直ちに得られる。6 Klebanov-Witten

理論の場合には、対応するゲージ理論は conifold を GLSM で表し、そのゲージ群
を一般の U(N) に格上げし、超ポテンシャル

W ∼ ϵikϵjl tr(A
iBjAkBl) (482)

6生成演算子を例えば O1 = a1/a2, O2 = b1/b2, O3 = a2b2c2, O4 = a1b1c1a2b2c2 のように取っ
て §3.6に与えた手続きを踏めばよい。
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(0,−1,1)
(0,0,1)

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,0)

(−1,0,1)

図 21: Q1,1,1 のトーリック図形

を導入することで構成することができた。この超ポテンシャルは N = 1 の場合に
は恒等的に 0 になるが、一般の N の場合には正しいモジュライ空間を与えるため
に不可欠である。
Q1,1,1 の場合についても、GLSM 場 ai, bi, ci を双基本表現の N ×N 行列場 Ai,

Bi Ci に格上げし、図 22のようなクイバーゲージ理論にすればよさそうに思われ
る。しかしこの場合にはモジュライ空間を正しく与えるための拘束条件を F -term

Ai

Bi

Ci

図 22: Q1,1,1 を与えそうなクイバーゲージ理論

条件として与えるような超ポテンシャルを与えることができない。ためしに次の
ような超ポテンシャルを書いてみよう。

W ∼ ϵilϵjmϵkn tr(A
iBjCkAlBmCn) (483)

これは Klebanov-Witten理論の場合と異なり N > 1であっても恒等的に 0になっ
てしまう。しかしながらこの点を除けば (22)のクイバーゲージ理論の性質は Q1,1,1

の構造とうまく合致しているように思われる。CS理論を用いることでこの問題が
どのように解決されるかはあとで述べる。
メソン演算子と Kaluza-Klein モードの対応を見ておこう。
コンフォーマル代数を用いるとRチャージ n のカイラルプライマリー演算子の
共系次元 λ に対して

λ = n (484)

が成り立つはずである。
S1 方向へのアイソメトリーが R 対称性であるから、Rチャージ n のメソン演
算子は S1 方向のKaluza-Klein モードの n 番目のレベルに対応しているはずであ
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る。従って関係式 (484) は S1 の半径が AdS 半径 R4 に一致することを示唆して
いる。（このような議論は Klebanov-Witten 理論の場合にも行うことができた。）
実際にそうなっていることを確かめよう。そのためにまず Q̃1,1,1 （すなわち条件
(Rij = 6gij) によって大きさを規格化した Q1,1,1）の計量を具体的に決めることか
ら始める。
この多様体はそれぞれの S2 に作用する SU(2) 対称性が 3 つと、ファイバーに
作用する U(1) をアイソメトリーとして持つ。このアイソメトリーと、 3 つの S2

に対する入れ替えの対称性を仮定すれば、計量は次のように置く事ができる。

ds2 = R2

3∑
i=1

(dθ2i + sin2 θidϕ
2
i ) + r2(dψ + A)2. (485)

ただし、ψ の周期は 4π であるとし、A は次のように与えられる、それぞれの S2

上でのモノポールゲージ場の和である。

A =
3∑
i=1

cos θidϕi. (486)

一般に、S1 コンパクト化された空間の計量が

ds2 = ds2B + L2(dy + A) (487)

と与えられるとき、リッチテンソルは次のように与えられる。

Rµ̂ν̂ = R
(base)
µ̂ν̂ − L2

2
Fµ̂σ̂Fν̂σ̂, Rµ̂ŷ = −L

2
Dκ̂Fκ̂µ̂, Rŷŷ =

L2

4
Fµ̂ν̂Fµ̂ν̂ . (488)

R(base) はベース空間上の計量を用いて構成されたリッチテンソルである。Fµν の
積分値は座標 y の周期を単位として量子化されることを知っておくと便利である。
この公式を用いて計量 (485)で与えられる多様体上の計量を決定しよう。ベース
空間は半径 Rの S2の直積であるが、それぞれの S2上の場の強さ F2は、S2上の積
分が ψ 座標の周期 4π を与えることからS2 の体積 2-形式 ω2 を用いてF2 = R−2ω2

と与えられる。また、ベース空間は半径 R の S2 の直積であるから、そのリッチ
テンソルは計量の 1/R2 倍に一致する。従って公式を用いて上記の計量に対する
リッチテンソルは次のように与えられる。

Rµ̂ν̂ =
1

R2
δµ̂ν̂ −

r2

2R4
δµ̂ν̂ , Rµ̂ψ̂ = 0, Rψ̂ψ̂ =

3r2

2R4
. (489)

従って、計量がアインシュタインでRMN = 6gMN であるためには、パラメータ r

と R が次の値をとらなければならないことが分かる。

r2 =
1

16
, R2 =

1

8
. (490)
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すなわち、規格化されていない Q1,1,1 における S2 と S1 の半径は

RS1 =
R7

2
= R4, RS2 =

R7√
8
=
R4√
2

(491)

と与えられる。（ψ 座標の周期が 4π であるので S1 の半径は 2R7r であることに
注意。）こうして R1

S = R4 が得られ、その Kaluza-Klein モードに対応する演算子
の共形次元 (484) が再現される。
演算子の縮退度を決定するためにもうすこし丁寧に解析してみよう。Q1,1,1 は

(479) によって与えられるから、この空間上の Kaluza-Klein モードは SU(2)3 ∼
(S3)3 上の調和関数のうち電荷行列 (481) によって指定される U(1)2 で不変なも
のとして与えられる。それぞれの S3 上の調和関数は GLSM 場を用いて与えるこ
とができる。たとえば

f (l,n)(a, a) = f
j1···jq
i1···ip a

i1 · · · aipaj1 · · · ajq (492)

と与えられる。ただし f は上付き、下付きそれぞれの添え字に対して対称であり、
トレースレスなテンソルである。この調和関数の S2 の回転に対する角運動量 l と
S1 の回転に対するチャージ n は p, q と次のように関係している。

l =
1

2
(p+ q), n = p− q. (493)

ここで、S2 上のラプラシアンはこの関数に次のように作用する。

∆n
S2f (l,n) =

[
l(l + 1)− n2

4

]
f (l,n) (494)

n 依存性はラプラシアンが S1 ファイバーのねじれを表すゲージ場 (486) を含む共
変微分を用いて定義されており、f (l,n) はそのゲージ場とチャージ n で結合してい
ることからくる。l ≥ n/2 が成り立つので (494) の右辺に現れる固有値は常に正で
ある。演算子がカイラルであるのは、関数 f が正則である場合、すなわち l = n/2

である場合である。この場合には

∆n
S2f (n/2,n) =

n

2
f (n/2,n) (495)

となり、角運動量 l = n/2 を持つにも関わらずラプラシアンへの l2 オーダーの寄
与が存在しない。
Q1,1,1 上の調和関数はこのような関数 3 つの積として表すことができる。カイ
ラル演算子に対応する波動関数は

ϕ = zλf (n/2,n)(a)f (n/2,n)(b)f (n/2,n)(c) (496)

であり、アイソメトリーの (n
2
,
n

2
,
n

2

)
n

(497)
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表現に属している。Q1,1,1 上のラプラシアンに対する固有値は次のように与えら
れる。

∆Q̃1,1,1ϕ = (3× 8∆n
S2 + 4×∆S1)ϕ = 4n(n+ 3)ϕ (498)

従って、

4λ(λ− 6) = 4n(n+ 3) (499)

となり、n が十分大きいときには (484) が得られる。
上で与えたクイバーゲージ理論において、これらの Kaluza-Klein モードに対応
する演算子を次のように与えることができる。

O = Sym tr(ABC)n (500)

Symは SU(2)3 添え字に対する対称化を意味する。もしそれぞれのカイラル演算子
の R-電荷が 1/3 であれば、この演算子は表現 (497) に属しており、Kaluza-Klein

モードとちょうど対応する。
次に、バリオン演算子について考えよう。もし上記のようなゲージ理論によっ
て Q1,1,1 が記述されるとすると、detA のようなバリオン演算子を作ることができ
る。この共系次元は N/3 になるはずである。これが AdS 側の解析と一致するか
見てみよう。
Q1,1,1 のホモロジーはGysin 完全系列を用いることで簡単に求まる。

H0 = Z, H1 = 0, H2 = Z2, H3 = Z2,

H4 = 0, H5 = Z2, H6 = 0, H7 = Z. (501)

従って、ベッチ数は b2 = b5 = 2 である。これはトーリック図形の表面にある頂点
の数から 4 を引くことによっても得ることができる。（S7 の場合、トーリック図
形は 4 面体であり、ベッチ数は b5 = 4− 4 = 0 である。）
H5 の生成元は二つの S2 と S1 を組み合わせて作ることができる。S2 は 3 つあ
るので、それらから二つを選ぶ組み合わせは 3 とおりあるが、それらのうち独立
なのは二つだけである。バリオン演算子はそれらのサイクルに巻きついた M5-ブ
レーンに対応する。ここから導かれる共形次元は (469) を用いれば

λ =
πN

6

Vol(Σ̃)

Vol(X̃7)
=
N

3
(502)

と与えられる。ただしX7 = Q1,1,1 および Σ の体積

Vol(Q̃1,1,1) = (4πR2)3(4πr) =
π4

8
, Vol(Σ) = (4πR2)2(4πr) =

π3

4
(503)

を用いた。(502) は図 21 クイバーゲージ理論のバリオン演算子の次元に一致する。
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上で述べたように図 21のクイバーゲージ理論は適切な超ポテンシャルを導入で
きないという問題がある。そこで、以前に解説したブレーンタイリングを用いて
Q1,1,1 を与えるクイバー CS理論を構成してみよう。そのためにはまず Q1,1,1 の
トーリック図形を平面に射影する必要がある。図 21でベクトル (1, 1,−1) の方向
に射影を行うと、図 23の (a) に与えたトーリック図形を得る。頂点のそばに書い
た数はもとのトーリック図中での高さを表している。得られた四角形の頂点のう
ち二つはもともと二つの点だったものが重なっている。(b) および (c) には対応す

0,10

10,1
A1
B1

C1

A2
B2

C2 Ai

B2

C2 B1

C1 k

−k

(a) (c)(b)

図 23: (a) Q1,1,1 のトーリック図形を平面に射影したもの (b) 対応するブレーンタ
イリング (c) 対応するクイバー CS 理論

るブレーンタイリングとクイバーCS理論が与えられている。ブレーンタイリング
から読み取ることのできる超ポテンシャルは

W = ϵijAiB1C1AjB2C2 (504)

である。この超ポテンシャルは SU(2)3 対称性を尊重していない代わりに、恒等的
に 0 になることは無く、正しいモジュライ空間を再現する。ゲージ群は U(N)4 で
あり、以前に考えたクイバーゲージ理論の U(N)3 とは異なる。しかし、モノポー
ル演算子は二つの U(N)（図中で点線で結ばれているもの）の双基本表現に属して
いるので、モノポール演算子を通してそれら二つの U(N) ゲージ対称性の添え字
を縮約することができる。これは、ゲージ不変演算子を構成する際にはそれら二
つの U(N) が対角部分群に破れているようにみなせばよい。その結果、クイバー
図形は図 21になり、effective に大域的対称性 SU(2)3 が回復すると期待される。
たとえばゲージ対称性が N = 1 の時には W = 0 であり、ゲージ不変演算子は

Mijk = AiBjCk (505)

の多項式として書くことができる。この 8 個の複素座標の間の関係式を書き下せ
ば、これは次のように書き換えることができる。

ϵijMikmMjln = ϵklMikmMjln = ϵmnMikmMjln = 0 (506)

となる。これは Q1,1,1 を与えている。
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3 次元のトーリック図形を平面に射影する方法は一意的ではない。今度はベク
トル (0, 0, 1) を用いてみよう。すると図 24の (a) にある図形を得る。対応するタ
イリングとクイバー図形を (b) と (c) に与えてある。タイリングから読み取るこ

0

0

1

1

0,1

A1

C1

B2
A2

D2
C2

B1

D1

Ai

Bi

Ci

Di

k

−k

(a) (c)(b)

図 24: (a) Q1,1,1 のトーリック図形を平面に射影したもの (b) 対応するブレーンタ
イリング (c) 対応するクイバー CS 理論

とのできる超ポテンシャルは

W = ϵikϵjlAiBjCkDl (507)

である。従って、A から D までの場のR電荷は 1/2 であると期待される。今度
はモノポール演算子による対称性の破れを考慮しても最初に与えた三角クイバー
理論にはならない。しかしモジュライ空間がやはり Q1,1,1 であることは以下のよ
うにして示される。N = 1 の場合を考えよう。8 個の複素ゲージ不変量 Mijk が定
義できる。

M1ij = BiCj, M2ij = DiAj. (508)

今度は N = 1 であっても超ポテンシャルは 0 にはならず、次の F -term 条件は次
の関係式を与える。

ϵijM1ikM2jl = ϵklM1ikM2jl = 0. (509)

実はこれは (506) と等価であり、Q1,1,1 上の cone を与える。
この理論で一つ問題なのは detA のようなバリオン演算子の共形次元がN/2 に
なり、AdS 側の解析とつじつまが合っていないことである。

6 おわりに
このノートでは主に超対称性を持つCS理論の作用の構成と、そのモジュライ空
間の導出方法について見てきた。これらのことは弦理論を用いた場の理論の解析
の第１歩に過ぎない。
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AdS/CFT を用いると、CS理論が持つであろういろいろな性質を予想すること
ができる。たとえば、このノートでもいくつかの例を挙げたように、共形場理論に
おいて最も基本的な物理量である演算子の共系次元は、少なくともプライマリー
演算子については、重力側の内部空間の計量などが分かっていればカルツァクラ
インモードの解析などにより厳密な値を予想することができる。同様の解析は 3

次元 CFT だけではなく 4 次元 CFT でも行うことができたが、4 次元の場合に
は、弦理論を用いない、純粋に場の理論的な解析からも同様の結果を得ることが
でき、AdS/CFT のチェックとして大きな役割を果たした。この成功は、a-最大化
法 [78]や厳密な β-関数 [79]などといった、大きな量子効果を系統的に扱う方法が
開発されたことに大きく依存している。これに比べると 3 次元の CFT に於ける
解析手法はまだ確立されていない。
このほかにも、弦理論、あるいはM理論側での解析は 3 次元 CFT に対する多
くの情報（たとえばこれまでに知られていなかった双対性の存在など）を与えて
くれる。これらの情報それぞれに対して、場の理論的な解釈、意味づけを与えて
いくことは、3 次元ゲージ理論のダイナミクスを理解していくうえでたいへん重
要である。近い将来このノートにまとめたようなCS理論とM2ブレーンの関係を
通して、3 次元ゲージ理論における何らかの進展があることを期待したい。
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