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概 要

4 次元 N = 1 超重力理論の作用の構成法についてのノートです。計算間違いがあっ
たら教えてください。
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第I部

4 次元 N = 1 超重力理論



第1章 大域的超対称性

1.1 超場形式

2 次元の場の理論（dual model）において提案されていた超対称性にアイデアを
得て、Wess と Zumino は 4次元時空における超対称性を持つ理論を初めて構成した
[13]。（正確には、この論文で議論されているのはN = 1 超共形対称性である。）この
論文では、4 次元の大域的超対称性のもとで不変な作用を構成するのに必要なことが
ほぼ全て与えられている。すなわち、基本となる多重項（カイラル多重項、ベクトル

多重項）と、それらの積を取るルールが与えられ、また、カイラル多重項の F 成分

とベクトル多重項の D 成分が表面項を除き超対称不変であり、超対称ラグランジア

ンとして採用できることが述べられている。そのような処方を用いて、彼らはカイラ

ル多重項およびベクトル多重項の自由場の作用を与え、相互作用を持つモデルも [15]
において具体的に構成している。これらの構成法では、多重項を成分場の集合として

扱うテンソル計算法（tensor calculus）の方法が取られていた。その後まもなくこれ
を簡単化する「超場形式」が Salam と Strathedee によって提案された。[7] 以下で
はこの超場形式を用いた作用、超対称変換則の構成法について簡単に述べる。

平坦な 4 次元ミンコフスキー時空上の大域的な超対称性は次の超ポアンカレ代数
によって定義される。

[Mmn,Mpq] = Mmqηnp −Mmpηnq −Mnqηmp +Mnpηmq,

[Mmn, Pp] = Pmηnp − Pnηmp,
[Pm, Pn] = 0,

[Pm, Qa] = 0,

[Mmn, Qa] = −1
2

(γmn)abQb,

{Qa, Qb} = −2(γm)abPm. (1.1)

ただし、(1.1) に現れる M , P , Q は場に作用する変換記号であると解釈する。この
ような代数の表現を構成する効率的な方法は変換 P と Q が「並進対称性」として実

現できるような空間を定義し、これらの変換をその上の微分演算子として実現するも

のである。そのような空間として P と Q で生成される群多様体を用いることができ
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る。P と Q で生成される超ポアンカレ群の元を

g(xm, θa) = exp(xmPm + θaQa) (1.2)

と置こう。左から微小変換 εmPm+ξaQa を作用させたものは、超空間の座標 (xm, θa)
に作用する微分演算子 P̃m と Q̃a を用いて

(εmPm + ξaQa)g(xm, θa) = (εmP̃m + ξaQ̃a)g(xm, θa) (1.3)

のように書き換えることができる。上記の交換関係を用いると、微分演算子の具体形

が次のように得られる。

P̃m = ∂m,

Q̃a = ∂a + (γm)abθb∂m. (1.4)

これは g(xm, θa) に対する微小変換を生成するが、超空間上の一般の超場 V (xm, θa)
に対しても

(εmPm + ξaQa)V (xm, θa) = (εmP̃m + ξaQ̃a)V (xm, θa) (1.5)

によって P 変換と Q 変換を定義することにより、V の上でも超ポアンカレ代数を成

り立たせることができる。

代数の生成子 Pm、Qa と微分演算子 P̃m、Q̃a は同じ交換関係を満足しないことに

注意しよう。一般に、（反）交換関係

OXOY − (−)XYOYOX = fXY
ZOZ (1.6)

を満足する graded 代数の生成子 OX に対応する微分演算子を ÕX とするとき、ÕX
のなす交換関係は

ÕXÕY − (−)XY ÕY ÕX = −fXY ZÕZ (1.7)

のように (1.6) とは負号が逆転する。この理由は、複数の変換が連続して場に作用し
たとき、それを微分演算子で書き換えると、

OXOY V = OXÕY V = (−)XY ÕYOXV = (−)XY ÕY ÕXV (1.8)

のように順序が入れ替わるためである。

回転 M を微分演算子として表すためには、上で与えた超空間の定義（P と Q に

よって生成される超ポアンカレ群の部分群）を少し変形して、超ポアンカレ群 G の

ローレンツ群 H による右商集合として定義すればよい。超ポアンカレ群の元は (1.2)
で定義した g(xm, θa) を用いて

g(xm, θa, φmn) = g(xm, θa) exp(
1
2
φmnMmn) (1.9)
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と与えることができる。そしてM によって生成されるローレンツ群 H による右商

集合は、単に φmn という座標を無視することを意味する。(1.9) に対する P と Q の

左作用は以前と同じ微分演算子 P̃ と Q̃ を用いて (1.3) によって与えられる。また M

の左作用は、商集合の上では微分演算子 M̃ を用いて次のように書き換えることがで

きる。
(

1
2
σmnMmn

)
g(xm, θa) =

1
2
σmnM̃mng(xm, θa) + g(xm, θa)

(
1
2
σmnMmn

)
(1.10)

右辺第２項は右商集合においては無視できる項である。微分演算子 M̃mn は次のよう

に与えられる。

M̃mn = −(xm∂n − xn∂m)− 1
2
θb(γmn)ba∂a (1.11)

超対称変換を超空間上の場ではなく、通常のミンコフスキー時空上の場の変換則と

して与えるには、超場 V をスピノル座標 θ で展開することにより成分場を定義し、

変換則 (1.5) を成分場に対する変換に読み替えればよい。グラスマン数は同じものを
二つ以上かけると 0 になるので、θ による展開は有限項で終わる。ここでは次のよう
に成分場を定義する。

V = B + (θLηL) + C(θLθL)

+(θRηR) + i(θLγmθR)vµ + i(θLθL)(θRλ′R)

+C∗(θRθR)− i(θRθR)(θLλ′L) +
1
2

(θLθL)(θRθR)D′ (1.12)

ここでは V は複素超場でよい。その場合 C と C∗ は互いに複素共役ではない独立な

複素場であり、ηL と ηR、λ′L と λ′R も互いに独立なワイルスピノルになる。V = V ∗

を満足する実ベクトル超場の場合にはこれらの対は互いに複素共役になる。成分場

λ′L、λ
′
R、D

′ にプライムを付けたのは、このすぐ後に導入される、より便利な成分場

の定義と区別するためである。

それぞれの成分場は、微分演算子を用いて次のように抜き出すことができる。

V |θ=0 = B,

∂aV |θ=0 = ηa,

1
4
∂a∂

aV |θ=0 = C,

1
4
∂a∂

aV |θ=0 = C∗,

∂a∂bV |θ=0 = i(γm)abvm,
1
4
∂b∂

b∂aV |θ=0 = iλ′a,

1
4
∂b∂

b∂aV |θ=0 = −iλ′a,
1
4
∂a∂b∂

b∂aV |θ=0 = 2D′. (1.13)

7



展開式 (1.12) に対して微分演算子 ξaQ̃a を作用させることにより、それぞれの成分

場の超対称変換 δQ = ξaQa は次のように得られる。

δQB = ξη,

δQηL = γmξR∂mB + 2CξL + iv\ξR,
δQηR = γmξL∂mB + 2C∗ξR − iv\ξL,
δQC =

1
2
ξR∂\ηL + iξRλ

′
R,

δQC
∗ =

1
2
ξL∂\ηR − iξLλ′L,

δQvm = − i
2
ξγ5γ

kγm∂kη + ξγmλ
′,

δQλ
′
L = iγmξR∂mC

∗ +
1
2
γmγnξL∂nvm + iξLD

′,

δQλ
′
R = −iγmξL∂mC +

1
2
γmγnξR∂nvm − iξRD′,

δQD
′ = iξγ5γ

m∂mλ
′. (1.14)

展開式 (1.12) に対して微分演算子 ξaQ̃a を作用させる方法は、全ての成分場の変換

則を一度に与える。どれか一つの成分場についてのみ変換則を得たい場合には、変換

則の式 (1.5) に (1.13) のように微分演算子を作用させることでほしい成分を抜き出せ
ばよい。

P 変換やM 変換のもとでの変換則も同様に得ることができる。P 変換 δP = εmPm

は任意の成分場に対して同じ変換則

δPφ = εm∂mφ (1.15)

を与える。M 変換則 δM = (1/2)σmnMmn については (1.11) を用いることにより

δMB = −σmnxm∂nB,
δMη = −σmnxm∂nη − 1

4
σmnγmnη,

δMvk = −σmnxm∂nvk − σklvl. (1.16)

が得られる。M 変換は場のスピンにのみ依存するので、C、C∗、D は B と、λ は η

と同様に変換される。

超空間上の共変微分演算子は超対称変換を与える微分演算子 Q̃α と反可換な微分演

算子として次のように定義される。

Da = ∂a − (γm)abθb∂m (1.17)

この微分演算子は次の反交換関係を満足する。

{Da, Db} = −2(γm)ab∂m, {Da, Q̃b} = 0. (1.18)
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微分演算子 Da と Q̃a の幾何学的な意味について少し述べておこう。あとで超重力

理論を扱う場合には、zM = (xµ, θα) を座標とする超空間上に多脚場 EM
A やスピン

接続 ΩMA
B を導入する。ここでは、大域的な超対称性を記述するような平坦な超空

間についてのみ考える。この場合スピン接続は 0 である。しかし注意しなければなら
ないのは、超空間上では一般に捩率が 0 ではないという点である。
二つの超対称変換に対するベクトル場を V および V ′ と置こう。すなわち

ξaQ̃a = VM∂M , ξ′aQ̃a = V ′M∂M . (1.19)

このとき、これがアイソメトリーである、すなわち、生成する座標変換が多脚場を変

化させないための条件は

δEM
A = DMV

A + V NTNM
A = 0. (1.20)

V ′ についても同様である。これを用いると、

[ξQ̃, ξ′Q̃] = [VM (∂MV ′N ) + V ′M (∂MV N )]∂N = −VMV ′KTKMN∂N (1.21)

この右辺が (2ξγmξ′)∂m に等しくなければならないから、捩率は 0 ではあり得ない。
捩率は、多脚場を用いて TA = DEA によって定義されるが、捩率が 0 で無いという
ことは、超空間上の多脚場は定数ではなく、座標依存性を持つことを意味している。

この依存性は、上記の共変微分の形から読み取ることができる。共変微分に対応する

ベクトル場を X とする。すなわち

εaDa = XM∂M (1.22)

によってベクトル XM を定義する。Da が Qa と可換であるということは、ベクト

ル XM が VM によって生成される座標変換で不変であること、すなわち

δXA = VMDMX
A (1.23)

が成り立つことを意味している。スピン接続は 0 であるから、XA が座標に依存しな

い定数であればこの条件は満足される。この定数を (1.22) に現れたパラメータ εa と

同一視すれば、XM = εaEa
M であり、共変微分演算子は多脚場を用いて次のように

与えることができる。

Da = Ea
M∂M . (1.24)

これだけではなく、xm 座標に対する並進演算子 P̃m = ∂m も Q̃ と可換であるから、

同様の考察から次のように与えることができる。

∂m = Em
M∂M . (1.25)
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共変微分の具体形 (1.17) を用いると、多脚場の成分は次のように決まる。

Ea
β = δβa , Ea

µ = (γµθ)a, Em
β = 0, Em

µ = δµm. (1.26)

この逆行列も与えておこう。

Eα
b = δbα, Eα

m = −(γmθ)α, Eµ
b = 0, Eµ

m = δmµ . (1.27)

あるいは、微分形式で表せば、

Em = dxµ + dθa(γm)abθb, Ea = dθa. (1.28)

以下の計算では、このような多脚場を用いた表示は必要ではなく、微分演算子の具体

形 (1.17) だけを知っておけば十分である。しかし、∂α と Da のそれぞれのスピノル

添え字が幾何学的に異なるものであること（前者は大域座標の添え字であり、後者は

局所座標の添え字であること）を押さえておくことは、超空間上の共変性を議論する

際に必要である。

上記の多脚場を用いて捩率を求めると、TMN
A および TBC

A の成分のうち 0 でな
いのは、つぎのものだけである。

Tαβ
m = 2(γm)αβ , Tab

m = 2(γm)ab (1.29)

上で述べたように、捩率のこの成分は Q 同士の反交換関係が P になることを表して

いる。

成分場の定義 (1.13) を、共変微分を用いた次のものに置き換えるのもしばしば便
利である。

V |θ=0 = B,

DaV |θ=0 = ηa,

1
4
DaD

aV |θ=0 = C,

1
4
DaD

aV |θ=0 = C∗,

1
2

[Da, Db]V |θ=0 = i(γm)abvm,

1
4
DbD

bDaV |θ=0 = iλa,

1
4
DbD

bDaV |θ=0 = −iλa,
1
4
DaDbD

bDaV |θ=0 = 2D. (1.30)

共変微分を用いて成分場を定義する際には、微分の順序に気をつけなければならない。

最後の D の定義において、微分の順序をこのように取ったのは次の式が成り立つか

らである。

DaDbD
bDaV = DaDbD

bDaV (1.31)
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この関係式のおかげで、超場 V が実であるときに成分場 D も実になる。以前の定義

と異なるのは次の成分のみである。

λ′L = λL +
i

2
γm∂mηR,

λ′R = λR − i

2
γm∂mηL,

D′ = D +
1
2
∂m∂

mB. (1.32)

上記のように共変微分を用いて成分場を定義しておくと、成分場の超対称変換を微

分演算子 Q̃α を用いずに共変微分だけで表すことができる。すなわち、ある成分場が
φ = D · · ·DV |θ=0 と与えられたときに、その超対称変換が次のように与えられる。

δQφ = D · · ·DδQV |θ=0

= D · · ·DξaQ̃aV |θ=0

= ξaQ̃aD · · ·DV |θ=0

= ξaDaD · · ·DV |θ=0 (1.33)

Q̃a が共変微分と反可換であることと、θ = 0 では Q̃a と Da が一致することを用

いた。

変換則も λ および D を用いて書いたものを改めて与えておこう。

δQB = ξη,

δQηL = γmξR∂mB + 2CξL + iv\ξR,
δQηR = γmξL∂mB + 2C∗ξR − iv\ξL,
δQC = ξR∂\ηL + iξRλR,

δQC
∗ = ξL∂\ηR − iξLλL,

δQvm = −iξγ5∂mη + ξγmλ,

δQλL = −1
2
γmnξLFmn + iξLD,

δQλR = −1
2
γmnξRFmn − iξRD,

δQD = iξγ5γ
m∂mλ. (1.34)

ただし、Fmn は次のように定義される。

Fmn = ∂mvn − ∂nvm. (1.35)

1.2 カイラル超場

超場 V は超対称代数の表現を与えるが、それは規約表現というわけではなく、適当

な拘束条件を課すことによってより小さな、基本的表現を定義することができる [17]。
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一般のスピンを持つ超場の場合に超場からその既約成分を取り出すためにどのような

拘束条件を課せば良いかということは [18]で詳しく論じられている。
カイラル超場は次の拘束条件によって定義される [3]。

DaΦ = 0 (1.36)

Da は超対称変換と可換であるから、この拘束条件は超対称変換によって保たれる。

従って、この条件を満足する超場は超対称多重項を与え、カイラル多重項と呼ばれる。

カイラル超場を扱う場合、次のユニタリー変換を用いると便利である。

U = exp(θLγmθR∂m) (1.37)

微分演算子 Da はこれを用いて次のように表すことができる。

Da = U∂aU
−1 (1.38)

このユニタリー変換によって定義される新たな超空間座標は、ポアンカレ群の元を生

成子を用いて表す際に (1.2) の代わりに

exp(xmPm + θLQL) exp(θRQR) (1.39)

を用いることに対応している [3]。このユニタリー変換を用いればカイラル条件 (1.36)
を満足する超場 Φ を次のように与えることができる。

Φ(θ) = UΦ′(θL) (1.40)

ただし、Φ′ は座標 θ の片方のカイラリティの部分 θL にのみ依存する関数である。

(1.36) によって定義されるカイラル超場の成分場 (φ, χ, F ) を次の展開によって定
義する。

Φ(θ) = U (φ+ θLχL + FθLθL)

= φ+ θLχL + FθLθL

+(θLγmθR)∂mφ+
1
2

(θLθL)(θRγm∂mχL)

+
1
4

(θLθL)(θRθR)∂m∂mφ (1.41)

これら成分場は微分演算子を用いて次のように抜き出すことができる。

φ = Φ|θ=0,

χa = ∂aΦ|θ=0 = DaΦ|θ=0,

F =
1
4
∂a∂

aΦ|θ=0 =
1
4
DaD

aΦ|θ=0. (1.42)
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θ を含む項は θ = 0 で落ちることを考慮すると、カイラル超場に対してはその成分場
の定義に用いる微分演算子としてただの微分を用いても共変微分を用いても同じであ

ることがわかる。

カイラル超場は複素ベクトル超場の特殊な場合であり、複素ベクトル超場において

次の関係を代入すればカイラル超場が得られる。

B = φ,

ηL = χL,

C = F,

vm = i∂mφ,

C∗ = ηR = λL = λR = D = 0. (1.43)

成分場 (φ, χ, F ) に対する超対称変換は、複素ベクトル超場についてやった手順を
繰り返しても良いし、関係式 (1.43) を用いて複素ベクトル超場の成分場の変換則か
ら読み取ってもよい。

δQφ = ξLχL,

δQχL = 2γmξR∂mφ+ 2FξL,

δQF = ξRγ
m∂mχL. (1.44)

θR は成分を二つしか持たないから、3 つ以上の θR の積は 0 である。同じ理由で、
微分 ∂a を 3 回以上続けて任意の超場に作用させると 0 になる。同様のことが共変微
分 Da についても成り立つことが (1.38) を用いることで示される。

DaDbDc = U∂a∂b∂cU
−1 = 0. (1.45)

この式は、任意の超場に Da を二回作用させるとカイラル超場になることを意味して

いる。次のカイラル射影演算子を定義しておく。

Pchiral = −1
4
DaDa, P ∗chiral = −1

4
DaDa (1.46)

（P 2
chiral 6= Pchiral なので、正確には射影演算子ではない。）任意の超場にこの演算子

を作用させたもの PchiralV はカイラル超場となる。その成分場は次のように与えら

れる。

PchiralV |θ=0 = C∗,

DLPchiralV |θ=0 = γm∂mηR − iλL,
1
4
DaD

aPchiralV |θ=0 = − i
2
∂mv

m + ∂m∂
mB +

1
2
D. (1.47)
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特に、複素ベクトル超場として反カイラル超場を取った場合には、次のようになる。

PchiralΦ∗|θ=0 = F ∗,

DLPchiralΦ∗|θ=0 = γm∂mχR,

1
4
DaD

aPchiralΦ∗|θ=0 =
1
2
∂m∂

mφ∗. (1.48)

1.3 積の公式

超場の積は当然また超場になる。

V = V1V2 (1.49)

この超場の成分場は、共変微分のライプニッツ則を用いることによって次のように得

られる。

B = B1B2

ηL = B1ηL2 + ηL1B2,

ηR = B1ηR2 + ηR1B2,

C = B1C2 + C1B2 − 1
2
ηL1ηL2,

C∗ = B1C
∗
2 + C∗1B2 − 1

2
ηR1ηR2,

vm = B1v2m + v∗1mB2 − i

2
(η1γ5γmη2),

λL = B1λ2L + λ1LB2 + iC∗1η2L + iη1LC
∗
2

+
1
2
γmη1R(v2m − i∂mB2) +

1
2

(v1m − i∂mB1)γmη2R,

λR = B1λ2R + λ1RB2 − iC1η2R − iη1RC2

+
1
2
γmη1L(v2m + i∂mB2) +

1
2

(v1m + i∂mB1)γmη2L,

D = B1D2 +D1B2 + 2C1C
∗
2 + 2C∗1C2 + iη1γ5λ2 + iλ1γ5η2 − vmvm

−∂mB1∂
mB2 − 1

2
η1γ

m∂mη2 +
1
2
∂mη1γ

mη2 (1.50)

カイラル超場の積はやはりカイラル超場である。

Φ = Φ1Φ2 (1.51)

とおいたとき、Φ の成分場は次のように与えられる。

φ = φ1φ2

χL = φ1χL2 + χL1φ2,

F = φ1F2 + F1φ2 − 1
2
χL1χL2. (1.52)
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カイラル超場と反カイラル超場の積はカイラル条件を満足しないので、スカラー超場

を与える。

V = Φ∗1Φ2 (1.53)

とおいたとき、V の成分場は次のように与えられる。

B = φ∗1φ2

ηL = φ∗1χL2,

ηR = χR1φ2,

C = φ∗1F2,

C∗ = F ∗1 φ2,

vm = iφ∗1∂mφ2 − i∂mφ∗1φ2 +
i

2
(χ1Rγmχ2L),

λL = iF ∗1 χ2L,

λR = −iχ1RF2,

D = 2F ∗1 F2 − 2∂mφ∗1∂
mφ2

−1
2
χ1Rγ

m∂mχ2L +
1
2
∂mχ1Rγ

mχ2L (1.54)

さらに一般のカイラル超場と反カイラル超場の関数 K(Φ,Φ∗) をスカラー超場とし
てその成分場を求めると、次のようになる。

B = K

ηL = Kiχ
i
L

ηR = Kiχ
i
R

C = KiF
i − 1

4
Kij(χiLχ

j
L),

C∗ = KiF
i − 1

4
Kij(χ

i
Rχ

j
R),

vm = − i
2
Kij(χ

i
Lγmχ

j
R)− iKi∂mφ

i + iKi∂mφ
∗i,

λL = −iKij(γ
mχjR)∂mφi + iKijF

∗jχiL −
i

4
Kijkχ

i
L(χjRχ

k
R),

λR = iKij(γ
mχiL)∂mφ∗j − iKijF

iχjR +
i

4
Kijkχ

i
R(χjLχ

k
L),

D = −2Kij∂mφ
i∂mφ∗j +

1
2
Kij∂mχ

i
Lγ

mχjR −
1
2
Kijχ

i
Lγ

m∂mχ
j
R + 2KijF

iF ∗j

−1
2
Kijk(χiLχ

j
L)F ∗k +

1
2
Kijk(∂mφi)(χ

j
Lγ

mχkR)

−1
2
Kijk(χiRχ

j
R)F k +

1
2
Kijk(∂mφ∗i)(χ

j
Rγ

mχkL)

+
1
8
Kijkl(χ

i
Lχ

j
L)(χkRχ

l
R) (1.55)
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ただし、K およびその微分は全て超場 Φi をそのスカラー成分 φi で置き換えたもの

である。

カイラル超場の一般の正則関数 W (Φ) はやはりカイラル超場である。その成分場
は以下のように与えられる。

φ = W,

χL = Wiχ
i
L,

F = WiF
i − 1

4
Wij(χiLχ

j
L). (1.56)

1.4 超対称不変な作用

(1.44) に与えたカイラル多重項の F 成分の超対称変換は全微分の形をしており、4
次元時空で積分すれば表面項を除き 0 になる。従って、その実部を取れば超対称変換
で不変な作用として採用することができる。そこで、カイラル多重項の F 成分の積

分を与える操作を [Φ]F と表そう。これはグラスマン数である θ 座標の積分と次のよ

うに関係している。 ∫
d4xd2θLΦ = [Φ]F =

∫
d4xF (1.57)

任意の複素ベクトル超場について D 成分を見てみると変換が全微分であるから、や

はり超対称変換で不変なラグランジアンとして用いることができる。任意の超場が与

えられたときに、その D 成分の積分を与える操作を [· · · ]D によって表そう。これは
グラスマン座標に対する積分と次のように関係している。

∫
d4xd4θV =

1
2

[V ]D =
1
2

∫
d4xD. (1.58)

ただしここでは積分の測度を次のように定義した。
∫
d2θLθ

2
L =

∫
d4θθ2

Lθ
2
R = 1. (1.59)

D 項と F 項は次のように関係している。

1
2

[V ]D = [PchiralV ]F . (1.60)

一般にカイラル超場 Φi（i は複数のカイラル超場を区別するためのラベル）の正則
関数 f(Φi) があるとき、その F 項作用は (1.56) より直ちに次のように与えられる。

[f(Φ)]F =
∫
d4x

[
fiF

i − 1
4
fij(χiLχ

j
L)
]

(1.61)

ただし、fi および fij は関数 f(φi) の微分である。

fi =
∂f(φk)
∂φi

, fij =
∂2f(φk)
∂φi∂φj

. (1.62)
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これらを用いて具体的にカイラル多重項の作用を与えることができる。

Skin =
1
2

[Φ∗iΦi]D = [PchiralΦ∗iΦi]F

=
∫
d4x

[
−∂mφi∂mφ∗i − 1

2
(χiLγ

m∂mχ
i
R) + F iF ∗i

]
, (1.63)

Spot = −[W (Φ)]F + c.c.

=
∫
d4x

[
−WiF

i +
1
4
Wij(χiLχ

j
L) + c.c.

]
(1.64)

カイラル超場の正則関数 W は超ポテンシャルと呼ばれる。

1.5 スカラー多様体

さらに一般の、カノニカルではない運動項を与えるには、ケーラーポテンシャルと

呼ばれる、カイラル超場の実関数 K(Φ,Φ∗) を用いて、その D 成分を取ればよい。
1(1.55) より直ちに次の作用が得られる。

S =
1
2

[K(Φ∗,Φ)]D

=
∫
d4x
[
−Kij(∂µφ

i)(∂µφ∗j)

−1
4
Kij(χ

i
Lγ

µ∂µχ
j
R)− 1

4
Kij(χ

i
Rγ

µ∂µχ
j
L)

−1
4
Kijk(χiLγ

µχjR)(∂µφ∗k)− 1
4
Kijk(χiRγ

µχjL)(∂µφk)

+KijF
iF ∗j − 1

4
KijkF

i(χjRχ
k
R)− 1

4
Kijk(χiLχ

j
L)F ∗k

+
1
16
Kijkl(χ

i
Lχ

j
L)(χkRχ

l
R)
]
. (1.65)

ただし、微分を添字によって表す表記法を用いた。例えば Kij は次の微分を表す。

Kij =
∂2K

∂φi∂φ
j
. (1.66)

スカラー φi の運動項に注目すると、Kij を計量とする標的空間に対する非線形シ

グマ模型の形をしている。この標的空間のことをスカラー多様体と以下では呼ぶこと

にする。

ラグランジアン (1.65) は、スカラー場の正則な変数変換

φi → φ′i = φ′i(φi) (1.67)
1この節では、場を区別する添え字 i, j, k, l,m, . . . を多用するので、それらと混同しないように時空の

ベクトル添え字に µ, ν, . . . を用いる。
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のもとでその形を変えない。ケーラーポテンシャルの関数形は変化するので、変数変

換 (1.67) はラグランジアンの対称性ではないが、このような座標変換に対する共変
性を明らかにしておくと、超重力理論の作用を構成する上で都合がよい。[19]
スカラー多様体上の座標変換 (1.67) を

Φi → Φ′i = Φ′i(Φi) (1.68)

のように超場に拡張することで、他の成分場がどのように変換されるかを見てみよう。

まず、フェルミオン χiL であるが、成分場の定義 (1.42) を用いれば、Φ′i のフェルミ
オン成分は次のように与えられる。

χ′iL = DLΦ′i(Φ)|θ=0 =
∂φ′i

∂φj
χjL (1.69)

関係式 (1.69) は、フェルミオン場 χi がスカラー多様体上のベクトルとして振舞うこ

とを意味している。

補助場 F i についても同様にしてスカラー多様体上の座標変換の下での変換則を決

めると、

F ′i =
∂φ′i

∂φj
F j − 1

4
∂2φ′i

∂φj∂φk
(χjLχ

k
L) (1.70)

となる。今度は、フェルミオンを含む余分な項が現れる。従って、F i はスカラー多

様体上のベクトルとしては変換しない。しかし次のように補助場 F の定義を変更す

ることによってスカラー多様体上でベクトルとして振舞う F icov を導入することがで

きる。

F icov = F i − 1
4

Γijk(χjLχ
k
L). (1.71)

成分場で書いたときにスカラー多様体上の座標変換の下での共変性を露にするために

は、超場を成分場で展開したあとに補助場 F i をここで定義された F icov で書き直す

必要がある。

フェルミオンの運動項には、スカラー多様体上のベクトル χi の微分が含まれてい

る。∂µχi に対してスカラー多様体上の座標変換 (1.69) を行ってみると、次のように
スカラー場の微分が現れ、共変な形になっていない。

∂µχ
′i
L =

∂φ′i

∂φj
∂µχ

j
L + (∂µφk)

∂φ′i

∂k∂φj
χjL (1.72)

∂µχ
i を共変化するためには、次のようにスカラー多様体上のアフィン接続を含む項

を付加すればよい。

D(M)
µ χi ≡ ∂µχi + (∂µφk)Γiklχ

l. (1.73)

これはスカラー多様体上の座標変換のもとで共変であり、χiL と同じ変換則 (1.69) に
よって変換される。
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これらを用いて運動項ラグランジアン (1.65) を書き換えればスカラー多様体上の
座標変換のもとでの共変性が明らかな形で書くことができる。

Skin =
1
2

[K(Φ,Φ∗)]D

=
∫
d4x
[
−Kij∂µφ

i∂µφ
j − 1

2
Kij(χ

i
Lγ

µD(M)
µ χjR) +KijF

i
covF

j

cov

+
1
16
Rijkl(χ

i
Lχ

k
L)(χjRχ

l
R)
]
. (1.74)

ただし、Rkmln はスカラー多様体上の曲率テンソルであり、次の関係式が成り立つ。

Kklmn −KijΓ
i
klΓ

j
mn = ∂kKlmn − (∂kKil)Γ

i
mn = Kil∂kΓimn = Rkmln (1.75)

ポテンシャル項 (1.64) については、補助場を F icov を用いて書き換えると、超ポテ

ンシャルの二階微分が共変微分になる。

Spot = −[W (Φ)]F

=
∫
d4x
[
− (∂iW )F icov +

1
4

(D(M)
i ∂jW )(χiLχ

j
L)
]
. (1.76)

このように、運動項、ポテンシャル項ともにスカラー多様体上の正則座標変換のもと

で共変な形に書き換えることができる。

次に、超対称変換則がスカラー多様体上で共変な形に書けているかを見てみよう。

まず、スカラー場の超対称変換 (1.44) はスカラー場の値を変化させるが、これはスカ
ラー多様体上の点の移動を表すと考えられる。フェルミオン場 χi の超対称変換 (1.44)
は、ベクトル χi の成分の変化を与えている。この量は、スカラー多様体上の異なる

点でのベクトルの成分の差を表しているから、共変量ではない。このような異なる点

でのベクトルの差として共変量を得るためには、アフィン接続を考慮した平行移動を

用いて二つのベクトルを比較する必要がある。アフィン接続の寄与を補正した、共変

な超対称変換を次のように定義する。

δcov
Q χiL ≡ δQχiL + δQφ

kΓiklχ
l
L (1.77)

補助場 F icov についても同様である。変換則 (1.44) を代入すると次の共変的超対称変
換を得る。

δcov
Q χiL = 2γµξR∂µφi + 2ξLF icov,

δcov
Q F icov = ξRγ

µD(M)
µ χiL −

1
4
δφ∗lRlj

i
k(χjLχ

k
L). (1.78)

これらはどれもスカラー多様体上の正則座標変換のもとでの共変性が明らかな形をし

ている。
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1.6 テンソル計算法

テンソル計算法（tensor calculus）は、与えられた代数の表現、および表現に対す
る操作（積を取る、ある表現から別の表現を構成する、など）を構成する標準的方法

の一つである。表現を求めたい代数を G、その部分群を H とする。部分群 H はそ

の表現をよく知っているものを取るのがよい。例えば超対称多重項を構成する場合に

は、G は超ポアンカレ代数または超共形代数であり、H としては超ポアンカレ群、ま

たは超ポアンカレ群にディラテーション変換と R-対称性を加えたものを用いる。
G の表現は、その部分代数である H の幾つかの表現に分解される。そして、G の

生成子のうちH に属さないものは、これらの表現の間の変換を与え、昇降演算子の

役割を果たす。超対称多重項については、それを分解して得られる H の表現は成分

場である。それぞれの成分場に対して、ウェイトと呼ばれる数を割り当てる。この数

は上昇演算子によって増加し、下降演算子によって減少するようなものであり通常は

共形次元をウェイトとして用いる。そして、成分場の中で最低のウェイトを持つもの

を初項と呼ぶ。G の表現の全ての成分場はこの初項の場に上昇演算子を作用させるこ

とで得ることができる。また、初項場が H のもとでどのように変換されるかが与え

られていれば、交換関係を用いて G の表現の成分場のG 変換性を完全に決定するこ

とができる。

具体的にこの方法でベクトル多重項、カイラル多重項を構成しよう。G として超ポ

アンカレ群を、H としてポアンカレ群をとる。スカラー場 B(x) をベクトル多重項
の初項とし、ポアンカレ群のもとでの変換則を次のように取る。

PmB = ∂mB,

MmnB = −(xm∂n − xn∂m)B. (1.79)

次に、初項 B に超対称変換 Qa を作用させていくことにより成分場を定義する。Qa
の同じ成分を二回作用させると 0 になることが代数からわかるので、全部で 16 個の
成分場を定義することができる。B を初項とするベクトル多重項 V (B) を以下のよ
うな成分場の集合として定義する。

V [B] =




B ηa = QaB C =
1
4
QaQ

aB

ηa = QaB vm =
i

4
(γm)ab[Qa, Qb]B λa = − i

4
QbQ

bQaB

C∗ =
1
4
QaQ

aB λa =
i

4
QbQ

bQaB D =
1
8
QaQbQ

bQaB




(1.80)
(1.80) は超場形式での成分場の定義 (1.30) の共変微分を超対称変換で置き換えたも
のになっている。これら成分場の超対称変換則は、超ポアンカレ代数 (1.1) を用いる
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ことで決めることができる。例えば、成分場 ηa の超対称変換は次のように得ること

ができる。

ξbQbηa =
1
2
ξbCbaQcQ

cB +
1
2
ξb[Qb, Qa]B +

1
2
ξb{Qb, Qa}B

= 2ξaC − i(γm)abξbvm − (γm)abξbPmB

= 2ξaC − i(γm)abξbvm − (γm)abξb∂mB (1.81)

これは (1.34) に与えた変換則に一致する。このほかの全ての全ての成分場に対する
変換則も同様に計算することができる。それらが超場形式で求めたものと一致するこ

とは、共変微分 Da の反交換関係 (1.18) と超対称変換 Qa の反交換関係 (1.1) が一
致することから明らかである。

初項以外の成分場のポアンカレ群の下での変換も、代数を用いて得ることができる。

例えば、ηa がローレンツ回転のもとでスピノル場として変換されることは、初項の

変換則 (1.79) と代数を用いることで次のように導かれる。

Mmnηa = MmnQaB

= QaMmnB + [Mmn, Qa]B

= −Qa(xm∂n − xn∂m)B − 1
2

(γmn)abQbB

= −(xm∂n − xn∂m)ηa − 1
2

(γmn)abηb. (1.82)

これも超場形式における演算子 (1.11) を用いて得られるものに一致する。
初項を φ とするカイラル多重項 Σ[φ]は、初項に対して (1.79) と同様のポアンカ
レ代数のもとでの変換則を仮定し、カイラル条件を次のように設定する。

Qaφ = 0. (1.83)

そして成分場を次のように定義する。

Σ[φ] =
[
φ χa = Qaφ F =

1
4
QaQ

aφ

]
. (1.84)

これらも超場形式における式の共変微分を超対称変換に置き換えた形をしており、超

場形式で求めたものと同じ変換則が得られる。

次に、二つの多重項の積を求めることを考えよう。二つのベクトル多重項 V [B1]
と V [B2] の積は、初項として B1B2 を持つベクトル多重項 V [B1B2] として定義さ
れる。

V [B1]V [B2] = V [B1B2] (1.85)

これが超場の積と等価であることは明らかであろう。カイラル多重項同士の積や異な

る多重項の間の積も初項の積を用いて同様に定義され、積がどのような多重項になる

かということは初項がどのような条件を満足するかということによって決定される。
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超場形式において、カイラル射影演算子を用いればスカラー超場 V からカイラル

超場 Φ = PchiralV を定義することができるが、これに対応するのは次のように定義

される運動多重項である。

T (V [B]) = Σ[
1
4
QaQ

aB] = Σ[C∗] (1.86)

これも、超場形式でのカイラル射影演算子 (1.46) の形に対応した形をしている。
以上のように、大域的超対称性理論においては超場形式とテンソル計算法は完全に

パラレルになっており、実質的に違いはない。

1.7 ゲージ多重項

1.7.1 超空間上のゲージ場

スカラー超場はその成分としてベクトル場を含む。従って、ゲージ場を含む超対称

多重項をスカラー超場を用いて記述することができる [14, 4, 11]。しかしここでは幾
何学的な意味を明確にするために、実空間上のゲージ場と類似の方法を用いてゲージ

多重項を導入する [16, 5]。スカラー超場はのちに「プレポテンシャル」として導入さ
れる。

超空間上のゲージ対称性は、実空間上のゲージ対称性と全く同様に導入すること

ができる。コンパクトゲージ群を G、その（エルミートな）生成子を Ta としよう。

ゲージ群のある線形表現に属する超空間上の超場 X は次のように変換される。

δX = iεaTaX = iεX. (1.87)

εa は超空間上の実関数である。X は一般に多成分の場であり、成分を区別するため

の添え字を書くとこの式は δXi = εa(Ta)ijXj となるが、しばしばこの添え字は省略

される。また、(1.87) の二番目の表式のように、随伴表現に属する場 εa と生成子の

積を単に ε と表すような表記法も用いる。X に対してカイラル条件 DaX = 0 が課
されていると、これは (1.87) のゲージ変換によって尊重されないことに注意しよう。
ゲージ場に結合したカイラル超場の取り扱いについてはあとで詳しく述べる。

ゲージ群の構造定数 fab
c を次の式によって定義する。

[Ta, Tb] = ifab
cTc (1.88)

ヤコビ項等式より、随伴表現の生成子が

(T adj
a )bc = ifba

c (1.89)

と与えられることがわかる。
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超空間上のゲージポテンシャルを

A = dzMAM = dzMAaMTa, AM = (Am, Aα) (1.90)

とする。エルミート性は AM に対して次の条件を課す。

(Aµ)† = Aµ, (Aα)† = Aα. (1.91)

スピノル成分はエルミート共役によってカイラリティが反転することに注意。

ゲージ群 G によって変換される超場 X とゲージ場 AM のゲージ変換は次のよう

に与えられる。

X → X ′ = gX,

AM → A′M = gAMg
−1 + ig∂Mg

−1, g ∈ G. (1.92)

ここでは、無限小変換 (1.87) ではなく、有限変換 g を与えた。このゲージ変換のも

とで共変に変換される共変微分を DM とする。これは次のように定義される。

DMX = ∂MX − iAMX (1.93)

この共変微分の交換関係は次のように与えられる。

D ∧D = −iF,
DMDN − (−)MNDNDM = −iFMN ,

DADB − (−)ABDBDA = −TABCDC − iFAB . (1.94)

一つ目は外微分形式で表したもの。二つ目はその成分、三つ目は添え字を局所座標系

のものに直したものである。場の強さは次のように定義される。

F = dA− iA2,

FMN = ∂MAN − (−)MN∂NAM − i(AMAN − (−)MNANAM ),

FAB = DAAB − (−)ABDBAA − i(AAAB − (−)MNABAA)

+TABCAC . (1.95)

この関係式は一般の曲がった超空間の場合にも成り立つが、大域的な超対称性を扱っ

ている場合には多脚場については (1.26) および (1.27) に与えられたものを、捩率
TAB

C はについては (1.29) に与えたものを採用すればよい。場の強さ F はビアンキ

恒等式 I ≡ DF = 0 を満足する。こちらも添え字を直交系のものに直しておけば、次
のように表すことができる。

1
6
ECEBEAIABC =

1
2
ECEBEA(DAFBC + TAB

DFDC) = 0. (1.96)
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超場 AM は多くの成分を含んでいるので、既約なゲージ多重項を得るためには次

の拘束条件を課す必要がある。

Fab = 0. (1.97)

これが Fαβ = 0 ではないことは重要である。(1.97) のように、局所座標系を持つ成
分に対して拘束条件を課すことで、拘束条件の共変性が保たれる。この拘束条件とビ

アンキ項等式 (1.96) を用いることにより、場の強さのほかの成分が次のように与え
られることが示される。

Fma = −(γm)abW̃b,

Fmn =
1
4

(γmn)abDaW̃b. (1.98)

これらの式は次のように書くこともできる。

F(aa)b = 2CabW̃a,

F(aa)b = 2CabW̃a,

F(aa)(bb) = −1
2
Cab(DaW̃b + DbW̃a)− 1

2
Cab(DaW̃b + DbW̃a) (1.99)

ただし、W̃ a は次の条件を満足する超場である。

DaW̃b = 0,

DaW̃b = 0,

DaW̃
a = 0. (1.100)

始めの二つは W̃a がカイラル超場であることを表している。ただし、カイラル条件に

用いられている共変微分はゲージ場を含むゲージ共変微分であることに注意しなけれ

ばならない。このような、ゲージ共変微分を用いて定義されるカイラル超場を以下で

はカノニカルなカイラル超場と呼ぶことにする。それに対して、ゲージ場を含まない

共変微分を用いて定義されるカイラル超場を正則なカイラル超場と呼ぶことにする。

この二種類のカイラル超場の関係はあとで議論することにする。二種類のカイラル超

場を区別するために、カノニカルなカイラル超場には tilder をつけることにする。
以下で示すように、W̃a はその成分場として場の強さ Fmn を含んでおり、最後の

関係式はその場の強さに対するビアンキ項等式を与える。

Wα はゲージ共変であり、ゲージ変換 (1.92) のもとでカイラリティによらず次のよ
うに変換される。

W̃a → W̃ ′a = gW̃ag
−1. (1.101)
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ゲージ多重項の成分場を次のように定義しよう。

Aµ|θ=0 = vµ,

W̃a|θ=0 = λa,

i

2
DaW̃a|θ=0 = D. (1.102)

Aa の初項など、これら以外にも独立な成分は存在するが、それらはいずれもゲージ

自由度であり、以下で見るように作用や物理的な場の超対称変換の中にはそれらの場

は含まれない。

カイラル超場 W̃ a の全成分は次のように与えられる。

W̃b|θ=0 = λb,

DaW̃b|θ=0 =
1
2

(γmn)abFmn + iCabD,

1
4
DaD

aW̃b|θ=0 = (γmDmλR)b. (1.103)

ただし、

Fmn = ∂mvn − ∂nvm − i[vm, vn]. (1.104)

はゲージ場の強さを与える反対称テンソルである。これらを用いれば、次のように

tr(W aWa) の F 項がゲージ多重項の運動項作用を与えることが示される。

−1
2

[tr W̃ aW̃a]F =
∫
d4x tr

[
−1

4
FmnF

mn − (λLγmDmλR) +
1
2
D2 − i

8
εmnpqFmnFpq

]

(1.105)
ここまでは表面項を無視していない。表面項を無視すると、最後の項は消える。上記

の作用は結合定数が定数であるが、カイラル超場に依存する関数 τ̃ab を用いて

S =
1
2

Im[τ̃abW̃a
L W̃

b
L]F (1.106)

のように一般化することもできる。関数 τ̃ab は、作用がゲージ不変であるためには、

スカラー場のゲージ変換が次のように関数 τ̃ab の双随伴表現としての変換を引き起こ

すことが必要である。

∂τ̃ab
∂φi

δgauge(εa)φi = −εc(facdτ̃db + fbc
dτ̃ad) (1.107)

スカラー場のゲージ変換 δgauge(εa)φi が非線形である場合も含め、このような条件を
満足する関数 τ̃ab の構成法は [6]に詳しく述べられている。
超場 W̃a の超対称変換は次のように与えられる。

δQW̃a = ξbDbW̃a. (1.108)
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超対称変換 (1.108) の定義にゲージ共変微分を用いていることに注意しよう。これは
超対称変換を超空間上のアイソメトリーとして実現した際に、ゲージ変換を同時に行

うことを意味している。即ち、δQΦ̃ = ξaDaΦ̃ + δgauge(−ξaAa)Φ̃ のように、−ξaAa
を変換パラメータとしたゲージ変換の寄与が加えられている。この場合、ゲージポテ

ンシャル Aµ は δQAµ = ξMFMµ と変換される。vµ の変換則はこの θ = 0 成分を取
ることにより得られる。2

δQvm = (ξγmλ),

δQλL = −1
2
γmnξLFmn + iDξL,

δQD = i(ξLγmDmλR)− i(ξRγmDmλL) (1.109)

W̃a がカイラル超場であることを述べた際にも触れたように、ゲージ場に結合した

カイラル超場を定義する場合、ゲージ共変微分を用いた定義

DaΦ̃ = 0 (1.110)

と、ゲージポテンシャルを含まない共変微分を用いた定義

DaΦ = 0 (1.111)

の二つが考えられる。前者を正準カイラル超場、後者を正則カイラル超場と呼んで区

別することにする。カイラル超場がゲージ変換のもとで (1.92) のように変換される
とすれば、それは (1.110) によって定義される正準カイラル超場でなければならない。
正則カイラル超場によるカイラル多重項の表現は後で議論される。

正準カイラル超場の成分場を定義する場合にも同じ共変微分を用いる必要がある。

Φ̃|θ=0 = φ,

DaΦ̃|θ=0 = χa,

1
4
DaD

aΦ̃|θ=0 = F. (1.112)

ゲージ群の非自明な表現に属する超場に作用するカイラル射影演算子は次のように

ゲージ共変微分を用いて定義される。

Pchiral =
1
4
DaD

a (1.113)

カイラル多重項の作用を与える上で重要なのは PchiralΦ̃† の成分場であり、次のよう
にゲージ多重項の成分場が含まれている。

PchiralΦ̃∗|θ=0 = F ∗,

DaPchiralΦ̃∗|θ=0 = −Dabχ
b + 2iφ∗λa,

1
4
DaD

aPchiralΦ̃∗|θ=0 = DmDmφ∗ + i(χRλR)− φ∗D (1.114)
2WB §VII Exercise (8) の式に対応する。
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ゲージ場に結合していないカイラル超場の対応する式 (1.48) と比較すると、微分が
ゲージ共変微分に置き換わっただけではなく、λ や D などの場が現れている。これ

は、共変微分の交換関係 (1.94) から現れるものである。このように定義された正準
カイラル超場を用いれば、ゲージ不変な作用は以前と全く同様の形に書くことができ

る。例えば、運動項 (1.63) は次のように与えられる。

S =
1
2

[Φ̃∗Φ̃]D = [PchiralΦ̃∗Φ̃]F

=
∫
d4x
[
φDmDmφ∗ − 1

2
(χLγmDmχR) + F ∗F

−iφ∗(λLχL) + i(χRλR)φ− φ∗Dφ
]
. (1.115)

超対称変換則は次のように与えられる。

δΦ̃ = ξaDaΦ̃. (1.116)

成分場の超対称変換は次のように読み取ることができる。3

δφ = (ξLχL),

δχL = 2γmξRDmφ+ 2ξLF,

δF = (ξRγmDmχL)− 2i(ξRλR)φ (1.117)

1.7.2 プレポテンシャルとカイラルゲージ変換

拘束条件 Fab = 0 は複素化されたゲージ群GC に値をとるカイラル超場 M を用い

て次のように解くことができる。

Aa = iM−1†DaM
†,

Aa = iMDaM
−1. (1.118)

M はプレポテンシャルと呼ばれる。

もともとのゲージ対称性は

M →M ′ = gM, g ∈ G (1.119)

によって与えられる。一方、ゲージポテンシャル AM は変化させないが、プレポテ

ンシャルのみを変化させる次のゲージ対称性が新たに現れる。

M →M ′ = Mg−1
C , gC ∈ GC , DagC = 0. (1.120)

3WB §VII Exercise (8) の式に対応する。ゲージ群の生成子の関係は T ours
a = −gTWB

a .
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変換パラメータ gC は複素化されたゲージ群に値をとるカイラル超場である。G ゲー

ジ不変であるエルミートなプレポテンシャルを

N = M†M (1.121)

によって定義しよう。このプレポテンシャルは次のようにゲージ変換される。

N → N ′ = g−1†
C Ng−1

C , gC ∈ GC . (1.122)

共変微分に含まれるゲージポテンシャルに (1.118) を代入すると、

DaX = M−1†Da(M†X),

DaX = MDa(M−1X). (1.123)

のように書き換えることができる。同じことだが、

M†DL = DLM
†, M−1DR = DRM

−1. (1.124)

のように、プレポテンシャルが「通り抜ける」と、ゲージ共変微分がゲージ場を含ま

ない共変微分になる。このことを用いて、カノニカルなカイラル超場と正則なカイラ

ル超場を互いに書き換えることができる。超場 Φ̃ が (1.110) のように共変微分 Da を

用いて定義されるカノニカルなカイラル超場であるとする。このとき

Φ = M−1Φ̃ (1.125)

によって Φ を定義すると、これはゲージ場を含まないカイラル条件 (1.36) を満足す
る正則なカイラル超場である。Φ はユニタリーゲージ変換 (1.92) によって変換され
ないが、その代わりカイラルゲージ変換 (1.120) のもとで次のように変換される。

Φ→ Φ′ = gCΦ. (1.126)

Φ を用いると、ゲージ不変な運動項は次のように与えることができる。

S =
1
2

[Φ̃∗Φ̃]D =
1
2

[Φ∗NΦ]D (1.127)

カイラル条件がゲージポテンシャルに依存しない代わりに、作用にプレポテンシャルが現

れる。超ポテンシャル項については、それがゲージ不変である場合にはW (Φ̃) = W (Φ)
であり、プレポテンシャルはあらわには現れない。

カノニカルなカイラル超場 W̃a に対応する正則なカイラル超場は次のように定義で

きる。

Wa = M−1W̃aM (1.128)

すると、この Wa のゲージ変換は次のようになる。

Wa →W ′a = gCWag
−1
C , gC ∈ GC . (1.129)
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Wα はプレポテンシャルを用いて以下のように与えられる。4

Wa =
1
4
M−1F(ab)

bM

=
i

8
DbDb(N−1DaN) (1.130)

(1.130) によって Wa を定義したとき、N に対して (1.122) のゲージ変換を行うと
Wa が (1.129) のように変換されることは直ちに確かめることができる。

1.7.3 Wess-Zumino ゲージ

カイラル超場として常に Φ̃ ではなく Φ を用いることにすれば、パラメータが λ で

あるユニタリーゲージ変換は物質場に作用せず、プレポテンシャル M にのみ作用す

る。従って、プレポテンシャルに対してユニタリーゲージ変換を行ったものを同一視

することにより M を G\GC の元であるとみなすことができる。この商空間の座標
を導入するために、複素化されたゲージ群に値をとるプレポテンシャル M を、ゲー

ジ群 G のリー代数（エルミート）に値をとる二つの超場 U と V を用いて次のよう

に表そう。

M = eiUe−V (1.131)

M 同様、U や V もプレポテンシャルと呼ばれる。M に左から作用する G ゲージ変

換 (1.119) は、U にのみ作用し V を変化させない。そこで、超場 V を G\GC の座
標として用いることができる。

ユニタリーゲージ変換 (1.119) を用いると常に U = 0 に取ることができる。この
とき、M はエルミート行列になる。そこでこのゲージをエルミートゲージと呼ぶこ

とにしよう。さらに、カイラルゲージ変換 (1.120) を用いることで V に対して次の

条件を課すことができる。

V |θ=0 = DaV |θ=0 = DaD
aV |θ=0 = 0. (1.132)

このゲージは Wess-Zumino ゲージ [14]と呼ばれる。このとき、(1.125) によって関
係する二つのカイラル超場の成分場は一致する。

φ = Φ̃|θ=0 = Φ|θ=0,

χa = DaΦ̃|θ=0 = DaΦ|θ=0,

F =
1
4
DaD

aΦ̃|θ=0 =
1
4
DaD

aΦ|θ=0. (1.133)

4Abelian の場合 WB の (7.22) に対応する。
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ただし、高次の微分については、V の寄与が現れるので必ずしも一致しない。Φ†e−2V

の成分場についても、Wess-Zumino ゲージでは以下のように (1.114) に一致する。

Pchiral(Φ†e−2V )|θ=0 = F †,

DaPchiral(Φ†e−2V )|θ=0 = −Dabχ
β + 2iφ†λa,

1
4
DaD

aPchiral(Φ†e−2V )|θ=0 = DmDmφ† + i(χRλR)− φ†D (1.134)

これらの関係式のおかげで、Wess-Zumino ゲージにおいてはゲージ共変なカイラル
超場を用いてもそうでなくても、その成分場表示は一致する。

注意しなければならないのは、Wess-Zimono ゲージ条件は超対称変換によって破
れることである。ゲージを回復するためのゲージ変換を超対称変換と同時に行わなけ

ればならない。

δV = ξaDaV + δgauge(Λc)V,

δΦ = ξaDaΦ + δgauge(Λc)Φ. (1.135)

ゲージ変換パラメータ Λc は次のように与えられる。

Λc|θ=0 = 0,

DaΛc|θ=0 = −2iγmξRvm,
1
4
DaD

aΛc|θ=0 = −2i(ξRλR) (1.136)

(1.135) が以前に与えた成分場の超対称変換則を再現することは簡単に確かめること
ができる。

1.7.4 Fayet-Iliopoulos 項

ここまでに見てきたように、成分場の超対称変換や超ポテンシャル項を書くだけで

あればプレポテンシャルを用いる必要は無い。むしろプレポテンシャルを用いないほ

うがゲージ変換のもとで共変な形をした変換則、作用の導出は簡単である。カイラル

多重項の運動項についても、ケーラーポテンシャルがゲージ不変である場合には同じ

ことが言える。

しかし、プレポテンシャルを用いることによって初めて超対称性が明白な形で書く

ことができる作用が存在する。その一つの例は次の項である。

Svector
FI = −ζ[V ]D = −ζ

∫
d4xD. (1.137)

これはゲージ群が U(1)の場合には超対称不変であると同時にゲージ不変でもあり、作
用として採用することができる。この項は超対称性が自発的に破れるモデルを構成す
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るために Fayet と Iliopoulos によって初めて導入された [2]もので、Fayet-Iliopoulos
項と呼ばれる。

これがゲージ不変であることを見るために、プレポテンシャル V のゲージ変換を

求めておこう。ゲージ群 GC の代数に値をとるカイラル超場 Λ を用いて、無限小変
換を gC = eΛ と置こう。ゲージ変換 (1.122) は Λ が無限小の微小量である場合次の
ようになる。

− δgaugee
−2V = 2

∫
dte−2tV δV e−2(1−t)V = Λ†e−2V + e−2V Λ (1.138)

両辺に右から e2V を掛け、[V,X] = VadjX のように、 V を随伴表現の行列に書き換

える。左辺の被積分関数を e−2tV δgaugeV e
2tV = e−2tVadjδgaugeV と書き換えれば積分

を実行できて
1− e−2Vadj

Vadj
δgaugeV = Λ† + e−2VadjΛ (1.139)

従って δgaugeV は次のように与えられる。

δgaugeV =
Vadj

1− e−2Vadj
Λ† +

Vadj

e2Vadj − 1
Λ

=
1
2

(
1 + Vadj +

1
3
V 2

adj

)
Λ† +

1
2

(
1− Vadj +

1
3
V 2

adj

)
Λ +O(V 3)

=
1
2

(
Λ + Λ† − [V,Λ− Λ†] +

1
3

[V, [V,Λ + Λ†]]
)

+O(V 3) (1.140)

ゲージ群が U(1) である場合には、交換関係の項は 0 になるから、ゲージ変換は簡
単に次のように与えられる。

δgaugeV =
1
2

(Λ + Λ∗) (1.141)

カイラル超場の D 項が表面項を除き 0 であることを用いれば、作用 (1.137) はゲー
ジ不変であることがわかる。

1.8 アイソメトリー

ここまでは、スカラー場およびそれと同じ超対称多重項に属するフェルミオンが次

のように線形にゲージ変換されることを仮定していた。

δgaugeφ
i = iεa(Ta)ijφj , δgaugeχ

i
L = iεa(Ta)ijχ

j
L. (1.142)

これに対応して共変微分は次のように定義されていた。

D(G)
µ φi = ∂µφ

i − iAaµ(Ta)ijφj , D(G)
µ χiL = ∂µφ

i − iAaµ(Ta)ijχ
j
L. (1.143)
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ゲージ変換 (1.142) の線形性は、スカラー多様体上の座標変換を行うと崩れてしまう
ので、スカラー多様体上の座標変換の下での共変性を明らかにするために次の形に書

き換えておく。

δgaugeφ
i = εaXaφ

i = εatia ≡ εi (1.144)

ただし tia はスカラー多様体上の計量、複素構造を不変に保つ正則なアイソメトリー

を生成する正則キリングベクトルである。添え字 a はゲージ群の生成子のラベルで

ある。ベクトルの別の成分 tia の複素共役が同じベクトルの成分 tia になるという意

味で、このベクトルは実である。

N = 1 超対称理論において、一般のケーラー多様体のアイソメトリーをゲージ化
する方法は成分場形式を用いて [1]において初めて与えられた。ここでは [6]に従い、
超対称性が明白な超場形式を用いた方法を説明する。

アイソメトリーがなすリー群の構造定数を fab
c とする。すなわち

[Xa, Xb] = fab
cXc (1.145)

とする。線形である場合には、エルミートな生成子行列 Ta を用いて tia = i(Ta)ijqj

あるいは

Xa = i(Ta)ijqj∂i (1.146)

と与えることができるが、この場合上記の構造定数の定義は (1.88) に一致する。
この変換のもとで、ケーラーポテンシャルは必ずしもゲージ不変でなくてもよい。

ただし、スカラー多様体の計量はゲージ不変でなければならないので、K のゲージ

変換は次のようにケーラー変換の形に書けなければならない。

δgaugeK = εa(tiaKi + tiaKi) = −εa(fa + f∗a) (1.147)

変換 (1.144) はスカラー多様体の対称性、すなわちアイソメトリーになっていなけ
ればならない。これはベクトル場 ta によるリー微分が計量を変化させないというこ

とを意味する。この条件は実座標で

Ltagmn = Dmta,n +Dnta,m = 0 (1.148)

と書くことができる。さらに、このアイソメトリーがスカラー多様体上の複素構造を

保存するためには、

LtaImn = ta
m
kI
k
n − Imktakn = 0 (1.149)

である必要がある。これらを、複素座標で書き直せば

Dita,j = 0, Dita,j +Djta,i = 0 (1.150)

が得られる。ここで、ベクトル µa を ta に複素構造を掛けたものとして次のように

定義する。

µa,i = ita,i, µa,i = −ita,i. (1.151)
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このベクトルも ta と同じ意味で実である。また、次の式を満足する。

Diµa,j = 0, Diµa,j = Djµa,i. (1.152)

これらの式は、µa,i がスカラー多様体上のある関数の微分として与えられることを意

味している。つまり、

µa,i = ∂iµa, µa,i = ∂iµa (1.153)

となる実関数 µa が存在する。この解は次のように与えることができる。

µa = i(tjaKj + f∗a(z∗)) = −i(tiaKi + fa(z)) (1.154)

二つの表式を与えたが、一つ目は (1.153) の第１式の一般解を、二つ目は (1.153) の
第２式の一般解を与えている。これら二つが等しいということは K のゲージ変換の

もとでの性質を表す式 (1.147) によって保障される。
(1.154) の式を、ケーラーポテンシャルとキリングベクトルが与えられたとき、二
つ目の等号を満足させるように fa(z) を適当に選ぶことによってモーメントマップ
µa を与える式であると解釈できる。二つ目の等号が任意の z に対して成立すべしと

いう条件は Re fa を一意的に決める。fa は正則関数であるから、この条件は fa の

関数形をほとんど決めるが、fa の虚部の定数部分だけは不定のまま残る。

この不定性は、G が非アーベル群の場合には µa が G ゲージ変換のもとで次のよ

うに随伴表現として変換されることを要請すれば固定することができる。

εb(Xb +X∗b )µa = −εbµcfabc (1.155)

ただし、構造定数は (1.88) によって定義されている。ゲージ変換が線形である場合に
はモーメントマップは

µa =
1
2

(
Ki(Ta)ijφj + φ∗i(Ta)i

jKj

)
+ ζa (1.156)

となる。ただし ζa は U(1) 部分についてのみ値を持つことができ、Fayet-Illiopoulus
パラメータに他ならない。

さて、カイラル超場のスカラー成分 φi に対するゲージ変換則 (1.144) を、次のよ
うに超場全体に拡張しよう。

δΦ̃i = λatia (1.157)

ここではゲージ共変なカイラル超場を用いている。このゲージ変換がカイラル性を破

らないことは、キリングベクトルが正則であり、tia が Φ̃j にのみ依存することによっ
て保障されている。このゲージ変換のもとでの共変微分は次のように定義される。

DM Φ̃i = ∂M Φ̃i − iAaM tia(Φ̃). (1.158)
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カノニカルなカイラル超場 Φ̃i のカイラル性は共変微分を用いて次のように定義さ
れる。

DaΦ̃ = DaΦ̃i − i(MDaM
−1)atia = 0 (1.159)

このカイラル条件はプレポテンシャルを含む。ゲージ変換が線形な場合には、(1.125)
によってカノニカルなカイラル超場と正則なカイラル超場を関係付けることができた。

アイソメトリーとして記述された一般のゲージ対称性についても同様の関係式を導こ

う。正則なカイラル超場 Φi とプレポテンシャル M を用いてカノニカルなカイラル

超場 Φ̃i を与えることができると仮定しよう。

Φ̃i = Φ̃i(Φj ,M) (1.160)

これをカノニカルなカイラル超場の条件 (1.159) に代入してみると、DaΦ = 0 であ
ることを用いて次の式が得られる。

δaΦ̃i = tia(Φ̃j) (1.161)

ただし、ユニタリーゲージ変換

M →M ′ = (1 + iεaTa)M, (1.162)

のもとでの変分を εaδa と定義した。M = 1、すなわち単位元である場合には

Φ̃i|M=1 = Φi (1.163)

となると仮定しよう。この条件を初期条件として (1.161) を積分していくことにより、
Φ̃i(Φj ,M) の関数形を決定することができる。
もともと、スカラー多様体にはコンパクトゲージ群 G の作用が定義されている。

これを

Φ̃i → Φ̃′i = g(Φ̃i), g ∈ G (1.164)

と書くことにしよう。(1.161) と (1.163) はこれを GC に拡張したものを用いて

Φ̃i = M(Φi), M ∈ GC (1.165)

のように Φ̃i を与えることができることを意味している。これは、ゲージ変換が線形
である場合の関係式 (1.125) の自然な拡張になっている。
こうして、アイソメトリーがゲージ化された場合のカイラル超場が定義できたので、

それを用いてゲージ不変な作用を与えることを考えよう。あるケーラー多様体のケー

ラーポテンシャルを K(φi, φ∗i) とする。ケーラーポテンシャルがアイソメトリーの
もとで不変であるときには、アイソメトリーに対するゲージ不変性を持つ作用を与え
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るのは簡単であり、単にケーラーポテンシャルのスカラー場をゲージ共変な超場 Φ̃i

で置き換え、その D-項をとればよい。

S =
1
2

[K(Φ̃i, Φ̃∗i)]D =
∫
d4xd4θK(Φ̃i, Φ̃∗i) (1.166)

一般には、ケーラーポテンシャルはアイソメトリーのもとで不変である必要はなく、

ケーラー変換の分だけ変化してもよい。Xa = tia∂i とすれば次のようにかける。

δgaugeK = εa(Xa +X∗a)K = −εa(fa + f∗a) (1.167)

fa が 0 でないときには、(1.166) はゲージ不変な作用を与えない。なぜなら、(1.166)
をゲージ変換することで得られる

δS =
∫
d4xd4θ[−εa(fa(Φ̃) + f∗a(Φ̃∗))] (1.168)

は、もし Dafa = 0 であれば 0 であるが、fa のカイラル性は Dafa = 0 によって
定義され、このときには上記の積分が 0 にはならないからである。fa が 0 ではない
ときにゲージ不変な作用を得るために、カイラル超場として Φ̃ ではなく Φ を用い、
ゲージ多重項に依存しない作用

S0 =
1
2

[K(Φi,Φ∗i)]D =
∫
d4xd4θK(Φi,Φ∗i) (1.169)

から出発して、ネーター手続きによってゲージ場を結合させることを考えよう。最終

的に得られるゲージ不変な作用を

S0 =
1
2

[K(Φi,Φ∗i) + Γ(Φi,Φ∗i, V )]D

=
∫
d4xd4θ[K(Φi,Φ∗i) + Γ(Φi,Φ∗i, V )] (1.170)

カイラル超場として Φ を用いた場合には、ゲージ変換はパラメータ εa を複素パラ

メータ −iΛ または iΛ∗ に置き換えることで定義される次の微分演算子によって与え
られる。

δC = −iΛaXa + iΛ∗aX∗a (1.171)

ただし、パラメータ Λ は GC のリー代数に値をとるカイラル超場である。この複素

化されたゲージ変換のもとでの K の変換性は関係式 (1.154) を用いることで次のよ
うに与えられる。

δCK = (−iΛaXa + iΛ∗aX∗a)K

= iΛafa − iΛ∗af∗a + (Λa + Λ∗a)µa. (1.172)

この変換については、始めの二項はケーラー変換であるとみなすことができ、作用を

変化させないが、最後のキリングポテンシャルを含む項はそうではない。この余分な
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項は Λa + Λ∗a に比例しているが、これはプレポテンシャル V のゲージ変換に現れ

る、V 展開の初項に現れる形と一致している。このことを利用すれば、V を含む新

たな項を導入することで (1.172) の最後の項を相殺することができる。
相殺項を V でべき展開し

Γ = Γ(1) + Γ(2) + · · · (1.173)

と置こう。(1.172) と V のゲージ変換を比較すれば

Γ(1) = −2V aµa (1.174)

と置けばよいことがわかる。この項をゲージ変換してみると、

δCΓ(1) = −(Λa + Λ∗a)µa + iV b(Λc − Λ†c)fbcaµa +O(V 2)− 2V aδCµa. (1.175)

が得られる。この第１項により (1.172) の第３項が相殺される。(1.175) の第２項は、
パラメータを Λ−Λ∗ の形で含む。このような項が現れると、V を含む相殺項の導入
によってうまく相殺することができなくなる。しかしこの項は末尾の δµa を含む項

の一部とうまく相殺することがわかる。このことを見るには、δCµa を次のように処

理する。まず、パラメータの和に比例する部分と差に比例する部分に分解する。

δCµa =
1
2i

(Λb − Λ†b)(Xb +X†b)µa −
i

2
(Λb + Λ†b)(Xb −X†b)µa (1.176)

Xb +X∗b による変換は (1.155) に与えられている。それを代入すると、Λ− Λ∗ に比
例する部分が相殺して次の結果を得る。

δC(K + Γ(1)) = iΛafa − iΛ∗af∗a + iV a(Λb + Λ†b)(Xb −X†b)µa +O(V 2) (1.177)

(Xa −X∗a)µb は

(Xa −X∗a)µb = iKij(∂iµa∂jµb + ∂iµb∂jµa) (1.178)

のように a と b について対称であるから、(1.177) の中の V の 1 次の項は次の Γ(2)

によって相殺できる。

Γ(2) = −iV aV b(Xb −X†b)µa (1.179)

この操作はどこまでも繰り返すことができて、次の結果を得る。

Γ = −e
O − 1
O 2V aµa (1.180)

ただし、O は次のように定義される微分演算子である。

O = iV b(Xb −X∗b ) (1.181)
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ケーラーポテンシャルに相殺項を加えたもののゲージ変換は、次のようにカイラル部

分と反カイラル部分の和になる。

δC(K + Γ) = iΛafa − iΛ∗af∗a (1.182)

Wess-Zumino ゲージにおいては Γ(3) 以降は全て 0 になる。Γ(2) はゲージ場 vµ に

ついて 2 次であり、作用中の微分を共変微分に置き換える役割を果たす。Γ(1) にも

ゲージ場 vµ を含む項があり、それも微分を共変微分にする役割を果たすが、それ以

外にも以下の項を含む。
∫
d4θΓ(1) = (vµ terms) + tjaKjk(λaLχ

k
L) + (χiRλ

a
R)Kijt

j
a −Daµa (1.183)

ケーラーポテンシャルが完全にゲージ不変であり、ケーラー変換項を出さない場合、

すなわち fa = 0 である場合には、

OK = −2V aµa (1.184)

が成り立つ。このときケーラーポテンシャルと (1.180) の和は次のように (1.166) に
一致する。

K(Φ,Φ∗) + Γ(Φ,Φ∗, V ) = eOK(Φ,Φ∗) = K(Φ̃, Φ̃∗). (1.185)

最後の表式はケーラーポテンシャル中のカイラル超場 Φ を Φ̃ に置き換えたものを表
す。最後の等号が成り立つことは、エルミートゲージ M = e−V においては Φ̃ = eOΦ
であること、そしてエルミートゲージ以外であっても K(Φ̃, Φ̃) がユニタリーゲージ
変換で不変であることから従う。

このように、K がゲージ不変である場合には、プレポテンシャルを直接用いること

なく作用を書くことができる。しかし、一般にはプレポテンシャルの寄与ををカイラ

ル超場 Φ̃ の中に埋め込んでしまうことはできないため、どうしてもプレポテンシャ
ルを用いる必要がある。

最後に、§1.7.4で与えた FI 項は相殺項 Γ の特殊な場合として解釈できることを指
摘しておこう。相殺項の構成に用いられるキリングポテンシャル µa は (1.154) によっ
て与えられるが、そこで用いられている正則関数 fa はケーラーポテンシャルのユニ

タリーゲージ変換 (1.147) によって定義されている。しかし、(1.147) では関数 fa が

fa + f∗a の形で含まれるため、その虚部には任意性があり、

fa → fa + iζa (1.186)

のような定数シフトが許される。ただし ζa は実定数である。これはキリングポテン

シャルを次のようにずらす。

µa → µa + ζa. (1.187)
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キリングポテンシャルがゲージ群の随伴表現に属するという要請によって、非可換

ゲージ群に対する部分についてこの定数の不定性を固定することができる。しかし

U(1) ゲージ群についてはこの定数の不定性は残る。(1.187) のシフトは、相殺項を次
のように変化させる。

1
2

[Γ]D → 1
2

[Γ]D −
∫
d4xζaD

a. (1.188)

従って、ζa は確かに FI パラメータを表している。

1.9 ゲージ場が存在する場合のスカラー多様体上の共変性

まずは複素とは限らない一般の多様体上のアイソメトリーのゲージ化について考え

よう。次の作用で与えられる n 個のスカラー場の理論を考える。

S =
∫
d4x

[
−1

2
hij∂µq

i∂µqj
]

(1.189)

qi は計量が hij で与えられる n 次元スカラー多様体の座標とみなすことができる。

スカラー多様体がアイソメトリーを持つとし、対応するキリングベクトルを tia と

する。このとき上記のラグランジアンは次の大域的対称性のもとで不変である。

δglobalq
i = εaXaq

i = εatia ≡ εi (1.190)

このアイソメトリー群をゲージ化することを考えよう。パラメータ εa を時空の場

所ごとに異なる座標の関数に一般化し、スカラー場が次のように変換されるとしよう。

δgaugeq
i = εa(xµ)tia (1.191)

ゲージ場 V aµ を導入することにより、このスカラー場 qi の共変微分を次のように定

義する。

D(G)qi = dqi − V atia (1.192)

共変微分の肩の G はゲージ対称性に対する共変微分であることを表している。V aµ の

ゲージ変換は次のように与えられる。

δgaugeV
a = dεa + V bεcfbc

a (1.193)

対応する場の強さは次のように与えられる。

Faµν = ∂µV
a
ν − ∂νV aµ + V bµ V

c
ν fbc

a (1.194)

共変微分 D(G)qi のゲージ変換は次のように変換パラメータの微分を含んでいない。

δgauge(D(G)qi) = εa(D(G)qj)∂jtia (1.195)
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共変微分 D(G)qi がスカラー多様体上の一般座標変換のもとでベクトルとして変換

されることは明らかであろう。そこで、そのゲージ変換性 (1.195) をスカラー多様体
上の一般のベクトル場のゲージ変換性として採用することができる。すなわち、一般

のスカラー多様体上のベクトル場 ψi のゲージ変換は次のように与えられる。

δgaugeψ
i = εaψj∂jt

i
a

= εaψj(Djt
i
a − Γijkt

k
a)

= −εa[(t̂a + tjaΓ̂j)ψ]i (1.196)

ここで、t̂a と Γ̂k はそれぞれ ta
i
j ≡ ∇ita,j と Γikj の行列表示である。すなわち

(t̂a)ij = ta
i
j , (Γ̂k)ij = Γikj (1.197)

であり、どちらも ψi のベクトル添え字に作用する。スカラー多様体上の一般のテン

ソル場にしては、t̂a と Γ̂k を適当な GL(n) の表現に置き換えればよい。

δgaugeψ = −εa(t̂a + tkaΓ̂k)ψ (1.198)

(1.198) に従って変換される場に対しては、共変微分を次のように定義することがで
きる。

D(G,M)
µ ψ = D(M)

µ ψ + V aµ t̂aψ

= ∂µψ + (∂µqi)Γ̂iψ + V aµ t̂aψ (1.199)

共変微分の肩に G と M をつけたのは、ゲージ接続の寄与のほかにスカラー多様体

の接続の寄与も含まれているからである。スカラー多様体が平坦であり、ゲージ変換

が線形である場合には (1.142) に与えた共変微分になる。ta がキリングベクトルであ
ることを用いて D(G,M)ψ が共変であること、すなわちゲージ変換が (1.198) によっ
て与えられることを示すことができる。

スカラー場 qi およびスカラー多様体上の一般のテンソル場 X について、共変微分

の交換関係は次のように与えられる。

[D(G,M)
µ , D(G)

ν ]qi = −Faµνtia,
[D(ω,G,M)

µ , D(ω,G,M)
ν ]X =

[
Faµν t̂a + (D(G)

µ qi)(D(G)
ν qj)R̂ij

]
X. (1.200)

R̂mn はスカラー多様体の曲率テンソルである。

ここで定義された共変微分などを用いて運動項作用 (1.65) を書き換えればスカラー
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多様体上の座標変換のもとでの共変性が明らかな次の表式を得る。

Skin =
1
2

[K(Φ,Φ∗) + Γ(Φ,Φ∗, V )]D

=
∫
d4x
[
−KijD

(G)
µ φiD(G)µφ

j − 1
2
Kij(χ

i
Lγ

µD(G,M)
µ χjR) +KijF

i
covF

j

cov

+
1
16
Rijkl(χ

i
Lχ

k
L)(χjRχ

l
R)

+tjaKjk(λaLχ
k
L) + (χiRλ

a
R)Kijt

j
a −Daµa

]
(1.201)

(1.137) に与えた Fayet-Iliopoulos 項は、キリングポテンシャルの不定性としてこの
作用の中に含まれている。さらに、共変化された超対称変換は次のようになる。

δφi = (ξLχiL),

δcovχiL = 2γµξRD(G)
µ φi + 2ξLF icov,

δcovF icov = (ξRγµD(M,G)
µ χiL)− 1

4
δφ

j
Rjk

i
l(χkLχ

l
L)− 2(ξRλaR)tia. (1.202)

ゲージ多重項の運動項も与えておこう。カイラル多重項がある場合には、ゲージ運

動項関数 τ̃ をカイラル多重項の正則関数に一般化することができる。その場合の作

用は次のように与えられる。

Lvector =
1
2

Im[τ̃abWa
LW

b
L]F

= Im τ̃ab

[
1
2
DaDb − 1

2
(λaLγ

µD(G)
µ λbR) +

1
2

(D(G)
µ λaLγ

µλbR)− 1
4
FaµνF

bµν

]

+ Re τ̃ab

[
i

2
D(G)
µ (λaLγ

µλbR)− 1
8
εµνρσFaµνF

b
ρσ

]

+
[1

4
λaL(Db + iF\ b2)τ̃ab,iχiL

+
i

4
(λaLλ

b
L)
(
τ̃ab,iF

i
cov −

1
4
D

(M)
i ∂j τ̃ab(χiLχ

j
L)
)

+ c.c.
]

(1.203)

補助場 F icov と Da の運動方程式を解くことで、次の式が得られる。

F ∗icov = Kij

(
Wj − i

4
τ̃ab,j(λaLλ

b
L)
)
,

Da = (Im τ̃−1)ab
[
µb − 1

4

(
τ̃bc,i(λcLχ

i
L) + τ̃∗

bc,i
(λcRχ

i
R)
)]

(1.204)
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これらを代入して得られるラグランジアンはフェルミオンの 2 次までの項を取ると、

Lφ = −KijD
(G)
µ φiD(G)µφ

j
,

Lχ = −1
2
Kij(χ

i
Lγ

µD(G,M)
µ χjR),

Lyukawa = tjaKjk(λaLχ
k
L) + (χiRλ

a
R)Kijt

j
a.

Lχmass =
1
4

(D(M)
i ∂jW )(χiLχ

j
L) + c.c.,

Lv = Im τ̃ab

[
−1

4
FaµνF

bµν

]
+ Re τ̃ab

[
−1

8
εµνρσFaµνF

b
ρσ

]
,

Lλ = Im τ̃ab

[
−1

2
(λaLγ

µD(G)
µ λbR) +

1
2

(D(G)
µ λaLγ

µλbR)
]

+ Re τ̃ab

[
i

2
D(G)
µ (λaLγ

µλbR)
]
,

L3 =
1
4
λaLiF\ b2τ̃ab,iχiL + c.c.,

Lpot = −Kij(∂iW )(∂iW
∗),

LD = −1
2

(Im τ̃−1)abµaµb,

LDλχ =
1
4

(Im τ̃−1)abµa
(
τ̃bc,i(λcLχ

i
L) + τ̃∗

bc,i
(λcRχ

i
R)
)
,

Lλmass =
i

4
KijW ∗

i
τ̃ab,j(λaLλ

b
L) + c.c. (1.205)

ベクトル多重項とカイラル多重項の変換則は

δvaµ = ξγµλ
a,

δλa = −F\a2 ξ + iγ5ξ(Im τ̃−1)abµb,

δφi = ξLχL,

δχiL = 2γµξRD(G)
µ φi + 2ξLKijW j . (1.206)

1.10 カレント

作用がある内部対称性のもとで不変であるとき、それに対応したネーターカレント

jµa を定義することができる。このカレントは、ゲージ場 Aam を導入して対称性をゲー

ジ化すれば、Aam と物質場の結合項から読み取ることができる。すなわち、ゲージ場

Aam はカレント jma と次のように結合する。

S = S0 −
∫
d4xAaµj

µ
a +O(A2) (1.207)
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ゲージ場の高次の項は無視することにする。作用のゲージ不変性はカレント j が（物

質場の運動方程式が成り立つときに）保存すること、すなわち ∂µj
µ
a = 0 であること

を要求する。

(1.174) に与えた超対称ゲージ理論における相互作用項

S =
∫
d4θΓ(1) = −

∫
d4θV aµa (1.208)

はキリングポテンシャルのスカラー場をカイラル超場で置き換えた

Ja = µa(Φ,Φ∗) (1.209)

がその成分場としてカレントを含むことを意味しており、この超場はカレント超場と

呼ばれる。実際

Ja = · · · − i(θLγmθR)jma + · · · (1.210)

のように成分場として jma を定義すれば、（これは線形多重項の成分場の定義 (1.214)
において、ベクトル成分の負号を反転させたものになっている。）これがゲージ場と

(1.207) のように結合していることがわかる。
ゲージ不変性がカレント保存則 ∂mj

m
a を要求するのに対応して、超場 V a のゲー

ジ変換に対する不変性もカレント超場に条件を課す。プレポテンシャル V a のゲージ

変換は、プレポテンシャルについて高次の項を無視すればカイラル超場 Λ を用いて
δVa = (1/2)(Λa + Λ∗a) と与えられる。この変換則は任意の超場 X を用いて

δV = DaD
aX +DaD

aX∗ (1.211)

と書くことができる。この変換のもとで (1.208) が不変であるためにはカレント超場
が次の条件を満足しなければならない。

DaD
aJa = DaD

aJa = 0. (1.212)

一般に、条件

DaD
aL = DaD

aL = 0. (1.213)

を満足する超場は線形超場（linear superfield）と呼ばれ、対応する多重項は線形多
重項（linear multiplet）と呼ばれる [3]。この名称の由来は、θ 展開を行ったときに、
θL および θR の 1 次の項（線形項）までが独立な自由度として含まれるからである。
線形超場は次のように展開することができる。

L =




B +θLηL
+θRηR i(θLγmθR)vm − 1

2θ
2
L(θRγm∂mηL)

− 1
2θ

2
R(θLγm∂mηR) + 1

4θ
2
Lθ

2
R∂

2B


 (1.214)
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ただし、ベクトル成分 vm は次の拘束条件を満足していなければならない。

∂mv
m = 0. (1.215)

成分場の変換則は次のように与えられる。

δB = (ξη),

δηL = γmξR(∂mB + ivm),

δvm = −iξγ5γ
nm∂nη. (1.216)

(1.209) によって与えられるカレント超場が実際に線形多重項に属していることを、
カイラル超場の運動方程式を用いて示しておこう。ここではカイラル多重項のみから

なる次の系を考える。

S =
1
2

[K(Φi,Φ∗i)]D − ([W (Φi)]F + c.c.) (1.217)

カイラル超場に対する運動方程式を超場形式で求めるには作用 (1.217) をカイラル超
場で変分すればよいが、その際カイラル条件を破らないような変分だけが許されると

いうことに注意しなければならない。そこで変分を δΦi = DaD
aXi とおこう。Xi

はカイラルとは限らない任意の超場である。この変分による作用の変化は次のように

なる。

δS =
1
2

[KiDaD
aXi]D − [WiDaD

aXi]F =
[

1
2
Xi(DaD

aKi − 4Wi)
]

D

(1.218)

Xi は任意の超場であるから、この式が 0 になるための条件として次の運動方程式が
得られる、

DaD
aKi − 4Wi = 0 (1.219)

この運動方程式を用いると、カレント超場 (1.209) に共変微分を二回作用させたもの
を超ポテンシャルを用いて書き換えることができる。

DaD
aJa = −iDaD

a(tiaKi + 4fa) = −itiaDaD
aKi = −4iWit

i
a = 0. (1.220)

最初の式変形にキリングポテンシャルの満足する関係式 (1.154) を用い、最後に超ポ
テンシャルがゲージ不変であるという仮定を用いた。この複素共役 DaD

aJa について

も全く同様に 0 であることが示される。従って、Ja は確かに線形超場になっている。
内部対称性だけではなく、並進対称性に関するカレントであるエネルギー運動量テ

ンソルも超場の成分として表すことができる。並進対称性のパラメータはローレンツ

ベクトルであるから、対応するカレント超場は内部対称性の添え字 a の代わりにロー

レンツベクトル添え字を持つ実超場であると考えられる。この実超場を Jm としよ

う。Jm の成分場のうち Bm と ηm、vnm を次のように定義する。

Jm = Bm + θηm + i(θLγnθR)vnm + · · · (1.221)
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内部対称性に対するカレント超場と同様に Jm も線形超場であり

DaD
aJm = DaD

aJm = 0 (1.222)

を満足すると仮定してみよう。

Jm の成分は全てベクトル添え字 m を持つから、どれも何らかのカレントであろ

うと期待される。それらがどのような対称性のカレントであるのかを見るために、そ

れらを積分してチャージを定義し、その超対称変換がどうなるかを見てみよう。変換

則 (1.216) を用いれば、次の変換が得られる。

δ

∫
B0 = ξ

∫
η0,

δ

∫
η0
L = i(γnξR)

∫
vn

0,

δ

∫
vn

0 = 0 (1.223)

ここで、
∫
は 3 次元空間全体での積分を表している。遠方では場が十分早く 0 に漸

近することを仮定して表面項を落とした。また、チャージが保存することを仮定して

時間微分項も無視した。この変換則は Bm と ηm がそれぞれ R カレントと超対称カ
レントであることを示唆している。実際

P̂m = −
∫
vm

0, Q̂ = 2iγ5

∫
η0, Â = −2

∫
B0 (1.224)

とおいて、上記の変換則を δ∗ = [iξaQ̂a, ∗] のように超対称電荷との交換関係によっ
て表せば、次のような交換関係が得られる。

[iξbQ̂b, iQ̂a] = −2iξb(γn)baP̂n,

[iξaQ̂a, P̂m] = 0,

[iξaQ̂a, Â] = iξaQ̂a − iξaQ̂a. (1.225)

始めの二つはポアンカレ代数にある交換関係に一致する。最後のものは、Â が R 電
荷であることを意味している。

このように R 電荷がエネルギー運動量テンソル、超対称電荷と一つの超対称多重
項をなすということは重要である。一般の超対称理論においては R 対称性は必ずし
も保存しないがそのような理論であっても、超重力理論を構成するにあたっては隠れ

た対称性として重要な役割を果たす。そこでしばらく理論が R 対称性を持つことを
仮定しよう。

上では Jm に含まれる全てのカレントが保存することを仮定して対応する電荷の超

対称変換を導いたが、このカレントの保存則は Jm が線形超場であるという条件から

は得られない。また、エネルギー運動量テンソルに対応すると考えられる成分場 vnm
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は対称テンソルではない。カレントの保存を保障し、成分場 vnm の対称部分だけが

独立な自由度になるようにするためには、(1.222) よりも強い条件

(γm)abDbJm = 0 (1.226)

を課す必要がある。この条件は (1.222) とは独立な条件ではなく (1.226) が成り立て
ば (1.222) も自動的に成り立つ。この新たな条件は、vnm の反対称部分を次のように
決める。

v(a)
nm =

1
2
B̃nm (1.227)

ただし、vnm を次のように対称部分と反対称部分に分けた。

vnm = v(s)
nm + v(a)

nm (1.228)

また B̃mn は次のように定義される。

Bnm = ∂nBm − ∂mBn, B̃nm =
1
2
εnmpqB

pq (1.229)

また、全ての成分場が保存則を満足する。

∂mB
m = ∂mη

m = ∂mv
(s)mn = 0, (1.230)

さらに条件式 (1.226) はこれらの保存則以外にも次の関係式を与える。

γmη
m = v(s)m

m = 0. (1.231)

(1.224) に対応するカレントの式を与えておこう。

jmR = −2Bm, jmQ = 2iγ5ηm, Tmn = v(s)
mn. (1.232)

上でも述べたようにここでは理論に R 対称性が存在することを仮定しており、そ
のために R カレントについても保存則 (1.230) が成り立つ。さらに関係式 (1.231) は
xnv

(s)
nm や xmγmη

m も保存カレントになることを保障している。実はこれらの保存カ

レント全体は超共形代数をなす。すなわち、超カレント Jm が (1.226) を満足するよ
うな理論は超共形場理論に限られる。超共形対称性を持たない、一般の超対称理論に

対する超カレントに対する条件式はあとで与える。

超カレントの具体形を見るために、再び作用が (1.217) で与えられる理論を考えよ
う。ここでは超共形対称性の存在を仮定する。カイラル超場 Φi の R 電荷を ri とす

る。すなわち、U(1)R 変換を次のように仮定する。

φi → eiriαφi, χi → ei(ri−1)αχi (1.233)

作用が超共形代数のもとで不変であるためにはケーラーポテンシャルと超ポテンシャ

ルが次の条件を満足している必要がある。
∑

riKiΦi =
∑

riKiΦ
∗i =

2
3
K,

∑
riWiΦi = 2 (1.234)
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まず、初項 Bm を求めよう。(1.232) より、R カレントの −1/2 倍が超場 Jm の

初項成分 Bm を与える。作用 (1.65) が変換 (1.233) のもとで不変であると仮定して
ネーターカレントを求めると

Bm = −1
2
jmR , jmR =

2i
3
Ki∂

mφi − 2i
3
Ki∂

mφ∗i +
i

6
Kijχ

i
a(γm)abχjb (1.235)

となる。これを超場 Jm に拡張するのは簡単である。

Jm = − i
3
Ki∂mΦi +

i

3
Ki∂mΦ∗i − i

12
(γm)abKijDaΦiDbΦ∗j (1.236)

初項以外の成分を抜き出すと

ηmL = − i
3
∂m(Kiχ

i
L) +

2i
3
Kijχ

i
L∂mφ

∗j +
i

6
Kij(γ

nγmχiL)∂nφ∗j +
i

6
KijF

i
cov(γmχnR)

(1.237)

vnm = −1
3
∂n∂mK + 2Kij(∂{nφ

i)(∂m}φ∗j)

−1
3
ηmnKij(∂pφ

i)(∂pφ∗j) +
i

3
εnmpqKij(∂

pφi)(∂qφ∗j)

+
1
3
KijF

i
covF

∗j
covηmn +

1
48
Rkilj(χ

k
Lχ

l
L)(χiRχ

j
R)ηmn

+
1
6
Kij(χ

j
RγnD

(M)
m χiL) +

1
6
Kij(χ

j
LγnD

(M)
m χiR)

− 1
12
Kij(χ

j
RγmγnpD

(M)pχiL)− 1
12
Kij(χ

j
LγmγnpD

(M)pχiR) (1.238)

運動方程式を用いることでこの超カレントが (1.226) を満足することを示しておこ
う。まず、超カレント (1.236) に微分を作用させることで

DbJ
ab = − i

3
DbKi∂

abΦi +
i

3
Db(Ki∂

abΦi) +
i

6
Db(DaΦiDbKi) (1.239)

となるが、第 2項と第 3項は運動方程式などを用いずに、共変微分の交換関係のみを
用いて次のように変形することができる。

i

3
Db(Ki∂

abΦi) =
i

12
DaDbD

bK − i

12
(DbD

bKi)DbΦi, (1.240)

i

6
Db(DaΦiDbKi) =

i

3
(∂abΦi)DbKi − i

6
(DaΦi)DbD

bKi (1.241)

これを代入すれば次の式を得る。

DbJ
ab =

i

8
Da((DbD

bKi)riΦi)− i

4
(DbD

bKi)DaΦi (1.242)

理論がコンフォーマルであるという仮定より従う K に対する条件 (1.234) を用いた。
さらに、(1.234) にある超ポテンシャルに対する関係式を微分して得られる

0 = − i
2
Da(WiriΦi) + iWiD

aΦi (1.243)
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を加えることにより、ケーラーポテンシャルの微分と超ポテンシャルを運動方程式

(1.219) の形にまとめることができる。

DbJ
ab =

i

8
Da((DbD

bKi − 4Wi)riΦi)− i

4
(DbD

bKi − 4Wi)DaΦi (1.244)

ここまでの式変形ではまだ運動方程式を用いていない。運動方程式 (1.219) を用いる
と、(1.244) の右辺は 0 になる。
ここまでは、理論が超共形対称性を持つことを仮定してきた。この結果を利用して

共形対称性が無い場合の超カレントを求めるには、補正場（compensator）と呼ばれ
る場を用いるのが便利である。一般に、超共形代数を満足しない理論においてはケー

ラーポテンシャルと超ポテンシャルが正しいウェイトを持たず、条件 (1.234) が満足
されない。そこで、このウェイトのずれを補正するために 0 でない R 電荷を持つカイ
ラル超場 Φcomp を導入し、ケーラーポテンシャルや超ポテンシャルの各項に Φcomp

の適当なべきをかけることでウェイトをあわせる。こうして一旦理論に超共形不変性

を持たせたあとで、Φcomp = 1 と置くことで対称性を破る。
Φcomp はここでは Rチャージ 2/3を持つものとし、それ以外の全ての場は R-チャー

ジを持たないものとしよう。これらをまとめって Φi と表し、Φ0 = Φcomp とする。そ

れ以外の場は Φi
′
（i′ = 1, 2, . . .）と表すことにする。コンフォーマル不変性を回復し

たケーラーポテンシャルは次のように与えられる。

K(Φi,Φ∗i) = ΦcompΦ∗compk(Φi
′
,Φ∗i

′
), W (Φi) = Φ3

compw(Φi
′
). (1.245)

k と w が共形対称性を持たない理論のケーラーポテンシャルと超ポテンシャルである。

このように補正した理論においては超カレントは (1.236) によって定義される。こ
の超カレントについて上で行った DJ の計算を繰り返すと、Φcomp が力学変数ではな

く、対応する運動方程式を用いることができないため、(1.244) の中で Φcomp の「運

動方程式」の部分だけが残り、それは次のようになる。

DbJ
ab = iΦ3

compD
a

[
Φ−3

comp

(
1
12
DbD

bK −W
)]

(1.246)

共形対称性を持たないもとの理論の超カレントに対する式は補正場に Φcomp = 1 を
代入することにより次のようになる。

(γm)abDbJm = DaN (1.247)

ただし、N は次のように与えられるカイラル超場である。

N =
i

12
DbD

bK − iW. (1.248)

実ベクトル超場 Jm = (Bm, ηm, Cm, vnm, λm, Dm) およびカイラル超場 N =
(φ, χ, F ) が関係式 (1.247) を満足している場合、独立な成分場は (φ,Bm, ηm, v

(s)
nm)
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のみであり、それ以外の成分はこれら独立な場を用いて以下のように与えることがで

きる。

Cm = −1
2
∂mφ

∗,

v(a)
nm =

1
2
B̃nm,

λn = iγ5γ
m(∂nηm − ∂mηn),

Dm = −∂nBnm

F =
1
2

(∂mBm − iv(s)
m

m),

χ = γmη
m. (1.249)

ただし、Bmn = ∂mBn − ∂nBm. さらに、η と v(s) は次の式を満足する。

∂n(v(s)
m

n − δnmv(s)
p

p) = 0,

∂n(γnmηm) = 0. (1.250)

これらの式はエネルギー運動量テンソルと超対称カレント

Tnm = v(s)
nm − ηnmv(s)

p
p,

jmQ = −2iγ5γmnηn. (1.251)

の保存則にほかならない。

ここまでに得られた結果をまとめておこう。超対称理論において、エネルギー運動

量テンソル Tmn が属する超対称多重項は、拘束条件 (1.247) を満足するベクトル超
場 Jm とカイラル超場 N の組 (Jm, N) によって与えられる。従って、この系を重力
に結合した場合には、アインシュタイン方程式Gmn = (k2/2)Tmn も次のように超場
の関係式に拡張される。

Vm = −3k2

8
Jm, R = − ik

2

2
N (1.252)

ここで、(Vm,R) は超重力理論の自由度を含むベクトル超場とカイラル超場の組であ
る。これらが実際に運動方程式として超重力理論として与えられることは後に確認

する。また、エネルギー運動量テンソルの保存則が曲率テンソルのビアンキ恒等式に

よって保障されることの拡張として、関係式 (1.247) の成立は重力多重項 (Vm,R) が
満足する関係式

γmDRVm = −3i
4
DLR (1.253)

によって保障される。この関係式は超空間上のビアンキ恒等式から導かれる。

最後に、超対称性カレントの具体的表式を与えておこう。これらのカレントの導出

は、ネーター処方にによって超重力理論を構成する手続きの第一ステップとなる。
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作用が

S =
1
2

[K(Φi,Φ∗i)]D − ([W (Φi)]F + c.c.) (1.254)

で与えられる理論について、(1.251) に (1.237) を代入することにより、超対称カレ
ントが次のように得られる。

jmQL = −Kijγ
nγmχiL∂nφ

∗j +KijF
i
covγ

mχjR −
2
3
∂n(γmnKiχ

i
L) (1.255)

最後の項は保存則に寄与しない項である。

作用が

S = −1
2

[tr W̃W̃ ]F (1.256)

と与えられるゲージ多重項に対しては R-カレントが

JmR = i tr(λLγmλR) (1.257)

と与えられるから、Bm = −(1/2)JmR を初項とする超カレントは次のように与えら
れる。

Jm = − i
2

tr(W̃Lγ
mW̃R) (1.258)

この成分場である超対称性カレントは次のように与えられる。

jmQL = tr((F\ + iD)γmλR) (1.259)
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第2章 成分形式

2.1 単純超重力理論

4 次元で重力多重項のみを含む最も単純な超重力理論は力学変数として多脚場 emµ

とグラビティーノ ψµ を含み、ラグランジアンは次のように与えられる。[20, 21]

Lgrav = Le + Lψ,
Le =

e

k2
R(ω),

Lψ = −4eψµγµνρD(ω)
ν ψρ. (2.1)

このラグランジアンは次の超対称変換の下で不変である。

δψµ =
1
k
D(ω)
µ ξ, (2.2)

δemµ = 2k(ξγmψµ). (2.3)

スカラー曲率は

R(ω) = eµme
ν
nR

(ω)
µν

mn(ω) (2.4)

と定義されており、曲率テンソルはスピン接続だけを用いて

R(ω)
µν

mn = ∂µων
mn − ∂νωµmn + ωµ

m
kων

kn − ωνmkωµkn (2.5)

と与えられる。また、グラビティーノの共変微分もスピン接続を用いて

D(ω)
ν ψρ = ∂νψρ +

1
4
ων

mnγmnψρ (2.6)

と定義される。

さらに、ラグランジアンを完全に定義するには、スピン接続を多脚場とグラビティー

ノを用いて書き下す必要がある。そのためには、捩率を決めてやる必要がある。捩率

は次のように定義される。

Tm = Dem (2.7)

テンソル添え字を露にして書くと次のようになる。

Tµν
m = D(ω)

µ emν −D(ω)
ν emµ = ∂µe

m
ν − ∂νemµ + ωµ

m
ne
n
ν − ωνmnenµ (2.8)
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(2.8) をスピン接続 ωµmn について解けば次の式を得る。

ωλmn(e) +
1
2

(Tmn−λ − Tλm−n + Tλn−m) (2.9)

ただし、ωλmn(e) は捩率を 0 として (2.8) を解いたときに得られるスピン接続であ
り、emµ だけを用いて次のように与えられる。

ωλ−µν(e) =
1
2

(−eνk∂µekλ+eµk∂νekλ+eνk∂λekµ−eµk∂λekν−eλk∂µekν+eλk∂νekµ) (2.10)

（ただし、ωµmn を含む式を emµ で書き換える場合、この式よりも (2.8) を用いるほう
が便利なことが多い。）

あとは、捩率を何らかの方法によって与えれば上記の作用が多脚場とグラビティー

ノの汎関数として与えられる。単純超重力理論において、捩率は通常次のように与え

られる。

T kµν = 2k2(ψµγkψν) (2.11)

これを得るにはいくつかの方法がある。以下では 1.5階方式に従う。
成分場を用い、ネーター手続きによってラグランジアンを構成する場合、捩率は実

はどのようにとっても良い。例えば、(2.1) に与えたグラビティーノのラグランジアン
は、捩率を 0 としたときのスピン接続 ω(e) を用いても次のように書くことができる。

Lψ = −4eψµγµνρD(ω(e))
ν ψρ − eψµγµνργmnψρ

(
1
2
Tmn−ν − Tνm−n

)
. (2.12)

このとき、Tλµν が捩率であるということを忘れて、単に (2.11) で定義されるテンソ
ルだとみなすことができる。つまり、捩率がどのように与えられようと、相互作用項

を適当に与えることで同じラグランジアンを書くことができる。従って、捩率をどの

ように取るべきかは、どのような捩率を採用すると計算が楽かということで決めるの

がよい。

計算を楽にする一つの方法はラグランジアン (2.1) に含まれるスピン接続 ωµ
mn を

独立な場だと思って運動方程式を解くことによって ω を決めるというものである。こ

れにより ω が多脚場とグラビティーノの関数として与えられ、捩率も一意的に定ま

る。この方法は 1.5 階方式として知られている。このように捩率を決めた場合、ラ
グランジアンが超対称変換で不変かどうかをチェックする際に、スピン接続に含まれ

る多脚場やグラビティーノについては超対称変換をする必要がない。たとえ超対称変

換をしたとしても、スピン接続の任意の変分に対してラグランジアンは不変であるか

ら、新たな項を与えない。このことで計算の手間をかなり減らすことができる。

実際にこの方法でスピン接続を決めたときに捩率 (2.11) が得られることを確かめ
ておこう。まず、アインシュタイン作用をスピン接続で変分すると、

δωLe =
2e
k2
eµme

ν
nD

(ω)
µ δων

mn

=
e

k2
(T kmne

ν
k + T kkme

ν
n + T knke

ν
m)δωνmn (2.13)
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二行目への移行に部分積分を行った。もし捩率がなければ一行目は全微分であるから、

部分積分を行うと 0 になるが、捩率がある場合にはそれによる補正項が残される。
一方、グラビティーノの作用の共変微分中のスピン接続の変分からは

δωLψ = −eψµγµνρδωνmnγmnψν (2.14)

を得る。従って、ω に対する運動方程式は

T kmne
ν
k + T kkme

ν
n + T knke

ν
m = k2ψµγ

µνργmnψρ (2.15)

となる。右辺の γ行列の積γµνργmn = 〈γµνργmn〉1+〈γµνργmn〉3+〈γµνργmn〉5のうち、
〈γµνργmn〉3 は二つのグラビティーノの入れ替えの対称性から 0 になり、〈γµνργmn〉5
も 4 次元では 0 になるので、次の式が得られる。

k2ψµγ
µνργmnψρ =k2ψµ〈γµνργmn〉1ψρ

=2k2(ψmγkψn)eνk + 2k2(ψnγkψk)eνm + 2k2(ψkγkψm)eνn (2.16)

これを (2.15) に代入すれば次の式が得られる。

T kmne
ν
k + T kkme

ν
n + T knke

ν
m = 2k2(ψmγkψn)eνk + 2k2(ψnγkψk)eνm + 2k2(ψkγkψm)eνn

(2.17)
もし捩率が (2.11) のように与えられればこの式が成り立つことは直ちにわかる。ま
た逆に、適当に添え字を入れ替えて足し引きすることでこの式を直接解くことができ

て、その結果 (2.11) が唯一の解として得られることも簡単に確かめられる。
捩率が (2.11) のように与えられるとして (2.1) のラグランジアンが局所的超対称変
換 (2.3) の下で不変であることを確認しよう。
アインシュタイン作用に含まれる多脚場の変分は、

δLe =
e

k2
δemµ (eµmR

(ω) − 2R(ω)
m

µ), (2.18)

と与えられる。捩率として 1.5 階方式で得られるものを採用しているので、スピン接
続の超対称変換は考える必要がない。

グラビティーノの運動項に含まれるグラビティーノの変換は

δψLψ = −4e
k
ψµγ

µνρD(ω)
ν D(ω)

ρ ξ − 4e
k
D(ω)
µ ξγµνρD(ω)

ν ψρ.

= −4e
k
ψµγ

µνρD(ω)
ν D(ω)

ρ ξ +
4e
k
D(ω)
ν ψµγ

µνρD(ω)
ρ ξ. (2.19)

となるが、二つの項は、もし捩率が無ければ部分積分で等しい。

捩率がある場合には、第２項を部分積分で第１項の形にしたときに捩率を含む項が
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現れる。

δLψ =− 4e
k

(ψµγµνρ[D(ω)
ν , D(ω)

ρ ]ξ)

+
4e
k
T kkν(ψµγµνρD(ω)

ρ ξ) +
2e
k
Tµnm(ψµγmnρD(ω)

ρ ξ) +
2e
k
T ρnp(ψµγ

µnpD(ω)
ρ ξ)

(2.20)

1 行目は共変微分の交換関係から曲率テンソルが得られる。2 行目はよく見ると、上
付き添え字の入れ替えの下で完全反対称である。従って次のように書くことができる。

δLψ = − e
k

(ψµγµνργmnξ)R(ω)
νρmn +

8e
k
T [κ
κν(ψµγµνρ]D(ω)

ρ ξ) (2.21)

(2.21) の第１項の γ 行列の積を計算すると、次のように変形できる。

− e

k
(ψµγµνργmnξ)R(ω)

νρmn = − e
k

(ψµγµνρmnξ)R(ω)
νρmn

+
4e
k

(ψµγµνρξ)R(ω)
νρ +

2e
k

(ψµγνρσξ)R(ω)
νρσ

µ

+
2e
k

(ψµγµξ)R(ω) − 4e
k

(ψµγνξ)R(ω)
ν

µ (2.22)

ただし、R(ω)
µν = R

(ω)
µλν

λ である。このテンソルは捩率がある場合には対称テンソルに

ならないことに注意しよう。また、捩率が 0 でない場合には R
(ω)
[νρσ]

µ も 0 にはなら
ない。4 次元では γµνρmn = 0 であるから 1 行目は 0 である。３行目は (2.18) と相
殺する。

(2.21) の二つ目の項は実は 0 であることが次のようにして示される。まず、上付き
添え字の反対称性から、次のように変形できる。

e

k
T [κ
κν(ψµγµνρ]D(ω)

ρ ξ) = − e

24k
Tκ
′

κν(ψµγµ
′ν′ρ′D(ω)

ρ ξ)εκ′µ′ν′ρ′εκµνρ

= − ie
4k
Tλκν(ψµγλγ5D(ω)

ρ ξ)εκµνρ (2.23)

さらに捩率の具体形 (2.11) を代入すれば

− ike(ψLκγλψRν)(ψRµγλD(ω)
ρ ξL)εκµνρ + c.c. (2.24)

となる。中央の ψRν)(ψRµ の部分に対してフィルツ変換を行うことを考えよう。µ と
ν についての反対称性より、フィルツ変換を行うとこの部分は対称なスピノル添え字

をもつ行列 γmn に置き換えられる。しかし、4 次元では γλγmnγλ = 0 が成り立つの
でこの式は 0 である。従って、ここまでで相殺されずに残ったのは次のものである。

δL =
(
−4ie
k
εµνρλ(ξLγλψRµ)R(ω)

νρ −
2ie
k
ενρσλ(ξLγλψRµ)R(ω)

νρσ
µ + c.c.

)
+ δeLψ

(2.25)
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まず、グラビティーノ運動項に含まれる多脚場の変分を計算しよう。グラビティーノ

運動項ラグランジアンは次のように書き換えられる。

Lψ = 4ieεµνρσψµγ5γσD
(ω)
ν ψρ (2.26)

ただし、ここでは εµνρσ を（テンソル密度ではなく）テンソルとして定義した。従っ

て eεµνρσ は多脚場に依存せず、超対称変換すべきなのは γσ = γke
k
σ に含まれる多脚

場のみである。従って多脚場を変換すると

δeLψ =8ikeεµνρσ(ξLγkψRσ)(ψLµγkD(ω)
ν ψRρ − ψRµγkD(ω)

ν ψLρ) + c.c.

=− 16ikeεµνρσ(ξLγkψRσ)(−ψLµγkD(ω)
ν ψRρ +

1
8k2

D(ω)
ν T kµρ) + c.c. (2.27)

この最後の表式の第１項は (2.24) と同じ理由で 0 であることが示される。第２項は
次のビアンキ恒等式を用いて曲率の式に書き換えることができる。

εµνρσD(ω)
ν T kµρ = 2εµνρσD(ω)

ν D(ω)
µ ekρ = εµνρσR(ω)

νµ
k
le
l
ρ = εµνρσR(ω)

µνρ
k (2.28)

この結果、

δeLψ =
2ie
k
εµνρσ(ξLγkψRσ)R(ω)

µνρ
k + c.c. (2.29)

が得られる。これを再び (2.25) に代入すれば

δL =
4ie
k

(ξLγλψRµ)
(
ελµνρR(ω)

νρ +
1
2
ελνρσR(ω)

νρσ
µ − 1

2
εµνρσR(ω)

νρσ
λ

)
+ c.c. (2.30)

この式の括弧の中は 0 である。実際、第１項を変形していくと、第２項、第３項の符
号を逆にしたものになることが以下のように示される。

ελµνρR(ω)
νρ = ελµνρR(ω)

νκρ
κ

=
1
2
ελµνρ(R(ω)

νκρ
κ +R(ω)

κρν
κ +R(ω)

ρνκ
κ)

=
1
4
ελµνρενκρσε

σφχψR
(ω)
φχψ

κ

=
1
2
δλµκσε

σφχψR
(ω)
φχψ

κ

=
1
2

(εµφχψR(ω)
φχψ

λ − ελφχψR(ω)
φχψ

µ) (2.31)

これで、(2.1) が局所的な超対称変換 (2.3) の下で不変であることが示された。
重力とグラビティーノからなる単純超重力理論は局所的超対称性を破ることなく質

量パラメータを導入して変形することができる。[22] 以下では 4 フェルミオン項は無
視することにする。まずグラビティーノに次の質量項を導入しよう。

Lψmass = 4em∗3/2(ψLµγµνψLν) + c.c. (2.32)
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この質量項は通常のスピン 1/2 フェルミオンの場合同様カイラル対称性 ψµ → eiαψµ

を破る。グラビティーノに対するこのカイラル対称性は R-対称性にほかならない。質
量項が R-対称性を破るということは、別の見方をすれば質量パラメータが R-電荷を
持っていることを意味している。パラメータ m3/2 は R-電荷 2 を持っているとみな
すことができるが、これはちょうど超ポテンシャル W の持っている R-電荷に等し
い。後で見るように、カイラル多重項を含む超重力理論においても超ポテンシャルの

値がグラビティーノの質量を決定する。

ラグランジアン Lgrav +Lψmass が実際に質量 m3/2 のグラビティーノを与えること

を運動方程式を解くことによって確認しよう。背景時空は平坦であると仮定すると、

運動方程式は

γµνρ∂νψRρ +m∗3/2γ
µνψLν = 0. (2.33)

この運動方程式を xµ で微分すれば、添字の反対称性より第１項が消え、γµν∂µψν = 0
を得る。(2.33) に左から γµ を掛けてこの関係式を用いれば γµψµ = 0 を得る。この
二つの関係式を用いれば、(2.33) は次のように変形できる。

γν∂νψRµ +m∗3/2ψLµ = 0. (2.34)

これはフェルミオンがベクトル添え字を持っていることを除けば質量 m3/2 の粒子の

ディラック方程式に他ならない。

Lgrav + Lψmass の超対称変換を考えてみよう。Lgrav はもともと超対称変換のもと

で不変であるが、Lmass を加えたために、そのグラビティーノの超対称変換は次の新

たな変分を与える。

δLψmass = −8
k
em∗3/2(ψLµγµνD(ω)

ν ξL) + c.c. (2.35)

この変分は部分積分を行えば Lgrav から得られるグラビティーノの運動方程式に比

例している。従ってグラビティーノの超対称変換に新たな変分を付け加えることで、

Lgrav の変分によって相殺できるはずである。実際

δ′ψRµ = −
m∗3/2
2k

γµξL (2.36)

という項をグラビティーノの変換則に付け加えておけば δ′Lgrav は (2.35) のちょうど
逆符号の変分を与える。この変換則の変更はさらに次の新たな変分を与える。

δ′Lψmass =
12e|m3/2|2

k
(ψLµγµξR) + c.c. = 6e

|m3/2|2
k2

emµ δe
µ
m (2.37)

これはちょうど多脚場の変分のトレースに比例しているから、次の宇宙項を導入すれ

ばその超対称変換によって相殺することができる。

Lcc = 6e
|m3/2|2
k2

. (2.38)
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すなわち、グラビティーノの質量が m3/2 である単純超重力理論は負の宇宙定数 Λ =
−6|m3/2|2/k2 を持つ。こうしてすべての変分が相殺することが確かめられた。結局

次のラグランジアン及び変換則が得られる。

L =
1
k2

(eR+ 6e|m3/2|2)− 4e(ψµγµνρD(ω)
ν ψρ)

− 4em∗3/2(ψLµγµνψLν)− 4em3/2(ψRµγµνψRν) (2.39)

δψLµ =
1
k

(
D(ω)
µ ξL +

m3/2

2
γµξR

)
, δeµm = 2k(ψmγµξ) (2.40)

グラビティーノの変換則が変化しているということは、後で解説する補助場を含めた

off-shell 形式の立場では、質量変形の結果重力多重項中の補助場が期待値を持つこと
を意味している。

カイラル多重項 一般のケーラーポテンシャル K で与えられるカイラル多重項の運

動項 (1.65) をネーター処方によって重力に結合することを考えよう。(1.65) を一般座
標変換に対して共変化した次のラグランジアンから出発する。

Lφ = −eKij∂µφ
i∂µφ

j
, (2.41)

Lχ = −e
4
Kij(χ

i
Lγ

µD(M,ω)
µ χjR) +

e

4
Kij(D

(M,ω)
µ χiLγ

µχjR). (2.42)

変換則についても、一般座標変換のもとで共変な形に直した次のものを採用する。

δφi = ξLχ
i
L, δχiL = 2γµξR∂µφi, (2.43)

ここでは超ポテンシャル W (Φ) が 0 の場合のみを考える。
ネーター処方の第一段階として上記のラグランジアンを変換したときに現れる変

分を求めよう。この変換則は大域的超対称性の場合には作用を不変にするから D
(ω)
µ ξ

に比例するはずである。これはちょうど (1.255) に与えた超対称カレント（補助場を
F icov = 0 とし、保存則に寄与しない全微分項を除いたもの）

jµQL = −Kmnγ
λγµχmL ∂λφ

∗n (2.44)

を用いて

δφLφ + δχLχ = e(D(ω)
µ ξ)jµQ (2.45)

と書くことができる。(2.45) は通常のゲージ理論の場合と同様に次のネーター項の導
入で相殺することができる。

LJchiral = −ejµQψµ = keKij(χ
i
Lγ

µγλψµL)(∂λφ
j
) + c.c. (2.46)

このネーター項の ψµ の変分はちょうど上記の変分を相殺するが、χ を変分すると新

たな項が得られる。

δχLJchiral = −2ke(ξRγκγµγλψµL)Kij(∂κφ
i)(∂λφ

j
) + c.c..

= eTmν δe
ν
m + ikeSλν(ξγ5γ

λµνψµ). (2.47)
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ただし Tµν と Sµν はそれぞれスカラー場のエネルギー運動量テンソル

Tµν = Kij [(∂µφ
i)(∂νφ

j
) + (∂νφi)(∂µφ

j
)− gµν(∂λφi)(∂λφ

j
)] (2.48)

および次のように定義される反対称テンソルである。

Sµν = −iKij [(∂µφ
i)(∂νφ

j
)− (∂νφi)(∂µφ

j
)] (2.49)

変分 (2.47) の第１項はエネルギー運動量テンソルを含み、ちょうどスカラー場の運
動項 Lφ に含まれる多脚場の変分と相殺する。ここまでの結果を全てまとめると、

(δφLφ + δχLχ + δψLJchiral) + (δeLφ + δχLJchiral)

= ikeSλν(ξγ5γ
λµνψµ). (2.50)

中間の式の一つ目の括弧は O(k0) の項であり、相殺している。二つ目の括弧は O(k1)
の項であり、この部分がまだ相殺されないで残っている。(2.50) を見ると、重力部分
の計算で現れた (2.20) とよく似ていることに気づく。並べて書いてみよう。

δL(φ,χ) = −ikeSνρ(ψµγµνργ5ξ), (2.51)

δLψµ = −4e
k

(ψµγµνρ[D(ω)
ν , D(ω)

ρ ]ξ) (2.52)

従って、もし、共変微分 D
(ω)
µ に対して何らかの変更を行い、新たな共変微分 D

(ω,S)
µ

を定義することで

[D(ω,S)
ν , D(ω,S)

ρ ]ξ =
1
4
Rνρmnγ

mnξ − ik2

4
Sνργ5ξ (2.53)

のように交換関係から Sµν が現れるようにすることができれば、(2.50) を相殺する
ことができる。

反対称テンソル Sµν を 2-形式として表わせば次のようにスカラー多様体上のケー
ラー形式の 4 次元時空への引き戻しであることがわかる。

S2 ≡ 1
2
Sµνdx

µ ∧ dxν = −iKijdφ
i ∧ dφj (2.54)

ケーラー形式 S2 は閉形式である。すなわち

dS2 = 0. (2.55)

従って、スカラー多様体上で S2 = dS1 を満足する 1 形式 S1 を（少なくとも局所的

には）定義することができる。

S1 =
i

2
(Kidφ

i −Kidφ
i
) (2.56)
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これはケーラー接続とよばれる。ケーラー接続の時空への引き戻し S1 = Sµdx
µ を用

いて、グラビティーノの変換則とグラビティーノの運動項に含まれる微分を

D(ω)
µ ψLν →D(ω,S)

µ ψLν ≡ (D(ω)
µ − ik2

4
Sµ)ψLν ,

D(ω)
µ ξL →D(ω,S)

µ ξL ≡ (D(ω)
µ − ik2

4
Sµ)ξL (2.57)

のように「共変化」しておけば、グラビティーノの運動項の変分 (2.20) に現れた共
変微分の交換関係から、アインシュタイン作用の変分と相殺する曲率テンソルを含む

項のほかに、ちょうど (2.53) にあるように (2.50) を相殺する項が現れる。
大域的な超対称性を持つ理論においては、ケーラーポテンシャルは二階微分 Kij あ

るいはさらにそれを微分したものとしてのみ現れるので、(1.147) に与えたケーラー
変換 δK = −f − f∗ のもとで不変であった。しかし、ケーラー接続はケーラーポテン
シャルの一階微分であり、ケーラー変換のもとで次のように変化する。

δS1 = d

(
f − f∗

2i

)
(2.58)

これはケーラー接続がケーラー変換に対応した「ゲージ場」であることを表しており、

ξL および ψLµ の微分にそのゲージ場が加わるということは、これらの場はケーラー

変換のもとで非自明に変換されるべきことを意味している。(2.57) の共変微分は ξL

および ψLµ の次の変換則を意味している。

δξL =
ik2

4
f − f∗

2i
ξL, δψLµ =

ik2

4
f − f∗

2i
ψLµ (2.59)

スカラー場 φi はケーラー変換で不変であること、その超対称変換が ξLχ
i
L に比例す

ることからカイラル多重項のフェルミオンもケーラー変換のもとで非自明に変換され

るべきことがわかる。

δχiL = − ik
2

4
f − f∗

2i
χiL (2.60)

従ってその共変微分は次のように定義すべきである。

D(ω,M,S)
µ χiL = D(ω,M)

µ χiL +
ik2

4
Sµχ

i
L. (2.61)

実は、フェルミオンの２次の項までにおいては、カイラル多重項を含む超重力理論

を構成するには、ネーター項の導入とケーラー変換についての共変化で十分である。

（ただしポテンシャル項が無い場合。ポテンシャル項についてはあとで議論する。）す

なわち、ラグランジアン、変換則は以下のように与えられる。

L = Le + Lψ + Lφ + Lχ + LJchiral (2.62)
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ただし、それぞれの項は以下のように与えられる。

Le =
e

k2
R,

Lψ = −4e(ψµγµνρD(ω,S)
ν ψρ),

Lφ = −eKij∂µφ
i∂µφ

j
,

Lχ = −1
2
eKij(χ

i
Lγ

µD(M,ω,S)
µ χjR),

LJchiral = keKij(χ
i
Lγ

µγλψµL)(∂λφ
j
) + c.c. (2.63)

変換則は次のように与えられる。

δψµ =
1
k
D(ω,S)
µ ξ,

δemµ = 2k(ξγmψµ),

δφi = ξLχ
i
L,

δχiL = 2γµξR∂µφi, (2.64)

上記のラグランジアンの局所的超対称変換のもとでの変分の相殺は以下のように

なる。

δφLφ + δχLχ + δψLJchiral = 0,

δχLJchiral + δeLφ + (δeLe + δψLψ) = 0. (2.65)

二行目の括弧は、そのまとまりで計算するとある程度まとまって簡単な形になること

を意味している。

フェルミオンがケーラー変換のもとで非自明に変換されるということは、それらが

ケーラー多様体上のケーラー束と呼ばれるベクトル束の断面として現されることを意

味している。このファイバー束がスカラー多様体上で定義されるには次の量子化条件

が満足される必要がある。[23]

2πZ 3 k2

4

∮
S2 (2.66)

積分はスカラー多様体上の任意の 2 サイクル上で行われる。ケーラー形式がこのよ
うな量子化条件を満足する多様体は Hodge 多様体と呼ばれる。

2.2 ポテンシャル項

前の節で、超重力理論においてはケーラー変換がフェルミオンの位相変換を引き起

こすことを見た。それぞれのフェルミオンのチャージは R-mチャージに比例してい
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る。（ただし、カイラル多重項についてはスカラー場の R-チャージが 0 になるように
定義する。）超ポテンシャル W は R 電荷 2 を持つので、スカラー多様体上のケー
ラー変換のもとでW →W ′ = ek

2(f−f∗)/4W と変換されそうであるが、W は正則関

数でなければならないから、このような変換は許されない。この問題を解決するには、

W に ek
2K/4 を掛けたW を定義すればよい。

W = ek
2K/4W. (2.67)

W はケーラー変換の下で次のように変換される。

W →W ′ = ek
2(f−f∗)/4W. (2.68)

対応する共変微分は

D
(S)
i W = ∂iW − ik2

2
SiW = ∂iW +

k2

4
KiW,

D
(S)

i
W = ∂iW −

ik2

2
SiW = ∂iW −

k2

4
KiW = 0. (2.69)

二つ目が 0 になることは W の定義式と W が正則関数であることを用いればわかる。

W の変換性から逆に W の変換性を読み取ると

W →W ′ = e(k2/2)fW. (2.70)

となる。この変換は W の正則性を保つ。この変換則のもとでの共変性を要請すると

共変微分が次のように定義できる。

D
(S)
i W = ∂iW +

k2

2
KiW,

D
(S)

i
W = ∂iW = 0. (2.71)

一般に、ケーラー変換のもとで

X → X ′ = eaf+bf∗X (2.72)

のように変換される量があったとき、その共変微分は

D
(S)
i X = ∂iX + aKiX,

D
(S)

i
X = ∂iX + bKiX, (2.73)

と与えられる。この定義を用いれば、次の式を示すことができる。（c は任意の定数

である。）

D
(S)
i ecK = D

(S)

i
ecK = 0. (2.74)

すなわち、ecK のような因子は自由に共変微分を通り抜けることができる。
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超ポテンシャル W は正則関数であるから、ケーラー変換 (2.70) を用いれば 0 で
ない限り任意の関数形に取ることができる。ケーラー変換で不変であるケーラーポテ

ンシャルと超ポテンシャルの組み合わせは

|W|2 = ek
2K/2|W |2 =: ek

2G/2 (2.75)

である。この式で定義される関数 G が同じである二つの理論は、超ポテンシャル W

やケーラーポテンシャル K が異なっていても、変数変換によって互いに移りあうこ

とができる。

2.3 ゲージ多重項も含むラグランジアン

前節で与えた、カイラル多重項を含む超重力理論に、さらにゲージ多重項を導入し

よう。以前にも述べたように、ゲージ変換は必ずしもケーラーポテンシャルを不変に

保つ必要は無く、ケーラー変換の分だけなら変化させても良い。パラメータを εa と

するゲージ変換を δgaugeφ
i = εatia とし、このゲージ変換によってケーラーポテンシャ

ルが次のように変化するとする。

δgaugeK = εa(tiaKi + tiaKi) = −εa(fa + f∗a) (2.76)

fa はスカラー場 φi の正則関数である。

前節で、フェルミオンや超ポテンシャルを適切に変換すれば、超重力理論においても

作用がケーラー変換のもとでの不変性を持つことを見た。従って、ゲージ変換 (2.76)
のもとでフェルミオンや超ポテンシャルが次のように変換されれば作用はゲージ不変

になる。

δgaugeξL =
ik2

4
εa
fa − f∗a

2i
ξL,

δgaugeψLµ =
ik2

4
εa
fa − f∗a

2i
ψLµ,

δgaugeχ
i
L = − ik

2

4
εa
fa − f∗a

2i
χiL,

δgaugeλ
a
L =

ik2

4
εa
fa − f∗a

2i
λaL,

δgaugeW =
k2

2
εafaW (2.77)

最後の式は、スカラー場に対してゲージ変換を行ったときにその関数である超ポテン

シャル W がこの式によって変換されなければならないことを意味しており、

tia∂iW =
k2

2
faW (2.78)
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という関係式が成り立つことを表している。この両辺に (k2/2)tiaKiW を加えて次の

ように書くこともできる。

tiaD
(S)
i W =

ik2

2
Wµa (2.79)

ゲージ変換がケーラー変換を引き起こすと、変換パラメータ ξ やグラビティーノ

ψµ、フェルミオン χiL も対応する変換 (2.77) を受ける。このため、それらの共変微
分を定義する際にもこの寄与を考慮する必要がある。例えば変換パラメータ ξ の共

変微分は次のように定義される、。

D(ω,S,G)
µ ξL = D(ω)

µ ξL − ik2

4
S(G)
µ ξL (2.80)

ただし、S(G)
µ はゲージ変換の寄与まで含めた複合ゲージ場であり、次のように定義

される。

S(G)
µ = S0

µ −
i

2
(fa − f∗a)Aaµ (2.81)

S0
µ は以前に定義した複合ゲージ場中のスカラー場の微分をゲージ共変微分に置き換

えたものである。

S0
µ =

i

2
(KiD

(G)
µ φi −KiD

(G)
µ φ

i
) (2.82)

S
(G)
µ 中のゲージ場の係数は次のようにモーメントマップの形にまとめることができる。

S(G)
µ =

i

2
(Ki∂µφ

i −Ki∂µφ
i
) + µaA

a
µ (2.83)

（これは、ゲージ不変な作用 (1.170) に現れる超場 K + Γ のベクトル成分に（フェル
ミオンを含む項を除き）比例する。）この表式を以下で実際に用いることはないが、

実際にラグランジアンが超対称変換のもとで不変であることをチェックする際には有

用である。

ゲージ多重項、カイラル多重項を含むもっとも一般的な超重力理論のラグランジア

ンをフェルミオンの二次までのオーダーで決定しよう。まず、重力部分を次のように

とる。

Lsugra = Le + Lψ,
Le =

e

k2
R,

Lψ = −8e(ψLµγµνρD(ω,S)
ν ψRρ). (2.84)

共変微分に含まれる Sµ は (2.81) で定義されるゲージ場を含むものである。重力多
重項の変換則についても、ケーラー変換の共変化を行った次のものを採用しておく。

δemµ = 2k(ξγmψµ),

δψµL =
1
k
D(ω,S)
µ ξL (2.85)
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以下で見るように、グラビティーノ変換則については新たな項を加える必要がある。

物質場のラグランジアンとしては、大域的超対称理論のものを一般座標変換および

ケーラー変換について共変化した次のものを採用する。

Lmatter = Lv +Lλ +L3 +Lφ +Lχ +Lyukawa +LD +LDλχ +Lpot +Lχmass +Lλmass

(2.86)
ただしそれぞれの部分は以下のように与えられる。

Lv = −e
4

(Im τ̃ab)FaµνF
µνb − e

8
(Re τ̃ab)εµνρσFaµνF

b
ρσ,

Lλ =
e

2
(Im τ̃ab)

[
− (λaLγ

µD(G,ω,S)
µ λbR) + (D(G,ω,S)

µ λaLγ
µλbR)

]

+
ie

2
(Re τ̃ab)D(G)

µ (λaLγ
µλbR),

L3 =
ie

4
τ̃ab,i(λaLF\ b2χiL) + c.c.

Lφ = −eKijD
(G)
µ φiD(G)µφ

j
,

Lχ = −1
2
eKij(χ

i
Lγ

µD(G,M,ω,S)
µ χjR),

Lyukawa = etai(λaLχ
i
L) + e(χiRλ

a
R)tai.

LD = −e
2

(Im τ̃−1)abµaµb,

LDλχ =
e

4
(τ̃ab,i)(χiLλ

b
L)(Im τ̃−1)acµc + c.c.

Lpot = −e(D(S)
i W)Kij(D(S)

j
W),

Lχmass =
e

4
(D(M,S)

i D
(S)
j W)(χiLχ

j
L) + c.c.,

Lλmass =
ie

4
Kij τ̃ab,i(λaLλ

b
L)D(S)

j
W + c.c. (2.87)

tia はゲージ変換を表すスカラー多様体上のキリングベクトルであり、µa は (1.154)
に与えられたモーメントマップである。物質場の変換則は次のようにとる。

δvaµ = ξγµλ
a,

δλaL = −F\a2 ξL + i(Im τ̃−1)abµbξL,

δφi = ξLχ
i
L,

δχiL = 2γµξRD(G)
µ φi + 2ξLKijD

(S)

j
W. (2.88)

まず、上で与えたラグランジアンと変換則を用いて変分計算を行い、カレントを決定

しよう。まずは多脚場は変換せずに、物質場の変換のみを計算すると次の結果を得る。

δmatterLmatter = −k
2e

2
Kij(χ

i
Lγ

λξR)W(D(G)
λ φ

j
)− 2k2eWD

(s)
i W(ξLχiL) + c.c.

+(Dξ terms) (2.89)
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パラメータの微分 Dξ を含む項からカレントを読み取ることができる。Dξ に比例し

ない項が現れるのは、ケーラー変換に対する共変化を行うためにラグランジアンを変

更したためである。

Dξ を含む項を相殺するために、次のネーター結合項を導入すればよい。

LJ = LJvector + LJchiral + LJW + LJD
LJvector = −ke(Im τ̃ab)(λaγµF\ b2ψµ),

LJchiral = keKij(χ
i
Lγ

µγλψLµ)(D(G)
λ φ

j
) + c.c.,

LJW = ke(D(S)
i W)(χiLγ

µψRµ) + c.c.,

LJD = −ike(ψLµγµλaR)µa + c.c., (2.90)

これらがそれぞれ (2.87) のどの項の変分から現れた Dξ 項を相殺するのかは、あと

でまとめて与える。

(2.89) の第１項は ψµ の変換則に新たな項 δ′ψψµL = −(k/4)WγµξR を付け加える

ことで、δ′ψLJchiral によって相殺することができる。さらに δ′ψLJW は (2.89) の右辺
第２項に良く似た項を与える。しかしそれは (2.89) の右辺第２項の丁度 1/2 倍であ
り、次のものが残る。

− 3k2eWD
(s)
i W(ξLχiL) + c.c. (2.91)

これは δφi に比例している。従って、次の宇宙項の導入によって相殺することがで

きる。

Lcc =
3k2e

2
|W|2 (2.92)

ここまでに得られたものを全て合計し、変分も全て計算すればまだ次のものが残され

ることがわかる。

4keW(ψµRγµνD(S,ω)
ν ξR)− 3k3e|W|2(ψµRγµξL) + c.c. (2.93)

この項は、グラビティーノ質量項

Lψmass = −2k2eW(ψRµγµνψRν) + c.c., (2.94)

の導入によって相殺することができる。

最後に導入した二つの項 Lcc と Lψmass は、§2.1においてグラビティーノ質量を導
入したときに現れた項と同じ形をしている。実際、§2.1において得られた項に

m3/2 =
k2

2
W (2.95)

を代入すればここで得られた二つの項が得られる。
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ここでは上で与えたラグランジアンが実際に局所的超対称変換のもとで不変である

ことは確認しないが、どのような相殺が起こるのかだけ与えておこう。フェルミオン

の変換則を次のように補助場由来の部分とそれ以外の部分に分けておく。

δψµL = δ0
ψψµL + δ′ψψµL

δ0
ψψµL =

1
k
D(ω,S)
µ ξL,

δ′ψψµL = −k
4
WγµξR,

δλaL = δ0
λλ
a
L + δ′λλ

a
L

δ0
λλ
a
L = −F\a2 ξL,

δ′λλ
a
L = i(Im τ̃−1)abµbξL,

δχiL = δ0
χχ

i
L + δ′χχ

i
L,

δ0
χχ

i
L = 2γµξRD(G)

µ φi,

δ′χχ
i
L = 2ξLKijD

(S)

j
W. (2.96)
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これらの記号を用いて、変分計算における相殺の様子を表すと、以下のようになる。

δ0
λLλ + δvLv + δ0

χL3 + δ0
ψLJvector = 0,

δ0
λL3 + δφLv = 0,

δ0
λLJvector + δeLv = 0,

δ′χL3 + δ0
λLλmass = 0,

δφLφ + δ0
χLχ + δ0

λLyukawa + δ0
ψLJchiral = 0,

δvLφ + δ0
χLyukawa + δ′λLλ + δ0

χLDλχ + δ0
ψLJD = 0,

δ′λL3 + δ0
λLDλχ = 0,

δφLD + δ′λLDλχ + δ′λLyukawa = 0,

(δ0
χLJchiral + δ′λLJD + δ0

λLJD + δ′λLJvector)

+(δeLφ + δeLD) + (δeLe + δ0
ψLψ) = 0,

δ′χLχ + δ0
χLχmass + δ0

ψLJW + δ′ψLJchiral = 0,

δ′χLχmass + δφLpot + δ′ψLJW + δφLcc = 0,

δ0
χLJW + δ′χLJchiral + δ0

ψLψmass + δ′ψLψ = 0,

δ′χLJW + δeLpot = 0,

δ′ψLψmass + δeLcc = 0,

δ′χLDλχ + δ′λLλmass = 0,

δ′χLyukawa + δ′ψLJD = 0, ,

δ′ψLJvector = 0. (2.97)

最後にケーラー変換を用いて W を定数にした作用を与えておこう。実際に行うこ

とは、W を定数としてその微分を含む項を削除するだけである。その結果、次のラ

グランジアンが得られる。まず、フェルミオンを含まない項は次のものである。

Lcc =
3k2e

2
|W |2e k

2
2 K

Lpot = −k
4e

4
|W |2e k

2
2 KKiK

ijKj

LD = −e
2

(Im τ̃−1)abµaµb,

Le =
e

k2
R,

Lφ = −eKijD
(G)
µ φiD(G)µφ

j
,

Lv = −e
4

(Im τ̃ab)F aµνF
µνb − e

8
(Re τ̃ab)εµνρσF aµνF

b
ρσ, (2.98)
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次に、フェルミオンと微分を含む項は

Lλ = −e
2

(Im τ̃ab)(λaγµD(G,ω)
µ λb)

+
k2e

8
(Im τ̃ab)(KiD

(G)
µ φi −KiD

(G)
µ φ

i
)(λaLγ

µλbR)

+
ie

4
(Re τ̃ab)D(G)

µ (λaγ5γ
µλb),

LJvector = −ke(Im τ̃ab)(λaγµF\ b2ψµ),

L3 =
ie

4
τ̃ab,i(λaLF\ b2χiL) + c.c.

Lψ = −8e(ψLµγµνρD(ω)
ν ψRρ) + k2e(KiD

(G)
ν φi −KiD

(G)
ν φ

i
)(ψLµγµνρψRρ)

LJchiral = keKij(χ
i
Lγ

µγλψLµ)(D(G)
λ φ

j
) + c.c.,

Lχ = −1
4
eKij(χ

i
Lγ

µD(G,ω)
µ χjR)

+
1
4
e(χiLγ

µχjR)
(
Kimj −

k2

4
KiKmj

)
D(G)
µ φm + c.c. (2.99)

フェルミオンを含み微分を含まない項は

Lψmass = −2k2eWe
k2
4 K(ψRµγµνψRν) + c.c.,

Lλmass =
ik2e

8
We

k2
4 KKij τ̃ab,iKj(λ

a
Lλ
b
L) + c.c.

Lχmass =
k2e

8
We

k2
4 K

(
Kij −KijkK

klKl +
k2

2
KiKj

)
(χiLχ

j
L) + c.c.,

LJD = −ike(ψLµγµλaR)µa + c.c.,

LJW =
k3e

2
We

k2
4 KKi(χiLγ

µψRµ) + c.c.,

LDλχ =
e

4
(τ̃ab,i)(χiLλ

b
L)(Im τ̃−1)acµc + c.c.

Lyukawa = eKij(χ
i
Rλ

a
R)tja + c.c. (2.100)

超対称変換は

δemµ = 2k(ξγmψµ),

δψµL =
1
k
D(ω)
µ ξL +

k

8
(KiD

(G)
µ φi −KiD

(G)
µ φi)ξL − k

4
e
k2
4 KWγµξR,

δvaµ = ξγµλ
a,

δλaL = −F\a2 ξL + iξL(Im τ̃−1)abµb,

δφi = ξLχ
i
L,

δχiL = 2γµξRD(G)
µ φi + k2e

k2
4 KWξLK

ijKj . (2.101)
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これは [24] に与えられているラグランジアンのフェルミオンの 2 次までのオーダー
と一致する。1

1ただし次の置き換えを行う必要がある。k2 → 2, W → −1, K → −G , τ̃ab → ifab, Ta → −g̃Ta,
kψµ → 1

2
ψµ, χiL → 2χiL.
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第3章 超場形式

3.1 多脚場、捩率、曲率

§1.1では、大域的超対称性を実現するためにボゾン的座標 xm とフェルミオン的な

座標 θa で張られる超空間を導入した。超重力理論を超空間を用いて実現するために

は、まずこの超空間を局所的な一般座標変換のもとでの共変性を持つように拡張しな

ければならない。

以下では超空間上の座標の添字を大文字のローマ字 K,L,M, . . . を用い、そのうち

のボゾン的座標を表わすのには小文字のギリシア文字 κ, λ, µ, . . . を、フェルミオン的

座標を表わすのには小文字のギリシア文字 α, β, γ, . . . を用いる。一方超空間上の局所

直交座標のボゾン的座標、フェルミオン的座標の両方を走る添字を A,B,C, . . . を用

い、そのうちのボゾン的座標は k, l,m, . . .、フェルミオン的座標は a, b, c, . . . を用い

て表わすことにする。

zM = (xµ, θα), yA = (ym,Θa). (3.1)

局所直交系の座標のうち、ボゾン的座標は時空の次元に応じたローレンツ群 SO(1, 3)
のベクトル表現に属し、フェルミオン座標はそのスピノル表現に属するものとする。

スピノル添え字を奇数個持つ量はグラスマン数であるが、それらの交換から現れる負

号をあらわすために、次の式にあるような記号を導入する。

XMYN = (−)MNYNXM , (3.2)

ここで (−) の肩に乗っている添え字は、その添え字がベクトル添え字である場合に
は 0 を、スピノル添え字である場合には 1 をあらわすものとする。
超空間上の多脚場を導入する準備として、局所座標系での計量や添え字の上げ下げ

について見ておこう。まず、局所直交系での添え字の上げ下げを行う行列を CAB と

し、添え字を上げる操作を次のように定義する。

XA = CABXB . (3.3)

具体的には CAB は次のように定義される。

CAB =

(
ηmn

Cab

)
(3.4)
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Cab は荷電共役行列である。行列 CAB 全体は対称でも反対称でも無いので、添え字

の順序には常に注意しておかなければならない。添え字の入れ替えに対して CAB は

次のように振舞う。

CAB = (−)ABCBA. (3.5)

(3.3) より、添え字を下げるためには CAB の逆行列を用いてXA = (C−1)ABXB と

すればよい。この規則を用いて CAB 自身の二つの添え字を下げると、

CAB ≡ (C−1)AC(C−1)BDCCD = (C−1)BA. (3.6)

となる。この、下つき添え字の CAB を用いれば、添え字を下げる規則は次のように

表される。

XA = XBCBA (3.7)

(3.3) と (3.7) の規則は、添え字を上げ下げする場合には C を用い、常に左上と右下

で縮約する、と覚えておけばよい。

超空間の接空間の座標と局所直交座標を結びつけるために多脚場 EM
A を定義す

る。また、逆行列 EA
M を次のように定義する。

EM
AEA

N = δNM , EA
NEN

B = δBA . (3.8)

超場の成分はグラスマン数であることもあるために掛ける順序には常に注意しなけれ

ばならない。多脚場による添字の変換を行う場合にも常に次の式のように左上の添字

と右下の添字を縮約することにする。

vA = EA
NvN , vA = vNEN

A. (3.9)

この規則は逆行列の定義 (3.8) においても満足されている。二つ以上の添字をもつテ
ンソルの場合には、ベクトルのテンソル積と同じように扱われなければならない。た

とえば TMN と TAB の間の関係は次のように与えられる。

TMN = (−)(N+B)AEM
AEN

BTAB . (3.10)

右辺にこのような符号が現れることは、TMN = vMwN のような場合にベクトル vM

と wN の添え字の変換則と矛盾しないために必要である。

超空間上のスピン接続は、共変微分中に次のように現れるものとして定義する。

DMvA = ∂MvA + ΩM−ABvB . (3.11)

構造群、すなわち、局所座標系に作用する対称性の群は超群へは拡張せず、ローレン

ツ代数のままであるとする。これは必ずしもそうである必要は無く、より大きな代数

を用いることもできるが、ここでは構造群として最小限必要なローレンツ群を取るこ
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とにする。そしてボゾン成分とそれぞれのカイラリティのスピノル成分が混ざること

なく変換されるものとする。このとき、スピン接続は次のようなブロック対角な形に

制限される。

ΩK−AB =




ΩK−mn

ΩK−ab

ΩK−ab


 . (3.12)

さらに、ボゾン成分とフェルミオン成分は同じ生成子のベクトル表現とスピノル表現

であり、次の関係式が成り立つ。

Ωam = Ωma = 0, Ωab =
1
4

Ωmn(γmn)ab. (3.13)

この式はローレンツ条件と呼ばれる。スピノルの共変微分は次のように書くことがで

きる。

Dµψa = ∂µψa +
1
4

(Ωµmnγmn)abψb = ∂µψa + Ωµabψb (3.14)

ローレンツ条件は、超空間上で座標系に依存することなく「カイラル方向」や「反カ

イラル方向」といった向きを定義することができることを保障している。このおかげで、

たとえばカイラル多重項を定義する条件を座標系に依存しない式DaΦ ≡ EMa ∂MΦ = 0
によって与えることができる。

超空間上での曲率は、共変微分の交換関係、あるいは反交換関係として次のように

定義される。

RMN = DMDN − (−)MNDNDM (3.15)

ローレンツ条件は曲率テンソルについても成立し、Rba = (1/4)Rmn(γmn)ba という
関係が成り立つ。一方、捩率は次のように定義される。

TMN
A = DMEN

A − (−)MNDNEM
A (3.16)

これらは概微分形式を用いるとコンパクトに表すことができる。超空間上の微分形式

のウェッジ積を次の性質を満足するものとして定義する。

dzM ∧ dzN = −(−)MNdzM ∧ dzN . (3.17)

多脚場やスピン接続、曲率、捩率の外微分形式は次のように定義される。

EA = dzMEM
A, (3.18)

Ω = dzMΩ, (3.19)

TA =
1
2

(−)MNdzM ∧ dzNTMN
A, (3.20)

R =
1
2

(−)MNdzM ∧ dzNRMN , (3.21)
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ただし、スピン接続と曲率は局所回転群の代数に値をとるものとして表した。これら

を用いると、上記の捩率と曲率の定義は次のように書くことができる。

R = D ∧D = dΩ + Ω ∧ Ω, (3.22)

T = DE. (3.23)

多脚場の逆行列の共変微分は、次のように与えられる。

DAEB
N = −(−)A(B+M)EB

M (DAEM
C)ECN (3.24)

この式と曲率、捩率の定義を用いると添え字を局所直交系のものに直した共変微分

DA ≡ EAMDM に対して次の公式を示すことができる。

DADB − (−)ABDBDA = RAB − TABMDM (3.25)

この交換関係は超空間を用いた定式化においては非常にしばしば用いられる。

多脚場の二回微分は次のように二つの方法で変形することができる。

DDEA = DTA, DDEA = R ∧ EA. (3.26)

これらは当然等しいから、次の恒等式を得る。

I1 ≡ DT −R ∧ E = 0. (3.27)

連続する 3 つの共変微分も、次のように二通りに変形できる。

DDD = DR, DDD = RD (3.28)

これらはどちらも微分演算子の関係式であり一つ目の式の右辺の微分はその右側に来

るもの全てに作用する。これら二つが恒等的に等しいということから、次の恒等式が

成り立つ。

I2 ≡ DR = 0. (3.29)

ローレンツ代数の表列表示の添え字を明示すれば、次のようになる。

I1A = DTA −RAB ∧ EB = DTA + EB ∧RBA, (3.30)

I2AB = DRAB . (3.31)

I1 = 0 および I2 = 0 はともにビアンキ項等式と呼ばれ、これを後に与える拘束条件
とともに解くことによって物理的な自由度が決まる。

ビアンキ恒等式を多脚場を基底として次のように展開し、ローレンツ群の既約表現

に分解する。

IA = −1
6
ENEMEKIKMN

A, (3.32)

Ipq = −1
6
ENEMEKIKMNpq. (3.33)

72



成分は次のように与えられる。

IKMNpq = (DKRMN−pq + TKM
PRPN−pq)[KMN}, (3.34)

IKMN
A = (DKTMN

A + TKM
PTPN

A +RKMN
A)[KMN}. (3.35)

実は、ローレンツ条件を用いると、IA = 0 を解くことによって曲率テンソルの全て
の成分を捩率で書くことができる。そして IA = 0 が成り立てば自動的に Imn = 0 も
成り立つことを示すことができる。[25]

3.2 対称性

パラメータを ΣAB とする局所ローレンツ変換を δM (Σ) と表すことにし、ベクト
ル V A およびスピン接続に対する作用は次のように与えられる。

δM (Σ)V A = V BΣBA, δM (Σ)ΩMA
B = DMΣAB . (3.36)

超空間上の一般座標変換

zM → z′M = z′M (z) (3.37)

のもとでの場の変換則について考えよう。何も添え字を持たないスカラー場 Φ(x) の
変換は次のように定義される。

Φ(z) = Φ′(z′). (3.38)

内部対称性に対する添え字を持つ場合でも同様である。1 形式場 VM (z) の変換則は、

dzMVM (z) = dz′MV ′M (z′). (3.39)

によって与えられる。これに対して、局所直交系の添え字については、内部対称性と

同様に扱う。複数の添え字を持つ場合にはこれらを組み合わせることで変換則が決定

される。たとえば多脚場 EM
A とスピン接続 ΩM−AB については、次のように座標

変換を定義することができる。

dzMEM
A(z) = dz′ME′M

A(z′), (3.40)

dzMΩMA
B(z) = dz′MΩM ′AB(z′) (3.41)

特に、無限小変換

z′M = zM − ΞM . (3.42)

についての変分を δ0
gc(Ξ) とあらわすことにしよう。添え字の 0 は、局所ローレンツ

系などの内部空間の添え字については何も作用しないことを意味している。いくつか

73



の例を与えよう。

δ0
gc(Ξ)Φ = ΞK∂KΦ, (3.43)

δ0
gc(Ξ)VM = ΞK∂KVM + (∂MΞK)VK , . (3.44)

上記の変換と、局所ローレンツ変換を組み合わせることによって座標変換の下での

変換則に共変性を持たせることができる。無限小一般座標変換に現れている微分を共

変化するには、一般座標変換と、共変性を回復するための局所ローレンツ変換を同時

に行うものを改めて一般座標変換だとみなし、δ(Ω)
gc と表す。

δ(Ω)
gc (Ξ) = δ0

gc(Ξ) + δM (−ΞMΩM−mn) (3.45)

これを局所ローレンツ添え字を持つベクトルに作用させると、次のように共変微分に

なる。

δ(Ω)
gc (Ξ)V A = ΞMDMV

A (3.46)

多脚場とスピン接続は次のように変換される。

δ(Ω)
gc (Ξ)EMA = DMΞA + ΞNTNMA,

δ(Ω)
gc (Ξ)ΩMA

B = ΞNRNMA
B . (3.47)

局所ローレンツ変換のほかにも内部対称性があれば、それについても共変化を行う

ことができる。一般に AM がゲージ場であり、そのゲージ変換が

δgauge(λ)AM = D
(A)
M λ = ∂Mλ+ [AM , λ] (3.48)

であるとき、

δ(A)
gc (Ξ) = δ0

gc(Ξ)− δgauge(ΞMAM ). (3.49)

と定義すれば、ゲージ場の共変化された一般座標変換は

δ(A)
gc (Ξ)AM = ΞKFKM (3.50)

ただし、超空間上での場の強さは次のように定義される。

FMN = ∂MAN − (−)MN∂NAM +AMAN − (−)MNANAM (3.51)

スピン接続に対する一般座標変換の式 (3.47)はこの特殊な場合とみなすことができる。

3.3 拘束条件

超重力理論においても、大域的な超対称性の場合と同じくカイラル多重項が定義

できるということを要請すると、超空間の構造に対してある制限をかけることがで
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きる。上で述べたように、ローレンツ条件は座標に依存しない形でカイラル条件の式

DaΦ = 0を与えることができる。もしこの条件が超空間全体で成り立てば、これを
もう一度微分したDaDbΦ = 0 も成立するはずである。従って、Φ はスカラーである
と仮定して微分の交換関係 (3.25) を用いると、

Tab
MDMΦ = 0. (3.52)

が成り立たなければならない。これが Φ に対して新たな条件を与えてしまうと、大
域的超対称理論と同様のカイラル多重項を定義することができなくなる。従って超空

間の捩率が次の条件を満足する必要がある。

Tab
m = Tab

c = 0. (3.53)

物理的に望ましい超重力理論を得るためには、これ以外にも拘束条件を課す必要が

ある。これは何かから導出されるようなものではなく、試行錯誤の結果として与えら

れるものである。以下では、成分形式での解析で得られた超対称変換の形から拘束条

件を推測することにする。

超空間を用いると、実空間上の一般座標変換と超対称変換がともに超空間上の一般

座標変換として表現される。より具体的にこの関係を表すために、実空間を θα = 0
によって定義される超空間の部分空間とみなすのが便利である。超空間上の座標変換

のパラメータを ΞM としよう。ここで、ΞM |θ=0 = (εµ, 0) を満足する超空間上の座
標変換は、実空間をそのままに保ち、この変換を実空間上の座標変換とみなすことが

できる。一方、ΞM |θ=0 = (0, ξα) を満足する超空間上の一般座標変換は超対称変換と
みなすことができる。

このような関係から、x 空間上の多脚場 eµ
m(x)、グラビティーノ ψµ

a(x) および
スピン接続 ωµ

mn(x) は超空間上の多脚場 EM
A(zM ) およびスピン接続 ΩMA

B に次

のように埋め込まれるとするのが自然である。

Eµ
m|θ=0 = eµ

m,

Eµ
a|θ=0 = ψµ

a,

Ωµ−mn|θ=0 = ωµ−mn. (3.54)

また、これら以外の成分の θ = 0 部分はゲージ自由度であり、超空間上の一般座標変
換と局所ローレンツ変換によって次のように取ることができる。

Eα
m|θ=0 = 0,

Eα
b|θ=0 = δbα,

Ωα−mn|θ=0 = 0. (3.55)
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実際にゲージ変換を用いてこのように取れることはあとで見る。EMA の逆行列 EA
M

はこのゲージでは次のように与えられる。

Ek
µ|θ=0 = ek

µ,

Ek
α|θ=0 = −ekµψµaδαa ,

Ea
µ|θ=0 = 0,

Ea
α|θ=0 = δa

α. (3.56)

ここではグラビティーノは質量次元 1/2 を持つ場として定義されている。これは前の
章のグラビティーノ（質量次元 3/2）とは 1 だけずれていることに注意。このため、
単純超重力理論のラグランジアンは L ∼ (1/k2)(R + ψ∂ψ) のように、グラビティー
ノ運動項にもニュートン定数がつく。通常の規格化に移りたければ、この章で用いら

れるグラビティーノに対して ψµ → kψµ という置き換えを行えばよい。

“ポテンシャル”の間の関係 (3.54) が与えられたので、対応する場の強さについて
も、超場の中にどのように埋め込まれているかを決めることができる。捩率および曲

率の定義より、次の関係式が成り立つことは明らかである。

Tµν
m|θ=0 = T (boson)

µν
m,

Tµν
a|θ=0 = ψ(ω)

µν
a,

Rµν
mn|θ=0 = R(ω)

µν
mn. (3.57)

ただし、左辺は x 空間上の場であり、右辺は超空間上の場である。グラビティーノの

場の強さは次のように定義した。

ψ(ω)
µν

a = D(ω)
µ ψaν −D(ω)

ν ψaµ (3.58)

(3.57) に与えられたテンソルはどれも接空間の添え字 µ, ν を持っていることに注意
しよう。

超空間上の一般座標変換のパラメータを ΞM、局所ローレンツ変換のパラメータを
Σmn とする。ΞM の成分のうち、Ξµ はボゾン的な一般座標変換に、Ξα は局所的超
対称変換に対応するパラメータである。これらのパラメータの θ = 0 の部分が実空間
上の一般座標変換、超対称変換のパラメータに対応するものである。局所ローレンツ

変換については、次の関係が成り立つ。

Σmn|θ=0 = σmn. (3.59)

一方、一般座標変換と超対称変換については二通りに書くことができる。まず一つ目

は、パラメータの持つ添え字を大域添え字とした関係式

Ξµ|θ=0 = εµ,

Ξα|θ=0 = ξα (3.60)
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であり、もう一つはパラメータの添え字を局所座標のものにした次の関係式である。

Ξm|θ=0 = ε′m,

Ξa|θ=0 = ξ′a. (3.61)

(3.55) のゲージをとっている場合には、この二つは次のように関係している。

ε′m = εµemµ , ξ′a = ξαEα
a + εµψaµ. (3.62)

従って、εµ = ε′m = 0 である超対称変換については違いは無いが、εµ および ε′m

が 0 ではない一般座標変換については違いが現れる。この二つは、超対称変換に対
する「共変化」を行うかどうかの違いであるとみなすことができる。つまり、パラ

メータが (εµ, ξα = 0) で与えられる超空間上の一般座標変換 δgc(ε) とパラメータが
(ε′m, ξ′a = 0) で与えられる超空間上の一般座標変換 δ′gc(ε′) は次のように関係して
いる。

δ′(Ω)
gc (ε′)|θ=0 = δ(ω)

gc (ε′µ)− δQ(ε′µψαµ )

= δ(ω,ψ)
gc (ε′µ) (3.63)

即ち、δ′gc 変換は δgc 変換に超対称変換についての共変化を行ったものであると解釈

することができる。もちろん、一般座標変換として δ′gc を用いるのか δgc を用いるの

かは使う人の自由であり、どちらを採用してもよい。

超重力理論の off shell 定式化では、重力多重項には多脚場とグラビティーノ以外に
補助場が含まれている。それらの自由度は超空間上の多脚場やスピン接続に含まれて

いるが、多脚場やスピン接続はそれら以外にも多くの自由度を含んでおり、物理的な

理論を得るためにはそれら余計な自由度を排除する必要がある。そのために、以下で

述べるように捩率に対して拘束条件を課す。どのような拘束条件を課せばよいのかの

手がかりを得るために、超空間上の一般座標変換と以前に成分形式で得られた超対称

性変換を比較してみよう。

以前に得られた超対称変換 (2.85) を思い出そう。それは次の形をしていた。

δemµ = 2(ξγmψµ),

δψµ = D(ω)
µ ξ −Kµξ (3.64)

ただし、Kµ は次のように定義されるベクトル添え字をもつ行列である。

(Kµ)αβ =
(
iγ5Sµ +

1
4
Wγµ

)

α

β (3.65)

一方、対応する超空間上の一般座標変換は次のように与えられる。

δ(Ω)
gc (0, ξα)Eµm|θ=0 = ξβTβµ

m|θ=0,

δ(Ω)
gc ((0, ξα))Eµa|θ=0 = D(ω)

µ ξa + ξβTβµ
a|θ=0 (3.66)
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(3.64) と (3.66) が一致するためには次の式が成り立てばよいことがわかる。

Tαµ
m|θ=0 = −2(γm)αβψβµ , Tβµ

a|θ=0 = (Kµ)aβ (3.67)

(3.67) に与えられた 2 つの式の左辺を、捩率の添え字が直交座標のものになるよう
に次のように書き換えてみよう。

ekµTak
m|θ=0 − ψbµTabm|θ=0 = −2(γm)abψbµ, (3.68)

emµ Tbm
a|θ=0 − ψcµTbca|θ=0 = (Kµ)ab. (3.69)

これらふたつの式の両辺を比較することにより次の式が得られる。

Tak
m|θ=0 = 0,

Tab
m|θ=0 = 2(γm)ab,

Tbm
a|θ=0 = (Km)ab,

Tbc
a|θ=0 = 0. (3.70)

さらに (3.57) に与えた 3 つの関係のうち、はじめの二つの左辺の捩率を直交座標系
の添え字を持つもので書き換え (3.70) を用いると次の式を得る。

Tmn
k|θ=0 = T (s)k

mn , (3.71)

Tmn
a|θ=0 = ψ(s)a

mn (3.72)

ここで、xµ 空間での場の強さの超共変化

T (s)
µν

m = T (boson)
µν

m + 2ψaµ(γk)abψbν , (3.73)

ψ(s)a
µν = ψ(ω)a

µν + (Kµ)abψbν − (Kν)abψbµ (3.74)

を定義した。超共変化というのは、超空間の立場で解釈すれば、上で T kµν と ψ
(ω)
µν に

ついて行ったように、接空間の添え字をもつテンソルを一旦超空間のテンソルに格上

げし、その添え字を超空間上の多脚場を用いて直交系のものに変換し、そして再び xµ

空間のテンソルに落としたもののことである。

ψ(ω)a
µν → Tµν

a → Tmn
a → ψ(s)a

mn (3.75)

xµ 空間の中での超共変化の定義は、xµ 空間でのテンソル量について、ψµ を含む項

を加えることでその超対称変換が変換パラメータの微分を含まないようにしたもので

ある。たとえば、スピン接続 ωµ−mn の変換則が ξ の微分を含まないことを仮定する

と、ψ(ω)
µν の超対称変換は次のように ξ の微分を含む。

δQ(ξ)ψµν = KµDνξ −KνDµξ + (no Dξ terms) (3.76)
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このような Dξ を含む項を現れなくするには (3.74) にあるような補正項を加えてお
けばよい。

以上の結果を踏まえて、超重力理論に必要な自由度だけを残すにはどのような拘束

条件を課せばよいかを推測することができる。拘束条件は超空間上の共変性を破って

はならない。(3.70) に与えた θ = 0 における 4 つの関係式のうち、3 つは超空間全
体で成り立つ共変な関係式に拡張することができる。また、x 空間上のスピン接続 ω

が独立な自由度として現れないようにするために x 空間上の捩率 Tµν
m にも何らか

の条件を課す必要がある。これを超空間上での共変な条件として与えようとすると、

Tmn
k を 0 に置くしかない。こうして、超空間上の次の拘束条件が得られる。[26, 27]

Tmn
k(x, θ) = Tam

k(x, θ) = Tab
c(x, θ) = 0, Tab

k(x, θ) = 2(γk)ab. (3.77)

以下ではこれらの拘束条件とビアンキ恒等式を組み合わせて解き、どれだけの独立な

自由度があるかを決める。

3.4 ビアンキ恒等式の解

捩率に対する拘束条件 (3.77) をビアンキ項等式に代入すると、Iabmn = Iabcd =
Iakmn = 0 の 3 つのビアンキ項等式は捩率と曲率の間の微分を含まない代数関係を与
える。これらを解くことにより、次の関係式が得られる。

Tma
b = [

1
2
R̂∗γm +

i

2
γ5γmV\ +

i

6
γ5V\γm]ab, (3.78)

Rab−mn = 4
[
− 1

2
R̂∗γmn +

i

6
γ5V\γmn +

i

6
γ5γmnV\

]
ab
, (3.79)

Rampq = (γm)abTpqb + (γq)abTpmb + (γp)abTmqb (3.80)

捩率の添え字をスピノル添え字にしたものは次のように与えられる。

T(aa)bc = −iCabVac +
i

3
CacVab,

T(aa)bc = iCabVac − i

3
CacVab,

T(aa)bc = −CabCacR,

T(aa)bc = −CabCacR∗,
T(aa)(bb)c = −2Cab(2Tcab + CacTb + CbcTa)− 4CabTcab,

T(aa)(bb)c = −2Cab(2Tcab + CacTb + CbcTa)− 4CabTcab. (3.81)

ただし、Tmna のローレンツ群の規約表現への分解を次のように定義した。

Tmn
a = (γmn)bcT

abc + (γmn)bcT abc + (γmn)abTb,

Tmn
a = (γmn)bcT abc + (γmn)bcT

abc + (γmn)abTb, (3.82)
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曲率については以下の通り

Ra(bb)cd = Cab(CbcTd + CbdTc) + 2(CbcTdab + CbdTcab)− 8CabTbcd,

Ra(bb)cd = Cab(CbcTd + CbdTc) + 2(CbcTdab + CbdTcab)− 8CabTbcd,

Ra(bb)cd = 3(CacCbd + CadCbc)Tb − 2(CacTbdb + CadTbcb + 2CabTbcd),

Ra(bb)cd = 3(CacCbd + CadCbc)Tb − 2(CacTbdb + CadTbcb + 2CabTbcd),

Rabcd = −2(CacCbd + CadCbc)R
∗,

Rabcd = −2(CacCbd + CadCbc)R,

Rabcd = 0,

Rabcd = 0,

Rabcd = −2i
3

(CacVdb + CadVcb),

Rabcd =
2i
3

(CbcVda + CbdVca) (3.83)

いくつかの添え字を縮約したものも後でしばしば用いられるので、与えておこう。

T(ab)
b
c =

i5
3
Vac,

T(ab)c
b =

i

3
Vac,

T(ab)
b
c = −2CacR,

T(ab)c
b = −2CacR∗,

CabT(aa)(bb)c = −4(2Tcab + CacTb + CbcTa),

CabT(aa)(bb)c = −8Tcab,

T(aa)(bc)
b = −6CacTa + 4Taac. (3.84)

Rab
b
c = −6CacR∗,

Rab
b
c = 2iVca (3.85)

超場の θ 微分を他の超場で与える幾つかの式がビアンキ恒等式から得られる。次

はそのようなものを見てみよう。

Iabmc = 0 からは次の式が得られる。

DaR = 0. (3.86)

すなわち、R はカイラル超場である。次に、Iab(cc)d = 0 についてみてみる。これは、
bc についての対称部分、bc に対する反対称部分の中で cd についても反対称な部分、
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bc に対する反対称部分の中で cd について対称な部分、の 3 つに分解すると以下の式
を得る。

0 = Iab(cc)d|{bc} =
(
CcaCd

e − 1
3
CcdCa

e

)(
i

2
DbVce +

i

2
DcVbe + 6Tebc

)
,

0 = Ia
c
(cc)

c = 4DaR − i

3
DbV

b
a + 30Ta,

0 = Ia
c
(cc)d|{cd} = Cad(iDbV

b
c + 6Tc)|{cd} (3.87)

こうして、Iab(cc)d = 0 より次の 3 つの関係式が得られた。

i

2
DbVca +

i

2
DcVba + 6Tabc = 0,

4DaR − i

3
DbV

b
a + 30Ta = 0,

iDbV
b
a + 6Ta = 0. (3.88)

実は、これらの式を用いると、Iab(cc)d = 0 も自動的に成り立つことを示すことがで
きる。(3.88) のうちうしろ二つの関係式は次のように整理することができる。

DaR =
4i
3
DbV

b
a = −8Ta (3.89)

これらの式を用いることで R や Vm の θ 座標微分を他の超場で書き換えることがで

きる。

(3.88) の最初の式と最後の式を組み合わせれば次の式が導かれる。

DbVca = 3iTaCbc + i6Tabc, (3.90)

今度は次のビアンキ恒等式について考えてみよう。

Imna
b = DmTna

b−DnTma
b+DaTmn

b−TnacTmcb+Tma
cTnc

b+Rmna
b = 0. (3.91)

この式を既約分解すると幾つかの独立な関係式を与えるが、そのうちの一つは

DaT
(4,1)
mn

b = 0. (3.92)

である。つまり、グラビティーノのスピン 3/2 成分はカイラル超場をなす。
残るは I1

mnp
q および I1

mnp
a である。これらは曲率テンソルおよびグラビティーノ

に対するビアンキ恒等式を与える。

I1
mnp

q ∝ Rmnpq +Rnpm
q +Rpmn

q = 0. (3.93)

I1
mnp

a ∝ (DmTnp
a + Tmn

bTbp
a)[mnp] = 0. (3.94)
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これらは曲率テンソルとグラビティーノの場の強さが対応するポテンシャルを用いて

書けることを保障している。たとえば、I1
mnp

q = 0 は Tµν
k が次のように書けること

を保障している。

Tµν
k = Dµeν

k −Dνeµ
k = ∂µeν

k − ∂νeµk + ωµ
k
leν

l − ωνkleµl. (3.95)

この式を ω についてとくことでスピン接続を e と ψ を用いて表すことができる。

Tmn
a を規約分解して定義される場の θ 微分を決めるためにはビアンキ項等式

Imnab = 0 を用いる。そこから得られるいくつかの式を与えておく。

0 = CabI(aa)(bb)
ab = −12DaTa + 4iDmV

m − 8
3
VmV

m − 12RR∗ −Rmnmn

0 = I(aa)(bb)cd|(4,2) = −4CabDcTabd,

0 = I(aa)(bb)cd|(5,1) = −4CabDcTabd|(5,1) +R(aa)(bb)cd|(5,1) (3.96)

3.5 重力多重項

重力多重項の成分場を定義し、その変換則を決定しよう。独立な成分場の組を得る

には、スピノル微分で閉じている超場の組を作り、それらの初項によって成分場を定

義すればよい。「スピノル微分で閉じている」というのは、その組の中の任意の超場に

対してそのスピノル微分が他の場のスピノル微分を含まない式によって与えられるこ

とを意味する。この条件は、超対称変換が成分場の中で閉じていることを保障する。

拘束条件とビアンキ恒等式を解いて得られた超場については、スピノル微分に対し

て閉じた超場の組は以下のように与えることができる。

R, Vm, Tmn
α, Rmn

pq. (3.97)

従って、成分場はこれらの初項として次のように定義される。

R|θ=0 = M,

Vm|θ=0 = cm,

Tmn
α|θ=0 = ψ(s)

mn,

Rmn
pq|θ=0 = R(s)

mn
pq. (3.98)

ただしこれらのうち最後の二つについては、スピノル微分を含まないビアンキ恒等式

Imnp
α = 0,

Imnp
k = 0,

Imnp
kl = 0 (3.99)
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を満足する。これらは、「場の強さ」ψ(s)
mn および R

(s)
mn

pq が次のように定義される「ポ

テンシャル」の微分として表すことができることを保障している。

emµ = Eµ
m|θ=0, (3.100)

ψaµ = Eµ
a|θ=0, (3.101)

ωµ−mn = Ωµ−mn|θ=0. (3.102)

多脚場とスピン接続のこれら以外の成分は次のようにゲージ固定しておく。

Eα
m|θ=0 = 0, (3.103)

Eα
b|θ=0 = δbα, (3.104)

Ωα−mn|θ=0 = 0, (3.105)

具体的な場の強さの表式は (3.98) の後ろ二つの式を

Tµν
a|θ=0 = ψ(ω)α

µν , (3.106)

Rµν−pq|θ=0 = R
(ω)
µν−pq (3.107)

と比較することによって次のように得ることができる。

ψ(s)
mn = Dmψn − iγ5cmψn +

i

3
γ5γmc\ψn +

1
2
M̂γmψn − [m↔ n],

R(s)
µνpq = Rµνpq + [ψµγνψ(s)

pq + ψµγqψ
(s)
pν − ψµγpψ(s)

qν ]

−[ψνγµψ(s)
pq + ψνγqψ

(s)
pµ − ψνγpψ(s)

qµ ]

−4ψµ
[
− 1

2
M̂∗γpq +

i

6
γ5c\γpq +

i

6
γ5γpqc\

]
ψν

R(s)
mn

mn = Rmn
mn + 4(ψµγνψµν) + 4i(ψλγ5γ

λψµ)cµ − 6(ψµM̂∗ψµ).(3.108)

直交系の添え字のみを持つ超場に対しては、変換則は δΦ = ΞMDMΦによって与え
られる。ポテンシャル場に対しては超空間上の多脚場の変換則 δ

(Ω)
gc EM

A = DMΞA +
ΞKTKMA より得ることができる。これら超場に対する変換則の θ = 0 成分を取るこ
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とによって以下の変換則が得られる。1

δM =
2
3

(ξLγmnψ
(s)
Lmn)

=
2
3

(ξLγpqψLpq)− 2M(ξLγpψRp)− 4i
3
cp(ξLψLp),

δcm = −3i
2

(ξγ5γ
pψ(s)

pm)− i

4
(ξγ5γmγ

klψ
(s)
kl )

= −i(ξγ5γ
qψqm)− i

4
(ξγ5γm

pqψpq)− 3i
2

(ξγ5M̂
∗ψm)

−cm(ξγkψk) +
1
2
ck(ξγmknψn),

δψLµ = DµξL +
1
2
MγµξR − i

6
cn(3γnγµ + γµγ

n)ξL,

δeµ
m = 2(ξγmψµ). (3.109)

超共変化された共変微分 D(s) は、超場の共変微分の初項として定義される。たと

えば、補助場 cm の超共変化された微分は次のように定義される。

D(s)
m cn = D(Ω)

m Vn|θ=0

= (EmµD(Ω)
µ Vn + Em

αD(Ω)
α Vn)|θ=0

= eµmD
(ω)
µ cn − ψmαDαVn|θ=0

= D(ω)
m cn +

i

4
ψm

(
6γ5γ

pψ(s)
pn + γ5γnγ

pqψ(s)
pq

)
(3.110)

成分場の超対称変換や作用を書くためには、超場のスピノル微分を他の超場を用い

て表す必要がある。そのような式をいくつか与えておこう。

DaVm = −3i
2

(γ5γ
pT (3,2)+(2,3)
pm )a − i

2
(γ5γ

pT (1,2)+(2,1)
pm )a,

DaT
(4,1)
mn

b = 0,

DaT
(4,1)
mn

b = [−2i
3
V +
mn +

i

6
γm

kV +
nk −

i

6
γn

kV +
mk]ab −R(5,1)

mna
b,

DaT
(1/2)b =

(
i

6
DmV

m − 1
2
RR∗ − 1

9
VmV

m − 1
24
Rmn

mn

)
Cba,

DaT
(1/2)b =

1
4

(γm)abDmR (3.111)

ただし、Vmn = DmVn −DnVm であり、V +
mn はその自己双対部分である。

カイラル超場 R の成分場は (3.89) と (3.96) の第１式を用いることにより次のよう

1WB (18.23) に対応している
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に得られる。

R|θ=0 = M,

DaR|θ=0 = −8ψ(s)
a =

2
3

(γpqψ(s)
Lpq)a,

1
4
DaD

aR|θ=0 =
2i
3
D(s)
m cm − 4

9
cmc

m − 2MM∗ − 1
6
R(s)
mn

mn (3.112)

R はその F 成分にスカラー曲率を含むことから、スカラー曲率超場とも呼ばれる。

カイラル超場 T (4,1) はワイルテンソルを含んでおり、ワイル超場と呼ばれる。この

超場は、ゲージ理論の場の強さを含む超場 Wa に対応するものであり、コンフォーマ

ル重力理論のラグランジアンはワイル超場を二つ掛けてスカラーのカイラル超場を作

り、この F -項ラグランジアンとして得ることができる。（超重力理論における F -項
ラグランジアンの作り方は後で述べる。）また、ポアンカレ超重力理論の場合には、

運動方程式で 0 にならない物理的な自由度を含む超場である。
Vm を１回微分すると T (2,3)+(3,2) を含む。さらにもう一度微分してみよう。(3.91)

を用いれば

−Dγ{mγkTn}k = −2Rmn − 6RR∗ηmn +
16
9

(VmVn − ηmnVkV k) (3.113)

が得られる。このように Vm はアインシュタインテンソルを含んでいるためアイン

シュタイン超場と呼ばれる。物質場を含まない単純超重力理論の運動方程式は Vm = 0
によって与えることができる。

3.6 カイラル射影演算子

ここでは、電荷を持たない超場に対して、その成分場を定義し、成分場の間の超対

称変換則を与える。そのための準備として、カイラル射影演算子を定義する。

Φ を一般の超場としよう。この超場は一般にはスピンの添え字、すなわち局所直交
系の添え字を持っていても良いとする。ただしゲージ場には結合していないものとす

る。ゲージ変換のもとでの電荷を持つ場については、ゲージ多重項を導入した後で再

び議論することにする。

この超場に対して条件DaΦ = 0 を課すことによってカイラル超場を定義すること
ができる。ただし、交換関係 {Da, Db}Φ = RabΦ と矛盾しないためには、Φ がローレ
ンツ群の右スピンを持たない超場であることが必要である。このときには Rabcd = 0
により右辺の曲率項は消えて

{Da, Db}ΦL = 0 (3.114)

が成り立ち、カイラル超場を定義することができる。ここで、Φ が右スピンを持たな
いことを強調するために ΦL と書いた。これまでに現れた添え字を持ったカイラル超
場の例としては、重力多重項に含まれるカイラル超場 Tabc がある。
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(3.114) より、次の式を示すことができる。

DaDbDcΦL =
1
3
Cbc{Da, Dd}DdΦL (3.115)

さらに交換関係を曲率テンソルを用いて書き換えれば

DaDbDcΦL = −2CbcRDaΦL,

DaDbDcΦR = −2CbcR
∗DaΦR. (3.116)

が得られる。ローレンツ左スピンを持たない超場 ΦR に対する類似の式も与えておい
た。これらの式の二つのスピノル添え字を縮約することにより次の関係式を得ること

ができる。

DaPchiralΦL = 0,

DaP
∗
chiralΦR = 0 (3.117)

ただし、Pchiral および P ∗chiral は次のように定義される微分演算子である。

Pchiral =
1
4
DbD

b + R,

P ∗chiral =
1
4
DbD

b + R∗. (3.118)

(3.117) は、超場 PchiralΦL がカイラルであることを表している。このことから Pchiral

はカイラル射影演算子と呼ばれる。これは超対称性が大域的な場合における演算子

(1/4)DaD
a に相当するものである。

電荷を持たないスカラー超場 V に対して、その成分場を以下のように定義する。

B = V |θ=0,

ηa = DaV |θ=0,

C =
1
4
DaD

aV |θ=0,

vm =
i

4
(γm)ab[Da, Db]V |θ=0,

λa = iPchiralDaV |θ=0,

D =
1
2
DaPchiralD

aV |θ=0 (3.119)

成分場 vm については次の式も有用である。

[Da, Db]V |θ=0 = 2i(γm)abvm (3.120)

成分場 C の定義には演算子 (1/4)DaD
a を用いているのに対して、成分場 λ や D の

定義においては Pchiral を用いていることに注意しよう。成分場 D の右辺に現れる微

分演算子について次の関係式が成り立つことは重要である。

DaPchiralD
aV = DaP

∗
chiralD

aV (3.121)
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この関係式のおかげで、超場 V が実であれば成分場 D もやはり実になる。

スカラー超場 V に対する超対称変換 δV = ξaDaV から読み取られる成分場の超対

称変換は以下のようになる。

δQB = ξη,

δQηL = 2ξLC + ivmγ
mξR + (D(s)

m B)γmξR,

δQηR = 2ξRC∗ − ivmγmξL + (D(s)
m B)γmξL,

δQC = (ξRγmD(s)
m ηL) +

i

3
(ξRc\ηL) + i(ξRλR)−M∗(ξLηL),

δQC
∗ = (ξLγmD(s)

m ηR)− i

3
(ξLc\ηR)− i(ξLλL)−M(ξRηR),

δQvm = (ξγmλ)− i(ξγ5D
(s)
m η) +

1
2
ξ

(
γmc\+

1
3
c\γm

)
η +

i

2
ξγ5M̂

∗γmη,

δQλL = iξLD − 1
2
γpqF (s)

pq ξL,

δQλR = −iξRD − 1
2
γpqF (s)

pq ξR,

δQD = i(ξγ5γ
kD

(s)
k λ). (3.122)

ただし、変換則中に現れた超共変微分 D
(s)
µ は次のように定義される。

D(s)
µ B = ∂µB − (ψµη),

D(s)
µ ηL = DµηL − 2ψLµC − iγkψRµvk − γkψRµD(s)

k B (3.123)

さらに、F (s)
mn は次のように定義される。

D{aPchiralDb}V |θ=0 = − i
2

(γpq)abF
(s)
pq (3.124)

これは vm を U(1) ゲージ場と解釈すればその場の強さに相当するものであるが、単
純に F = dv ではないことに注意しなければならない。この点については後にゲージ

多重項を導入する際に詳しく見ることにする。

次に、カイラル条件

DaΦ = 0 (3.125)

を満足するカイラル超場について考えよう。ただしこの節の始めに述べたように、超

場 Φ はローレンツ右スピンを持っていてはならない。成分場は次のように定義する。
[28]

φ = Φ|θ=0,

χa = DaΦ|θ=0,

F =
1
4
DaD

aΦ|θ=0. (3.126)
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Φ は一般のスカラー超場の特殊な場合とみなすことができるが、その場合成分は次の
ように与えられる。

B = φ, ηa = χa, C = F, vm = −iD(s)
m φ, ηa = C∗ = λa = λa = D = 0.

(3.127)
δΦ = ξaDaΦ から読み取られる超対称変換は次のように与えられる。

δφ = (ξLχL),

δχL = 2γmξRD(s)
m φ+ 2ξLF,

δF = (ξRD\ (s)
χL) +

i

3
(ξRc\χL)−M∗(ξLχL) (3.128)

ただし、変換則中に現れる超共変化された微分 D
(s)
µ は次のように定義される。

D(s)
µ φ = ∂µφ− (ψLµχL),

D(s)
µ χL = DµχL − 2ψLµF − 2γλψRµD

(s)
λ φ (3.129)

3.7 ゲージ多重項

ゲージ多重項の構成は §1.7において説明した大域的超対称理論の場合とほとんど
同じである。コンパクトゲージ群 G に対して超空間上のゲージポテンシャルをリー

代数に値を取る 1-形式場 A = dzMAM として導入し、場の強さを F = dA とする。

共変微分は次のように定義する。

DMX = DMX − iAMX (3.130)

場の強さは、直交系の添え字を持つ場を用いると次のように与えられる。

FAB = DAAB − (−)ABDBAA − iAAAB + (−)ABiABAA + TAB
CAC (3.131)

この場の強さに対しては次の拘束条件をおく。

Fab = 0 (3.132)

さらに、ビアンキ項等式は次のように与えられる。

0 =
1
6
ENEMEKIKMN =

1
2
ENEMEK(DKFMN + TKM

LFLN ) (3.133)

ビアンキ項等式 (3.133)のうち、Iabc = Iabm = 0 を解くことにより、次の関係式を得
ることができる。

Fma = (γm)abW̃ b, Fmn =
1
4

(γmn)abDaW̃b (3.134)
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ただし、W̃ は次の条件を満足する超場である。

DaW̃b = 0,

DaW̃b = 0,

DaW̃
a = 0. (3.135)

始めの二つは W̃a がカノニカルなカイラル超場であることを表している。最後の関係

式は、ゲージ場のビアンキ項等式に相当するものである。これらの関係式から得られ

る以下の式も有用である。

F(aa)b = 2CabW̃a,

F(aa)b = 2CabW̃a,

F(aa)(bb) = −1
2
Cab(DaW̃b + DbW̃a)− 1

2
Cab(DaW̃b + DbW̃a),

Fmn(γmn)ab = DaW̃b + DbW̃a,

DaW̃b =
1
2
Fmn(γmn)ab +

1
2
CabDcW̃

c (3.136)

ゲージ多重項の成分場は次のように定義される。

Aµ|θ=0 = vµ,

W̃ a|θ=0 = λa,

− i
2
DaW̃

a|θ=0 = D. (3.137)

(3.135) の三番目の式より D が実であることが示される。

ここまでの式は形式的に大域的超対称性の場合と全く同じであるが、超重力理論に

おいて特に注意すべき点は成分場 vµ の定義が Am|θ=0 = vm ではないことである。

カイラル超場 W̃ の成分場は、これらを用いて次のように与えられる。

W̃b|θ=0 = λb,

DaW̃b|θ=0 =
1
2
F (s)
mn(γmn)ab + iCabD,

1
4
DaD

aW̃b|θ=0 = D
(s)

b

cλc + ic\bcλc −
3
2
M∗λb (3.138)

二番目の式は (3.136) の θ = 0 成分を取ることで得られる。最後の式を得るには、
(3.136) を θ 微分し、ビアンキ項等式

CabIa(aa)(bb) = −DcFmn(γmn)cb + 6DbcW̃
c + 6iVcbW̃

c + 12R∗W̃b (3.139)

を用いて F のスピノル共変微分を他の場で表せばよい。
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カノニカルなスカラーカイラル超場 W̃ 2
L の成分場は次のように与えられる。

W̃ 2
L|θ=0 = (λLλL),

DaW̃
2
L|θ=0 = F (s)

mn(γmnλL)a + 2iλaD,
1
4
DaD

aW̃ 2
L|θ=0 = 2(λLD\ (s)

λR) + F (s)(+)
mn F (s)(+)mn −D2

+2i(λLc\λR)− 3M∗(λLλL) (3.140)

成分場の超対称変換は、δAM = ξNFNM および δWa = ξbDbW̃a などから次のよ

うに与えられる。

δvµ = (ξγµλ),

δλL = −1
2
F (s)
mnγ

mnξL + iDξL,

δD = i(ξγ5D\ (s)
λ) + (ξc\λ) (3.141)

変換則中に現れる λ の超共変微分や超共変な場の強さ F
(s)
mn は成分場を用いて次のよ

うに展開される。

D(s)
µ λ = Dµλ+

1
2
F (s)
mnγ

mnψµ − iDγ5ψµ,

F (s)
mn = Fmn|θ=0

= Fmn − (ψmγnλ) + (ψnγmλ) (3.142)

大域的超対称性の場合と同様に、ゲージ場に対する拘束条件 (3.132) を解くことに
よってプレポテンシャル M を導入することができる。

Aa = iM−1†DaM
†,

Aa = iMDaM
−1,

Am =
1
4

(γm)ab(DaAb − iAaAb). (3.143)

M は複素化された群 GC の元である。

プレポテンシャルを用いることで次のようにカノニカルなカイラル超場 W̃ を正則

カイラル超場 W に変換することができる。

Wa = M−1W̃aM (3.144)

ゲージ群が U(1) である場合には W と W̃ はどちらもゲージ不変なカイラル超場で

あり、区別する必要は無い。Fmα に上のゲージ場を代入すれば、カイラル超場 WL

が次のようにプレポテンシャルを用いて与えられる。

Wα = − i
2
Pchiral(N−1DαN)

U(1)
= iPchiralDαV (3.145)
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ただし

N = M†M = e−2V (3.146)

である。超場 V のベクトル成分と成分場 vµ は異なることに注意すること。超場 V

のベクトル成分（v′m とする）は Am|θ=0 = v′m によって超空間上のゲージ場と関係

しているが、これは成分場 vµ と次のように関係している。

vµ = Aµ|θ=0 = (EµmAm + Eµ
aAa)|θ=0 = eµ

mv′m − i(ψµγ5η) (3.147)

右辺の Aa|θ=0 はゲージに依存する量であり、超場 V の低次の項に依存する。従っ

て、成分場として vµ ではなく vm を用いてしまうと、超対称変換が（あらわにゲージ

固定を行わない限り）物理的な場の中で閉じない。以前に (3.124) で定義した量 F
(s)
mn

は、超空間上のゲージ場の場の強さを用いて定義された (3.142) と全く同じものであ
ることが (3.145) および (3.138) を用いればわかる。
ゲージ多重項の成分場の変換則 (3.137) はプレポテンシャル V に対する超対称変

換が、一般のスカラー超場の超対称変換 (3.122) と、Wess-Zumino ゲージを保つた
めのゲージ変換の組み合わせとして

δV = ξDV + δgauge(Λ)V. (3.148)

のように与えられるとすれば再現することができる。ただし、ゲージ変換のパラメー

タ Λc は次の成分を持つカイラル超場である。

Λc|θ=0 = 0,

DLΛc|θ=0 = −2iγmξRvm,
1
4
DaD

aΛc|θ=0 = −2i(ξRλR) + 2ivk(ξRγmγkψmR) (3.149)

ただし以前にも述べたように、ゲージ場 vµ に対する変換則を (3.148) から再現する
ためには、それが (3.119) で定義される成分場 vm そのものではなく、(3.147) のよ
うなずれがあることに注意しなければならない。

3.8 超空間上の不変積分

超対称性が大域的な場合と同様に、超重力理論においても超空間上の積分を用いて

超対称変換のもとで不変な作用を与えることができる。[29]
Φ を一般のスカラー超場とすれば、次の積分は超対称変換のもとで不変である。

S =
∫
d4x

∫
d4θEΦ (3.150)
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ただし、E は超空間上の積分測度であり、多脚場の超行列式として次のように定義さ

れる。[30]
E = sdetEMA. (3.151)

超行列式は超トレースを用いた次の式によって定義される。

log sdetXMN = str log(XMN ) (3.152)

超トレースの定義は

strXMN = Xmm −Xαα (3.153)

である。すなわち、ボゾン的な添え字を持つ部分に対するトレースからフェルミオン

的添え字に対するトレースを引いたものとして定義される。このようにフェルミオン

添え字の部分の符号を反転させて定義することにより、str(XY ) = str(Y X) という
公式が成り立つ。

積分 (3.150) の不変性は以下のようにして示すことができる。座標変換のもとで多
脚場とスカラー超場は次のように変換される。

δ0
gc(Ξ)EMA = ΞKTKMA + ∂M (ΞKEKA),

δ0
gc(Ξ)Φ = ΞM∂MΦ. (3.154)

一般の超行列式の変分に対して

δ sdet(XMN ) = sdet(XMN ) str(X−1δX) (3.155)

が成り立つことを用いれば積分測度 E の座標変換 (3.154) のもとでの変分は次のよ
うに与えられる。

δE = (−)M∂M (EΞM ) (3.156)

従って、(3.150) の被積分関数の変換は δ(EΦ) = (−)M∂M (EΞMΦ) のように全微分
になり、超空間上の積分として定義された作用 (3.150) は局所的超対称変換のもとで
不変である。

このような積分の中では、余分な項を出すことなく共変微分についての部分積分を

行うことができる。捩率に対する拘束条件を必ずしも満足しない一般の超空間上の積

分測度 E とベクトル超場 VM について、次の式が成り立つ。

(−)M∂M (EVM ) = (−)AEDAV
A + (−)BEV ATABB (3.157)

もし超空間が以前に与えた拘束条件を満足していれば、右辺の第２項は 0 になり、表
面項を無視すれば次の式が成り立つ。

∫
d4xd4θ(−)AEDAV

A = 0. (3.158)
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従って、超空間上の共変微分について部分積分を実行することができる。これに対し

て、x 空間上での同様の式

∂µ(eV µ) = eDmV
m + eV mTmn

n (3.159)

の右辺第２項は一般に超空間上の拘束条件を課した場合であっても 0 ではない。（こ
の式の右辺に現れている捩率は超共変化されたものではないので、拘束条件が課され

ていても 0 ではないことに注意しよう。）従って、成分場を用いて x 空間上の積分と

して与えた作用に対しては部分積分の際に捩率に比例する項が現れることに注意しな

ければならない。 ∫
d4xeDmV

m =
∫
d4xeTnm

nV m (3.160)

超空間全体にわたる積分 (3.151) はD 項作用を与える。これに対し、F 項作用を

与える積分も定義することができる。カイラル超場 Φ があるときに、次のものも超
対称変換のもとで不変になる。

S =
∫
d4x

∫
d2θLEΦ (3.161)

E はカイラル密度と呼ばれるものの一種で、次のように定義される。

E = sdetEM ′A
′
. (3.162)

ただし、プライムのついた添え字はボゾン座標の部分と左巻きスピノルの部分のみを

走る。例えば A′ = (m, a) である。
積分 (3.161) が実際に超対称変換のもとで不変であることを示しておこう。E に対
して座標変換を行えば捩率に対する拘束条件を用いて

δE = (−)M
′
∂M ′(EΞA

′
ẼA′

M ′) (3.163)

であることが示される。ただし ẼA′
M ′ は EM ′

A′ の逆行列であってEM
Aの逆行列 EA

M

の部分行列ではないことに注意。一般のカイラル超場の座標変換は δΦ = ΞA
′
∂A′Φ で

あるので、

δ(EΦ) = (−)M
′
∂M ′(EΞA

′
ẼA′

M ′)Φ + EΞA
′
EA′

M∂MΦ (3.164)

となる。この第２項は DRΦ = 0 より従う ∂αΦ = −ẼαbEbM ′∂M ′Φ （ただし Ẽα
b は

Ea
β の逆行列）を用いることで

EA′
M∂MΦ = (EA′M

′ − EA′αẼαbEbM
′
)∂M ′Φ = ẼA′

M ′∂M ′Φ (3.165)

のように変形できて、全体は次のように表面項になる。

δ(EΦ) = (−)M
′
∂M ′(EΞA

′
ẼA′

M ′Φ) (3.166)
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従って、(3.161) は超対称変換のもとで不変である。
以上で大域的超対称理論の場合と同様に超対称変換のもとで不変な二通りの積分が

定義できた。次の目標は、これら二つの積分の間の関係を導くことである。大域的な

場合には、D 項ラグランジアンと F 項ラグランジアンは次の関係にあった。

[V ]D = 2[PchiralV ]F (3.167)

あるいは、フェルミオン座標の積分を用いて書けば
∫
d4xd4θV =

∫
d4xd2θLPchiralV (3.168)

実は、超重力理論においても、積分測度 E および E を挿入し、カイラル射影演算子
としてカイラル超場 R を含む (3.118) を用いておけば、全く同様の関係式が成り立
つ。すなわち、 ∫

d4xd4θEV =
∫
d4xd2θLEPchiralV (3.169)

である。

これは以下のようにして導くことができる。まず、一般の座標系で上記の関係式を

導くことは可能ではあるはずであるが、計算が煩雑になるので、θα 座標に対して正

規座標を取ることにする。（正規座標の取り方については、次の節で改めて詳しく説

明する。）すると、超場 V は次のように展開することができる。

V (zM ) = V (zM
′
, 0) + θaDaV (zM

′
, 0) +

1
4
θ2
RDaD

aV (zM
′
, 0) (3.170)

ただし、右辺の V およびその微分は正規座標の原点 θR = 0 における値である。座
標 θa の添え字が局所直交系のものになっているのは、正規座標を用いているためで

ある。一方、積分測度については、θR に対する正規座標を用いると次の式が成り立

つ。（この関係式も次の節で導く。）

E(zM ) = E(zM
′
, 0)(1 + θ2

RR(zM
′
, 0)) (3.171)

これらを組み合わせることにより、次の公式を得る。
∫
d4θEV =

∫
d2θL[EV ]θ2

R
=
∫
d2θLE

(
1
4
DaD

a + R

)
V (3.172)

これは (3.169) に他ならない。
関係式 (3.169) は D 項作用を F 項作用の形に書き換えるものであるが、R が 0

で無い場合には逆に F 項作用を D 項作用の形に書き換える次の公式もしばしば便利

である。 ∫
d2θEf =

∫
d4θ

E

R
f (3.173)

ただし、f は任意のカイラル超場である。
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成分場で書かれたラグランジアンを得るには、E、または E をフェルミオン座標で
展開し、その成分場を求める必要がある。まず、カイラル積分については、次の展開

式が成り立つ。
∫
d4xd2θEΦ =

∫
d4xe [F + (ψRmγmχL) + (3M∗ + 2(ψRmγmnψRn))φ] (3.174)

ただし (φ, χ, F ) は Φ の成分場である。この式をどのようにして得るかは後ほど詳し
く説明することとし、ここでは結果だけを与えておく。

D 項作用は、カイラル射影演算子 Pchiral を用いて

S = [V ]Poincare
D = 2

∫
d4θEV = 2

∫
d2θLEPchiralV (3.175)

と与えることができる。これを成分場によって表すには、PchiralV の成分場が次のよ

うに与えられることと (3.174) を用いれば簡単である。

PchiralX|θ=0 = C∗ +MB,

DLPchiralX|θ=0 = −iλL +D\ (s)
ηR − i

3
c\ηR +MηL + χR

LB,

1
4
DaD

aPchiralX|θ=0 =
1
2
D +

1
2

(
D(s)
m +

4i
3
cm

)(
D(s)mB − ivm

)

+
1
4

(χR
RηR)− 2M∗C∗ +MC + FRB − 1

2
(χR
L ηL)(3.176)

これを用いて [X]Poincare
D を成分場によって展開すると以下のようになる。ただし、超

共変微分を通常の共変微分を用いて展開し、部分積分を許して変形した。（部分積分

を行う際には捩率が存在することに注意すること。）

[X]Poincare
D = 2[PchiralV ]Poincare

F

= e
[
D +

4
3
cmv

m + 2M∗C∗ + 2MC

+
(
−8

9
cmc

m + 2MM∗ − 1
3
Rmn

mn +
2
3

(γmγmpqψpq)
)
B

+i(ψmγ5γ
mnpψp)vn + i(ψmγ5γ

mλ)

+
2
3

(ψmnγmnη)− (ψmγ5γ
mnkψn)(ψkγ5η)

]
(3.177)

2[PchiralV ]F という形は実であることが明らかな形をしていないが、部分積分を用い
て変形することにより上に与えた明らかに実である形に変形することができる。これ

らの公式を用いて得られる具体的なラグランジアンについては節を改めて与えること

にする。
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3.9 正規座標

前に述べたように、積分測度 E や E の θ 展開を求めるのは一般の座標系では計算

が非常に煩雑になる。そこで、積分を行いたい座標について、正規座標を取っておく

のが便利である。[31, 32] 以下ではまず、全ての座標がボゾン的である場合について
説明する。グラスマン数の座標が含まれる場合には、添え字の順序に依存した負号因

子を付け加えればよいが、式が煩雑になるので、最終結果についてのみ、それらの負

号を考慮した式を与えることにする。

正規座標は曲がった空間上において導入される最も「真っ直ぐな」座標系である。

ある点 O を原点とする正規座標 yM は点 O を通る測地線が、点 O からの測地距離

に比例するパラメータ s を用いて

yM (s) = nMs (3.178)

と与えられるようなものとして定義される。測地線の方程式

d2yM

ds2
+
dyK

ds
ΓMKL

dyL

ds
= 0. (3.179)

に (3.178) 代入すると、アフィン接続に対する次の式を得る。

nKΓMKL(snN )nL = 0. (3.180)

この式は正規座標を特徴付ける基本的な式である。スピン接続については、上記の測

地線に沿ったスピン接続が 0 となるように選ぶことにする。すなわち、スピン接続は
次の条件を満足する。

nKωK
A
B(snN ) = 0. (3.181)

正規座標を特徴づける二つの式 (3.180) と (3.181)、および多脚場仮説

∇MEAN = 0 (3.182)

を組み合わせることで、任意の座標での多脚場 EAN の正規座標 yM によるテーラー

展開の係数を曲率テンソルなどの共変量で与えることができる。

以下では部分的な正規座標というものを定義する。これは、座標変数の組を zM →
(xµ, yα) のように二つの組に分解し、yα についてのみ正規座標の条件を課すもので
ある。これは (3.178) におけるベクトルを

nM = (0, nα) (3.183)

に限ることによって実現される。このとき (3.181) と (3.182) を s について展開し、

各次数の係数を 0 と置くことにより次の式を得ることができる。

∂{α1 · · · ∂αkΓMαk+1αk+2}
0= 0, (3.184)

∂{α1 · · · ∂αkωαk+1}
A
B

0= 0 (3.185)
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ただし、添え字の対称化は括弧の間に挟まれた全ての添え字について行う。等号の上

の 0 は正規座標の原点において成り立つ式であることを意味している。
さて、上記の条件を用いて多脚場の成分の y 展開を求めよう。y の 0 次の項は、こ
こまでに与えた条件からは決まらない。後に EAα = δAα という条件を置くが、当面は

固定しないことにする。

y の 1 次の項については、多脚場条件を用いて求めるが、その際に必要となる Γ
や ω の原点での値を求めておこう。(3.184) について k = 0 の場合に、これらは次の
式を与える。

ΓM{αβ}
0= 0 → ΓMαβ

0= ΓM[αβ]
0=

1
2
TMαβ (3.186)

最後の捩率を用いた表式を得るために多脚場条件を用いた。下付き添え字に µ が含

まれている場合については多脚場条件を用いることで

ΓKµαe
A
K = Dµe

A
α (3.187)

が得られる。下付き添え字が二つとも µ であるものについてはそのままにしておく。

まとめると

ΓMαβ
0=

1
2
TMαβ , ΓKµαe

A
K

0= Dµe
A
α , ΓMµν (3.188)

次に ω についての式を得るために (3.185) で k = 0 と置くと、

ωα
0= 0 (3.189)

ωµ についてはそのままにしておく。

以上を踏まえて y の 1 次の項を求めよう。多脚場条件 ∇αEAM = 0 を原点で評価す
ることにより、次の式を得る。

∂αE
A
µ

0= ΓKαµE
A
K

0= TAαµ +DµE
A
α ∂αE

A
β

0=
1
2
TAαβ (3.190)

一つ目の式は完全には共変な形にはなっていない。より見やすい形に書き換えるため

にEAµ の y について 1 次の部分をE
(1)A
µ とすれば、次のように与えることができる。

dxµE(1)A
µ = dxµyαΓKαµE

A
K

= dxµyαTKαµE
A
K + dxµΓKµαy

αEAK

= dxµyαTKαµE
A
K +∇yKEAK − dyαEAα (3.191)

従って、dy も y について 1 次と数える約束で EA = dxµEAµ + dyαEAα の 1 次の部
分を E(1)A と表すことにすると、これは次のように共変な形に書くことができる。

E(1)A = dxµE(1)A
µ + dyαE(0)A

α = dxµyαTAαµ +∇yKEAK (3.192)

多脚場の二回微分を求めるためには、多脚場仮説の式を ∂α 微分したものを用いれ

ばよいが、その中にアフィン接続やスピン接続の微分が現れるので、それらをどのよ

97



うに処理すればよいかを述べておこう。Γ の下付き添え字に µ が含まれる場合には、

その ∂α 微分は曲率の定義式を用いて次のように ∂α 微分が顕に現れない形に変形す

ることができる。

∂αΓMµN = Rαµ
M
N + ∂µΓMαN + ΓMµKΓKαN − ΓMαKΓKµN (3.193)

スピン接続についても同様である。

このことを踏まえて多脚場仮説の式を微分して得られる式

∂α∂βe
A
µ = ∂α(ΓKβµe

A
K − ωβABeBµ )

= (∂αΓKβµ)eAK + ΓKβµ∂αe
A
K − ∂α(ωβABeBµ ) (3.194)

を変形していこう。まず第１項目は

(∂αΓKβµ)eAK =(∂αTKβµ)eAK + (∂αΓKµβ)eAK

=DαT
A
βµ − TλβµTAαλ − TλβµDλe

A
α −

1
2
T γβµT

A
αγ

+Rαµ
A
β +

1
2

(∂µTKαβ)eAK − (ΓKαLΓLµβ)eAK + (ΓKµLΓLαβ)eAK (3.195)

第２項目は

ΓKβµ∂αe
A
K = Γλβµ∂αe

A
λ + Γγβµ∂αe

A
γ

= Γλβµ(TAαλ +Dλe
A
α ) +

1
2

ΓγβµT
A
αγ (3.196)

第３項目は

−(∂αωβAB)eBµ =− 1
2
Rαβ

A
Be

B
µ

=
1
2
Rβµ

A
α − 1

2
Rαµ

A
β − 1

2
DαT

A
βµ −

1
2
DβT

A
µα −

1
2
DµT

A
αβ (3.197)

二行目へ行く際にビアンキ項等式を用いた。これらを全て足し合わせると次のように

まとまることがわかる。

∂α∂βe
A
µ =

1
2
Rβµ

A
α +

1
2
Rαµ

A
β − 1

2
DαT

A
µβ −

1
2
DβT

A
µα (3.198)

ここで、微分 Dα を完全な共変微分を用いて書き換えるために

D{αTAµβ} = ∇{αTAµβ} + ΓK{αµT
A
Kβ} (3.199)

と書き換えよう。すると、

dxµE(2)A
µ =

1
2
yαyβ∂α∂βe

A
µ dx

µ

=
1
2
yαyβRαµ

A
βdx

µ − 1
2
yαyβ∇αTAµβdxµ −

1
2
yαyβΓKαµT

A
Kβdx

µ (3.200)
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末尾の項は次のように書き換えることができる。

− 1
2
yαyβTKαµT

A
Kβdx

µ − 1
2
yβ(∇yK − dyK)TAKβ (3.201)

従って、(3.190) の二つ目の式と組み合わせることにより、次の式が得られる。

E(2)A =
1
2
yαyβ∂α∂βE

A
µ dx

µ + yαdyβ∂αE
A
β

=
1
2
[
yBECyD(RBCAD −∇BTACD) + yB(yDEETCDE +∇yC)TABC

]
(3.202)

ここまでに述べたような方法を用いることで、y 展開の高次の項まで計算していくこ

とができる。この作業を機械的に行うには次の δ 演算を用いるのが便利である。

EA
δ→ ECyBTBC

A +DyA

DyA
δ→ −yDECyBRBCDA

yA
δ→ 0

X
δ→ yADAX (3.203)

最後の式に出てくる X は、局所座標の添え字だけを持つ任意のテンソルである。こ

の式では座標がグラスマン数を含む場合も考慮して添え字の順序を決めた。このよう

に定義される δ 演算は y の次数を一つ上げる。EA から出発してこの操作を n 回行

うことによって、y の n 次の項を次のように得ることができる。

E(n)A =
1
n!
δnEA (3.204)

実際に、E(1)A と E(2)A が上記のルールで与えられることはすぐに確かめられる。ま

だ計算していない E
(2)A
α について、上記のルールを用いて計算すれば、最終的に以

下の式を得る。

EA(y) = EBFAB (y) +∇yBGAB(y) (3.205)

ただし、F と G は以下のように与えられる。

FB
A =δBA + yCTCB

A

+
1
2

(−)BCyCyD
(−RDBCA −∇DTBCA − TDBETECA

)
+O(y3), (3.206)

GB
A =δBA +

1
2
yCTCB

A

+
1
6

(−)BCyCyD
(−RDBCA −∇DTBCA − TDBETECA

)
+O(y3). (3.207)

(3.205) から多脚場の成分を読み取れば、F と G を用いて次のように与えられるこ

とがわかる。

EM
A(y) =

(
Eµ

mFm
A(y) + Eµ

aFa
A(y) + (−)αµyα(DµE

B
α )GBA(y)

Eα
BGB

A(y)

)
(3.208)
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ここで、E と E の関係を求める問題を考えることにし、上で用いていた添え字 µ

は xµ と θα を、添え字 α は θα を表すことにしよう。このとき、E = det(EMA(y))、
E = det(Eµm) である。もし EAα = δAα というゲージを取っていれば

E = det

(
EM ′

B′FB′
A(y) + EM ′

aFa
A(y)

Gb
A(y)

)
(3.209)

FB
A(y) と Gb

A(y) を具体的に計算してみると、




Fk
n Fk

a Fk
a

Fb
n Fb

a Fb
a

Fb
n Fb

a Fb
a


 =




δk
n
(
1 + 1

2θ
2
RR
) − 1

2 (θRγk)aR ∗
2(θRγn)b δb

a
(
1− θ2

RR
) ∗

0 0 δb
a(1− 3

2θ
2
RR)




(3.210)(
Gb

n Gb
a Gb

a
)

=
(

0 0 δb
a(1− 1

2θ
2
RR)

)
(3.211)

Fb
A′ = Gb

A′ = 0 であることから、(3.209) の右辺の行列の一行目の第２項は行列式
に寄与しないことがわかる。従って

E = det

(
EM ′

B′FB′
A(y)

Gb
A(y)

)
= E det

(
FB′

A(y)
Gb

A(y)

)
(3.212)

あとは行列の成分を具体的に計算してその行列式を求めるだけである。行列式を求め

たい行列は次のように与えられる。



Fk
A

Fb
A

Gb
A


 =




δk
n
(
1 + 1

2θ
2
RR
) − 1

2 (θRγk)aR ∗
2(θRγn)b δb

a
(
1− θ2

RR
) ∗

0 0 δb
a(1− 1

2θ
2
RR)


 (3.213)

この行列式は、上記の行列を単位行列の部分とそれ以外の部分 X に分け、公式

sdet(1 +X) = 1 + strX +
1
2

[(strX)2 − strX2] +O(X3) (3.214)

を用いることによって簡単に求めることができる。その結果、

E = E|θR=0(1 + θ2
RR) (3.215)

が得られる。

一方、任意の超場 V に対して、正規座標における θR 展開は以下のように与えら

れる。

V = V |θR=0 + θaDaV |θR=0 +
1
4
θ2
RDaD

aV |θR=0 (3.216)

これらを組み合わせることにより、以前に与えた超空間全体の積分とカイラル超空間

上の積分の関係が得られる。
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3.10 カイラル密度

今度は、カイラル密度 E を成分場を用いて書き下すことを考えよう。この場合も、
カイラル超空間上の正規座標を用いるのが便利である。

正規座標においては、次のようにカイラル超場の成分場の定義における共変微分を

通常の微分に置き換えることができる。

φ = Φ|θ=0,

χa = DaΦ|θ=0 = ∂aΦ|θ=0,

F =
1
4
DaD

aΦ|θ=0 =
1
4
∂a∂

aΦ|θ=0 (3.217)

このような正規座標における θ 座標はしばしば大文字の Θ を用いてあらわされる。
(3.217) は、正規座標においてはカイラル超場が次のように展開されることを意味し
ている。

Φ = φ+ ΘLχL + Θ2
LF. (3.218)

正規座標は、原点における座標の取り方が指定されれば空間（あるいは原点の周り

の有限の領域）全体の座標が決定される。従って、超対称変換を行う際に、正規座標

であるという条件を保つようなものに限定すると、変換パラメータ ξÂ の θ = 0 での
値を指定すれば、θ についての高次の項まで一意的に決定される。

正規座標を保つような超対称変換のパラメータを ηM としよう。ηM の具体的な

表式は超空間上の多脚場やスピン接続に対して正規座標であるという条件を課すこ

とから導いても良いが、カイラル超場の展開式 (3.218) と、カイラル多重項の成分
場の超対称変換則 (3.128) から読み取るのが簡単である。カイラル超空間の座標を
YM

′
= (yµ,ΘL) によって表わそう。添え字 M ′ はボゾン的座標 4 つとフェルミオン

的座標 2 つをラベルする。カイラル超場 Φ は Y の座標変換 δY = η のもとで次の

ように変換される。

δΦ = ηM
′
DM ′Φ. (3.219)

ただし、ここでの微分 DM は次のように yµ による微分と ΘL による微分を含む。

DM =
(
∂µ =

∂

∂yµ
, ∂a =

∂

∂Θa

)
. (3.220)

(3.219) が超対称変換則 (3.128) を与えるためには、ηM
′
は次のように与えられる必

要がある。

ηµ = 2(ΘLγ
µξR)− 2Θ2

L(ξRγνγµψνR)

ηL = ξL − ηµψµL + Θ2
L

[
ωµγ

µξR − i

3
V\ ξR −R∗ξL

]
(3.221)
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ただし、ωµ = (1/4)ωµmnγmn は x 空間上のスピン接続である。ηL がスピン接続 ω

をあらわに含むから、局所ローレンツ回転の共変性が明白には存在ていないが、超対

称変換が (3.219) のように単純な微分を用いて書かれるということは超対称不変な作
用を構成する際には大きな利点である。

この局所的超対称性変換のもとで不変な積分が次のように与えられるとしよう。

S =
∫
d6Y∆ (3.222)

上記の作用が不変であるためには、∆ は次のように変換される必要がある。

δ∆ = (−)M
′
∂M ′(ηM

′
∆) (3.223)

一般に、このような変換則を満足する超場をカイラル密度と呼ぶ。カイラル密度にカ

イラル超場を掛けたものも同じくカイラル密度になることはすぐに確かめられる。

カイラル密度 ∆ の成分場 (a, ρL, f) を次のように定義する。

∆ = a+ ΘLρL + Θ2
Lf (3.224)

成分場の変換則を (3.223) から読み取れば

δa = ξLρL + 2(ξRγµψµL)a,

δρL = 2Dµ(γµξRa) + 2ξLf + 2(ρLγµξR)ψµL

+2a
(
− i

3
V\ ξR −R∗ξL + 2(ξRγνγµψνR)ψµL

)
(3.225)

となる。δρL の第１項の微分はスピン接続のみを含む共変微分である。

前節で定義した E は初項として a = e を持つカイラル密度として定義することが

できる。このカイラル密度のそのほかの成分場は変換則を比較することにより決定す

ることができる。まず δe = 2e(ξγµψµ) と δa を比較することで ρL が決まり、δρL
の比較により f が決まる。

a = e,

ρL = 2eγµψµR,

f = 3eM∗ + 2e(ψµRγµνψνR) (3.226)

f を決める際には (3.226) の第二式の両辺の超対称変換のうち ξL を含む項の比較を

行うだけでよい。ξR を含む項は f とは関係なく両辺で等しくなるが、このことを示

すためには多脚場の微分について次の関係式を用いる必要があることを注意してお

こう。

Dµ(eemµ) = eeµme
λ
k(Dµe

k
λ −Dλe

k
µ) = eT kmk = 2e(ψmγkψk) (3.227)
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既に述べたように、カイラル密度にカイラル超場を掛けたものは再びカイラル密度

になる。従って、電荷を持たない任意のカイラル超場 Φ を用いて超対称変換のもと
で不変な作用を以下のように与えることができる。

S = [Φ]Poincare
F =

∫
d2ΘEΦ

= e [F − (χLγµψµR) + {3M∗ + 2(ψµRγµνψνR)}φ] (3.228)

これが超重力理論における F 項作用である。大域的な超対称性の場合とは異なり、カ

イラル超場 Φ の F 成分だけではなくそのほかの成分も作用の中に現れている。

3.11 超重力理論の作用の例（１）

超場の成分場を与える公式や、超空間上の積分を成分場を用いて与える公式を組み

合わせれば、超空間上の積分として与えられた作用を成分場を用いて書き下すことは

簡単である。ここではいくつかの例を与えておこう。

3.11.1 単純超重力理論

まず、物質場を含まない、重力多重項のみを用いて与えられる作用を書いてみよう。

一つは、定数を超空間全体で積分することで得られる次の作用である。[29]

Ssugra =− 3
k2

[1]Poincare
D = − 6

k2
[R]Poincare

F

=− 6
k2

∫
d4x

∫
d4θE = − 6

k2
Re
∫
d4x

∫
d2θER

=
∫
d4x

e

k2

[
R− 4(ψµγµνρDνψρ)− 6M∗M +

8
3
cmc

m

]
, (3.229)

これは以前に与えた単純超重力理論の作用に他ならない。

もう一つは、カイラル超空間上で定数を積分することによって得られる次の作用で

ある。

Sm = Re
∫
d4xd2θE

(
−4m3/2

k2

)

=
∫
d4x

e

k2

[−6m3/2M
∗ − 4m3/2(ψRµγµνψRν) + c.c.

]
(3.230)

これはグラビティーノ質量項を与える。
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3.11.2 カイラル多重項と重力の結合

次に、物質場を導入してみよう。重力に結合したカイラル多重項の運動項は、大域

的な場合の作用からの類推によって、(1/2)[ΦΦ∗]D と取れば良い。あるいは、一般の
ケーラーポテンシャル K に対しては (1/2)[K]D と与えればよい。単純超重力理論の
作用とあわせれば

Ssugra + Schiral = − 3
k2

[
1− k2

6
K

]Poincare

D

(3.231)

となる。このように、カイラル多重項の運動項と超重力理論の運動項はどちらも D-
項ラグランジアンとして与えることができる。そこでこれら両方を含むものとして K
を次のように定義しておくことにする。

K = − 6
k2

+K +O(k2) (3.232)

O(k2) の部分は平坦極限を取った際に消える高次項である。大域的な超対称理論が与
えられたときに、この部分をどのように選ぶかには任意性があるが、次のように選ん

でおくのが便利である。

K = − 6
k2

exp
(
−k

2

6
K

)
(3.233)

これを用いれば、重力多重項の運動項も含めたカイラル多重項の運動項作用は次のよ

うに与えられる。

S =
1
2

[K]Poincare
D =

∫
d4xd4θEK = − 6

k2

∫
d4xd4θEK exp

(
−k

2

6
K

)
(3.234)

これを成分場で表してみよう。計算を簡単にするためにフェルミオンについては無視

することにすれば、上記の作用は以下のボゾンの運動項 Skin と補助場を含む項 Saux

との和として与えられる。

Skin =
∫
d4x

e

k2
e−k

2K/6
[
R+

1
6

(k2Ki∂
µφi + 4icµ)(k2Kj∂µφ

∗j − 4icµ)

− k2Kij(∂
µφi)(∂µφ∗j)

]
,

Saux =
∫
d4x

e

k2
e−K/6

[
k2KijF

iF ∗j − 1
6

(6M − k2F ∗jKj)(6M
∗ − k2F iKi)

]
.

(3.235)

ただし、Ki = ∂K/∂φi のように、添え字を用いてスカラー場による微分を表すこと

にする。上記の作用に加えて、さらに超ポテンシャル項を次のように与えることがで

きる。

Spot =− 2 Re[W (Φ)]Poincare
F = −2 Re

∫
x4xd2θLW (Φ)

=
∫
d4x

(−eWiF
i − 3eM∗W

)
+ c.c. (3.236)
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補助場についての運動方程式を解けば次の作用が得られる。

Skin =
∫
d4xee−k

2K/6

[
1
k2
R+

k2

24
(∂µK)(∂µK)−Kij(∂

µφi)(∂µφ∗j)
]
,

Saux + Spot =
∫
d4xeek

2K/6

[
−Kij

∣∣∣∣Wi +
k2

2
KiW

∣∣∣∣
2

+
3k2

2
|W |2

]
(3.237)

こうしてラグランジアンが得られたが、アインシュタイン作用やスカラー場の運動項

の前に e−k
2K/6 という因子があり、気持ちが悪い。そこで、これらの運動項をカノニ

カルにするために次のワイル変換を行おう。

gµν = ek
2K/6gnew

µν (3.238)

このワイル変換の結果、作用は次のようになる。

Skin =
∫
d4x

[ e
k2
R− eKij(∂

µφi)(∂µφ∗j)
]
,

Saux + Spot =
∫
d4x

[
−eek2K/2

(
Kij

∣∣∣∣Wi +
k2

2
KiW

∣∣∣∣
2

− 3k2

2
|W |2

)]
(3.239)

これは §2.1 で得られたラグランジアンのボゾン部分に一致している。
このようなワイル変換をフェルミオンを含む項まで含めて完全に実行することはかな

り面倒な作業である。このような手間を省くためには、後で述べる U(1)K superspace
formalism[33, 34, 35] を用いればよい。

3.11.3 ゲージ場の運動項と重力の結合

F項作用の公式 (3.174) に (3.140) を代入することにより、次の作用を得る。

S = −1
2

∫
d4xd2θEW aWa

=
∫
d4xe

[
− 1

2
F (s)(+)
mn F (s)(+)mn − (λLD\ (s)

λR) +
1
2
D2 − i(λLc\λR)

−1
2
F (s)
mn(ψRkγkγmnλL)− i(ψRmγmλL)D

−(ψRmγmnψRn)(λLλL)
]

(3.240)

ゲージ群は任意でよいが、ゲージ群の添え字については省略しておく。この段階で、

補助場 M∗ を含む項が相殺していることがわかる。これは、この系が共形対称性を

持っているためである。（後に説明する超共形対称性から出発する超重力理論の構成

法では、共形対称性を破るために M を含む幾つかの場 (補正場) を導入する。）上記
の作用はこのままでは実であることが明らかではないが、(3.142) に与えた D

(s)
m λ お
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よび F
(s)
mn の具体的表式を代入し、フェルミオン運動項について部分積分を行うこと

により、次のように実であることが明らかな形に変形することができる。

S =
∫
d4xe

[
− 1

2
(λD\ λ)− i

2
(λγ5c\λ)− 1

4
FmnF

mn +
1
2
D2

−1
2
Fmn(ψkγmnγkλ)

]
+ S4−fermi (3.241)

ここでは FI 項の導入は行わなかった。ローレンツ超空間を用いた超重力理論にお
いては、FI 項をプレポテンシャルの D 項として [V ]D のように与えることはできな
いことに注意しよう。大域的な超対称性の場合とは異なり、このような項はゲージ不

変ではない。超場形式を用いて FI パラメータを導入する方法についてはあとで議論
する。

3.12 超空間の変形と運動方程式

前節で見たように、超場形式での作用の一般形は次のように与えられる。

S =
∫
d4x

∫
d4θE

[
K − 2 Re

W

R

]
(3.242)

W は長ポテンシャルであり、K はケーラーポテンシャル K と (3.233) によって関係
している。

§3.8で与えた幾つかの作用が、実際に超重力理論やカイラル超場の作用を与えてい
るということを確認するために、それらから運動方程式を求めることを考えよう。こ

こでは特に、重力場の方程式に相当するものを超場形式で導くことを考える。そのた

めには、超空間上の積分として与えられた作用の、超空間上の多脚場による変分を求

める必要がある。その際に、捩率に対して課された拘束条件を破らないような変分の

みを考える必要がある。超空間上の多脚場の変分を表す超場として HB
A を次のよう

に定義する。

δEM
A = EM

BHB
A (3.243)

また、スピン接続の変分で添え字を全て直交座標のものにしたものを次のように定義

する。

δΩAmn = EA
MδΩMmn (3.244)

変分を取ることと添え字を変換することの順序に注意すること。これらの変分は、捩

率に次の変化をもたらす。

δTAB
C = TAB

DHD
C

+
[
DAHB

C − δΩABC −HA
DTDB

C − (−)AB [A↔ B]
]

(3.245)
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拘束条件を破らないような変分は次のように与えられる。

HB
A = H ′B

A +DBΞA + ΞCTCBA + ΣAB ,

δΩAmn = δΩ′Amn + ΞBRBAmn +DAΣmn (3.246)

ΞA と Σmn は超空間上の一般座標変換と局所ローレンツ変換に対応する部分であり、
それ以外の変形の自由度 H ′ と δΩ′ は以下のように与えられる。（Hnc に含まれる

δΩ′ には下で与える式を代入する。）

H ′ac =
i

2
R∗Lk(γk)ac,

H ′a
p = iDaL

p

H ′
ab

= −hCab,

H ′nc = − i
8

(γn)abDa[LbcR]− i

8
(γn)ab(DaLbc)R

−1
4

(γn)cbDbh− 1
4

(γn)abδΩ′bac −
1
8

(DbL
k)(γnγkV\ +

1
3
γnV\γk)bc,

H ′k
p = −Lkp − (h+ h∗)δpk. (3.247)

δΩ′ は以下のように与えられる。

δΩ′
abc

= −DbhCac −DchCab

+
1
3

(DaL
k)V l(γkl)bc +

2
3

(DbL
k)VkCac +

2
3

(DcL
k)VkCab,

δΩ′abc =
1
3

(γpl)bc(DaLl)V p − i

2
DaDdD

{b
Lp(γp)c}d

−2i(γl)a{b
(
T 1,4
lp + T 3,2

lp − T 1,2
lp

)c}
Lp,

δΩ′pmn =
1
2

(−TmnaH ′ap + Tmp
aH ′a

m + Tnm
aH ′a

n)

−DmH
′
{np} +DnH

′
{mp} +DpH

′
[mn]. (3.248)

Ω′pmn の式は H ′ で書かれているので、上で与えた式を代入すればよい。

これらは全て実ベクトル超場 Lk と複素スカラー超場 h を用いて与えられている。

Lkm は次のように定義される。

[Da, Da]Lm = 2i(γk)abLkm (3.249)

複素スカラー超場 h はカイラル超場 U と実ベクトル超場 Lk を用いて次のように与

えられる。

h = −1
6
U +

1
3
U∗ − 1

6
Lk

k − i

2
DkL

k +
2
9
LkVk (3.250)

以上のことより、独立な場は、ゲージ自由度も含めて

U,Lk,Ξk,Ξa,Σab (3.251)
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であり、それ以外の場は全て拘束条件を用いることでこれらを用いて書くことがで

きる。

得られた多脚場の変分を用いて、超空間上の作用積分から運動方程式を導いてみよ

う。運動方程式を得るためには積分測度 E の変分が必要である。これは次のように

与えることができる。

δE

E
= (−)AHA

A = −1
3

(
Lk

k + U + U∗ +
8
3
LkVk

)
+DpΞp −DaΞa (3.252)

運動方程式を得るために行うべき変分はこれだけではない。作用が物質場としてカイ

ラル超場を含む場合、カイラル超場に課されているカイラル条件

Ea
M∂MΦ = 0 (3.253)

が背景の計量に依存していることに注意しなければならない。そのため、背景の計量

を変化させた際には Φ も変化させる必要がある。カイラル条件がそのまま保たれる
ためには Φ の変分に対して次の条件が成り立つ必要がある。

Da(iLmDmΦ + δΦ) = 0 (3.254)

これは次のように解くことができる。

δΦ = −iLmDmΦ + chiral part (3.255)

右辺第２項は任意のカイラル超場を表す。この部分による作用の変分は、カイラル超

場の運動方程式を用いれば 0 になるのでここでは無視することにする。積分測度 E

の変分 (3.252) とカイラル超場の変分 (3.255) を考慮すると、作用 (3.242) の運動項
の変分は次のように与えられる。

δSkin = 2
∫
E

[
Lm

(
Jm − 4

9
VmK

)
− 1

6
(UPchiralK + c.c.)

]
(3.256)

表面項は無視した。ただし、Jm は次のように与えられる。

Jm = − i

12
(γm)ab(DaΦi)(DbΦ∗j)Kij −

i

3
(DmΦi)Ki +

i

3
(DmΦ∗i)Ki

= Jm +O(k2) (3.257)

これは大域的超対称理論において以前に定義した超カレント Jµ (1.236)の超重力理
論版である。

超ポテンシャル項についても同様の変分をとってみよう。そのためには R の変分

を知る必要がある。R は捩率テンソル Tma
b に含まれているから、このテンソルの

変分を (3.245) に従って多脚場およびスピン接続の変分を用いて表し、その式に前節
で得られた結果を代入すれば得ることができる。

δR = −iLmDmR + Pchiral

(
2
3
U − 1

3
U∗ +

1
6
Lm

m +
i

2
DmL

m − 8
9
LmVm

)
(3.258)
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R はカイラル超場であるから、この形は、一般のカイラル超場の変分の形 (3.255) に
合致している。これを用いると、Spot の変分が次のように与えられる。次の式が得ら

れる。

δSpot =
∫
d4θE

UW

R
+ c.c. =

∫
d4θEUW + c.c. (3.259)

ただし、カイラル超場 U を拘束条件なしの超場 U を用いて U = PchiralU と表した。
表面項は無視した。

δSkin + δSpot = 0 より Lk および U に対する運動方程式を次のように読み取るこ
とができる。

Jk − 4
9
VkK = 0 (3.260)

PchiralK = 3W. (3.261)

平坦極限を再現するには、K に (3.232) を、Jm に (3.257) を代入し、k について高
次の項を無視すればよい。その際重力多重項の超場 Vm や R については k2 程度の

大きさだとみなす。このような近似により、次の運動方程式が得られる。

Vm = −3k2

8
Jm. (3.262)

R = k2

(
1
24
DaD

aK − 1
2
W

)
= − ik

2

2
N (3.263)

従って、(Jµ, N) がエネルギー運動量テンソルの超対称化とみなすことができるのと
同様の意味で、(Vµ,R) をアインシュタインテンソルの超対称化とみなすことができ
る。R と Vm はビアンキ項等式から導かれる次の関係式を満足する。

γmDRVm = −3i
4
DLR (3.264)

これは、(Jµ,K) が満足する式 (1.247) とちょうど対応している。
これらの式の幾つかの成分について見ておこう。まず、(3.262) の初項からはベク
トル補助場に対する次の式が得られる。

cm = −3k2

8
Jm|θ=0 =

ik2

8
(Ki∂mΦi −Ki∂mΦ∗i) + fermion (3.265)

これは、ケーラー接続に他ならない。

次に (3.262) の θθ 成分をみてみよう。超場 Vm のベクトル成分を初項にもつ超場

は次のように与えられる。

Vnm =
i

4
(γn)ab[Da, Db]Vm|θ=0

=
[
−3

8
tr(γpγnDTpm) +

1
16

tr(γklγmγnDTkl)
]

θ=0

= −3
4

(
Gmn − 1

3
ηmnG

)
+ · · · . (3.266)
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ただし二行目に現れる DTmn は (DTmn)ab = DaTmn
b のようにスピノル添え字を

二つ持つ行列であると解釈する。Gmn はアインシュタインテンソル Gmn = Rmn −
(1/2)ηmnR、G はそのトレースである。一方超カレントのベクトル成分はエネルギー
運動量テンソルを

Jnm = Tnm − 1
3
ηnmTk

k + · · · (3.267)

のように含む。これらより、(3.262) の θθ 成分は次のアインシュタイン方程式を与

える。

− 2
k2
Gmn + Tmn + · · · = 0 (3.268)

作用についても見ておこう。Lm のベクトル成分が

Lnm = −(hnm − ηmnhkk) + · · · (3.269)

（ここでは L 以外の変分成分は無視する。hmn は δemµ = enµhn
m のように定義され

る、平坦計量からの微小なずれを表す対称テンソルである。）のように与えられるこ

とを用いれば、δSkin が

δS =
[

8
3k2

LmV
m + LmJ

m

]

D

= − 2
k2
hnmG

nm + hnmT
nm + · · · (3.270)

のように、線形化されたレベルでの物質場と重力場の結合を与えていることがわかる。

3.13 超ワイル変換

計量、あるいは多脚場をスカラー関数倍する変換はワイル変換と呼ばれる。これを

超空間へ拡張しよう。一般に、超空間上の多脚場 EM
A に対して超空間上の任意の実

スカラー関数 Φ を用いて E′M
A = ΦEMA のような変換を行うと、拘束条件を破る。

つまり、EMA が拘束条件を満足していたとしても E′M
A は拘束条件を満足しない。

このことは、対応する無限小変換に対応する変分が前節で求めた拘束条件を満足する

変分の中に含まれないことからもわかる。

xµ 座標に対する多脚場 Eµ
m に対してワイル変換を与え、拘束条件を破らないよ

うな変換は、カイラル超場 U による変換として与えることができる。上で与えた変
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分の式から U および U∗ を含む部分だけを抜き出すと以下のようになる。

Hab = 0

Ha
p = 0

Ha
b = Ca

b

(
1
6
U − 1

3
U∗
)

Hnc = − 1
12

(γn)cbDbU
∗

Hk
p = −1

6
(U + U∗)δpk, (3.271)

δUΩabc =
1
6
CacDbU +

1
6
CabDcU

δUΩabc = 0

δUΩpmn =
1
6
ηnpDm(U + U∗)− 1

6
ηmpDn(U + U∗) (3.272)

この変換は計量のスケールを変化させるワイル変換に相当するものである。超空間上

では捩率に対する拘束条件のために、ワイル変換のパラメータはカイラル超場に制限

される。拘束されていない捩率の変分を計算することにより、次の変換を得ることが

できる。

δUR =
2
3
RU − 1

3

(
R +

1
4
DaD

a

)
U∗

δUVm =
1
6

(U + U∗)Vm − i

4
Dm(U − U∗). (3.273)

重力多重項の成分場は次のように変換される。

δUe
m
µ = −1

6
(u+ u∗)emµ ,

δUψLµ =
1
6

(u− 2u∗)ψLµ − 1
12
emµ γmχUR,

δUcµ = − i
4
D(s)
µ (u− u∗),

δUM =
2
3
uM − 1

3
u∗M − 1

3
F ∗U . (3.274)

ただしカイラル多重項 U の成分場を (u, χU , FU ) とする。ベクトル場については cm

ではなく cµ = emµ cm の変換則を与えた。

超空間上の積分測度については

δUE = −1
3

(U + U∗)E,

δUE = −UE . (3.275)

すなわち、D項作用および F項作用に対しては

δU [V ]Poincare
D = −1

3
[(U + U∗)V ]Poincare

D ,

δU [Φ]Poincare
F = −[UΦ]Poincare

F . (3.276)
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多脚場に対する変形を行った場合、一般にはカイラル超場についても (3.255) に与
えられているようにカイラル条件を保つための変形を行う必要がある。しかしここで

考えている超ワイル変換については (3.255) が Lm のみを含んでおり U に依存して

いないことからその必要はない。必要は無いが、一般にはカイラル超場は 0 でない
ウェイトを持つことができ、そのウェイトに従って変換される。

ウェイトが 0 である場合にはカイラル超場 Φ は超ワイル変換のもとで不変である。
そうであっても、成分場を定義する際に用いる共変微分が不変ではないため、初項以

外は非自明に変換されることに注意しよう。

δUφ
i = 0,

δUχ
i
L =

1
6

(−u+ 2u∗)χL,

δUF
i =

1
3

(−u+ 2u∗)F i +
1
6
χULχ

i
L (3.277)

このような非自明な変換は、座標を正規座標にとっていた場合にワイル変換を行うと、

その結果が必ずしも正規座標にはならないために、正規座標に戻す座標変換を行う必

要があり、その座標変換

δΦ = SαDαΦ (3.278)

の結果として成分場が変化すると考えることもできる。正規座標に戻すために必要な

座標変換 δYM
′

= SM
′
は正規座標におけるカイラル超場の展開式 (3.218) とワイル

変換によるカイラル成分場の変換則 (3.277) を比較することによって次のように決め
ることができる。

Sa =
1
6

(−u+ 2u∗)Θa +
1
6

Θ2χaU . (3.279)

さらに、カイラル密度 E に対しては、ワイル変換 (3.275) と正規座標に戻すための座
標変換の寄与をあわせると次の式が成り立つ。

δWE = −UE −Dα(SαE),

カイラル射影演算子については

δW (PchiralX) =
1
3
Pchiral[(−U∗ + 2U)X] + SαDα(PchiralX) (3.280)

が成り立つ。第１項が超場としての変化分、第２項が座標変換によるもの。従って、

カイラル超空間上でのカイラル超場の積分は表面項を除き超ワイル変換のもとで次の

ように変換される。

δW

∫
d2ΘEPchiralX =

∫
d2ΘEPchiral

[
−1

3
(U + U∗)X

]
(3.281)

あるいは

δW

∫
d4θEX =

∫
d4θE

[
−1

3
(U + U∗)X

]
(3.282)
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3.14 超対称ゲージ理論と重力の結合

ゲージ場に結合したカイラル多重項を重力に結合させることを考えよう。物質場の

ケーラーポテンシャルは一般にゲージ不変では無くても良いが、それがもしゲージ不

変であれば、重力への結合は簡単で、(3.242) において、カイラル超場 Φ を全てカノ
ニカルなカイラル超場 Φ̃ に置き換えればよい。すなわち、次の積分が超対称不変で
ゲージ不変な作用を与える。

S =
∫
d4x

∫
d4θE

[
K(Φ̃, Φ̃∗)− 2 Re

W (Φ̃)
R

]
(3.283)

ケーラーポテンシャルがゲージ不変ではない場合にも、作用を構成するのは簡単で

あるが、そのゲージ不変性について注意が必要である。大域的超対称理論において、

ケーラーポテンシャルがゲージ不変で無い場合には相殺項 (1.180) の導入が必要であ
ることを見た。これを重力に結合させるには、(3.242) のケーラーポテンシャルを相
殺項を含むものに置き換えればよい。

S = − 6
k2

∫
d4xd4θE

[
exp−k

2

6
(K(Φ,Φ∗) + Γ(Φ,Φ∗, V ))

]
(3.284)

ゲージ変換のもとでのこの作用の変分は (1.172) を用いて次のように得られる。

δS =
∫
d4xd4θE(iΛafa − iΛ∗af∗a)

[
exp−k

2

6
(K(Φ,Φ∗) + Γ(Φ,Φ∗, V ))

]
(3.285)

大域的超対称理論の場合には、ケーラー変換に対応する変化分は作用積分には寄与し

なかったが、今度はそうはならない。しかし、この変化分は超ワイル変換 (3.282) を
行うことによって打ち消すことができる。実際、上記の作用に対して超ワイル変換を

行ってみると、

δWS =
2
k2

∫
d4xd4θE(U + U∗)

[
exp−k

2

6
(K(Φ,Φ∗) + Γ(Φ,Φ∗, V ))

]
(3.286)

となる。従って、

U = − ik
2

2
Λafa (3.287)

と置くことにより、これら二つの変分が相殺することがわかる。

このように書かれた作用を成分場で展開するには、ここまでに得られた公式を用い

ればよい。しかしそのようにして得られた作用の形はそのままではゲージ不変性が明

白ではない。例えば、運動項に含まれる微分を共変微分にするには適切に相互作用項

を組み合わせる必要がある。ここではグラビティーノ運動項に注目し、そこに含まれ

る微分がどのように共変微分になるかを見ておこう。(3.177) に与えられた D-term
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作用を見ると、(3.284) の中に次の項が存在していることがわかる。

[
1
2
K − µaV a]D = · · · − i(ψµγµνργ5ψρ)

(
− i

2
(∂νφi)Ki +

i

2
(∂νφ∗i)Ki − vaν µa

)

= · · ·+ i(ψµγµνργ5ψρ)S(G)
ν (3.288)

これにより、運動項 −(4/k2)(ψµγµνρDνψρ) の微分が次の共変微分に置き換わる。

Dνψρ = Dνψρ − ik2

4
S(G)
ν γ5ψρ (3.289)

ケーラーポテンシャルがゲージ不変である場合の作用 (3.283) にも相互作用 (3.288)
は含まれている。しかし、ケーラーポテンシャルのゲージ不変性を用いるとケーラー

接続を

S(G)
ν =

i

2
(Dνφ

i)Ki +
i

2
(Dνφ

∗i)Ki (3.290)

と書くことができて、しかもゲージ不変であることを示すことができる。従ってこの

場合には共変微分 (3.289) の定義の右辺にある項それぞれが独立にゲージ不変であり、
ゲージ不変性をあらわにするために共変微分 (3.289) を用いる必要は無い。
次に、超ポテンシャル項のゲージ不変性について見てみよう。大域的超対称理論に

おいては超ポテンシャルはゲージ不変なカイラル超場の正則関数であった。しかし、

超重力理論において、ケーラーポテンシャルがゲージ不変で無い場合には、ゲージ変

換によって超ワイル変換が引き起こされるため、超ポテンシャルはそれによる変化を

相殺するような変化をする必要がある。具体的に次のポテンシャル項を考えよう。

Spot = −
∫
d2θEW (3.291)

実際にはさらに複素共役を加える必要があるが、ここでは正則部分に注目する。W

はもともとケーラー変換のもとで不変であった。しかし、補正されたケーラー変換は

超ワイル変換を引き起こす。従って、超ポテンシャル項は一般に補正されたケーラー

変換のもとでの不変性を破る。

δSpot =
∫
d2θE(UW − δW ) =

∫
d2θE(− ik

2

2
ΛafaW − δW ) (3.292)

従って、作用がゲージ不変であるためには、超ポテンシャルはゲージ変換のもとで次

のように変換される必要がある。

δW = − ik
2

2
ΛafaW (3.293)

これは、次の関数がカイラルゲージ変換のもとで不変であるということと等価である。

G = |W |2K−1/3 = |W |2 exp
k2K

2
(3.294)
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3.15 超重力理論の作用の例（２）

U(1) ゲージ場と重力からなる系において FIパラメータが 0 でない場合を考えよ
う。以前にも述べたように、FIパラメータはケーラーポテンシャルがゲージ不変では
ないことから現れる項である。ここでは物質場は無いとしているので、ケーラーポテ

ンシャルは K = 0 とおいてよい。この場合であっても、次のような「ケーラー変換」
を考えることができる。

δK = −ε(f + f∗), f = iζ, ζ ∈ R. (3.295)

上記の ζ は実定数であり、実際にはケーラーポテンシャル K = 0 は不変であるが、
ケーラー変換を表す正則関数は 0ではない。このとき、キリングポテンシャルは (1.154)
より

µ = ζ (3.296)

と与えられる。従って、相殺項 (1.180) は

Γ(V ) = −2ζV (3.297)

であり、超対称不変な作用は次のようになる。

S = − 6
k2

∫
d4θE exp

(
k2ζ

3
V

)
(3.298)

特に、Wess-Zumino ゲージでは、V の 2 次の項までが存在し、成分場を用いて次の
ように展開することができる。

S =
1
k2

(
8
3
cmc

m − 6MM∗ +Rmn
mn − 2(ψµγµρσψρσ)

)

+ζ
(
−D − 4

3
cmv

m + i(ψµγµγ5λ)− i(ψµγ5γ
µνρψρ)vν

)

+
k2ζ2

6
vmv

m (3.299)

FIパラメータが U(1)R 対称性の結合定数とみなせることに対応して、グラビティー
ノの運動項と、ψµ と vµ の相互作用項が次の共変微分の形にまとまる。

Dνψρ = Dνψρ − ik2ζ

4
vνγ5ψρ (3.300)

一方、ゲージ場の運動項は (3.241) に与えられているように

S = −1
2

(λD\ λ)− i

2
(λγ5c\λ)− 1

4
FµνF

µν +
1
2
D2

−1
2
Fmn(ψkγmnγkλ) + S4−fermi (3.301)
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である。これらを加えると、次の作用を得る。

S =
1
k2

(
+Rmnmn − 4(ψµγµνρDνψρ)− 6MM∗ +

8
3
c′2m

)

+ζ (−D + i(ψµγµγ5λ))

−1
4
FµνF

µν − 1
2

(λD\ λ) +
1
2
D2

− i
2

(λγ5c\′λ)− 1
2
Fmn(ψkγmnγkλ) + S4−fermi (3.302)

ただし、補助場 cµ をシフトし、c′µ を次のように定義した。

c′m = cm − k2ζ

4
vm (3.303)

また、λ の共変微分が次のように定義される。

Dµλ = Dµλ− k2ζ

4
ivµγ5λ (3.304)

このように、成分場で書かれた作用を見ると、確かにグラビティーノとゲージーノが

U(1) ゲージ場に結合していることがわかる。

3.16 U(1)超空間

前節において示したように、U(1) ゲージ変換がケーラー変換を伴う場合、すなわ
ち FI パラメータが 0 でない場合には、超場形式で与えた作用はゲージ不変性が明白
ではない。この点を改善し、始めからゲージ不変性が明白である作用を得るには U(1)
超空間 [36]を用いるのが便利である。また、ここまでに述べた超場形式の不満な点と
して、カノニカルな運動項を得るためには最後にワイル変換を行わなければならない

という点が挙げられる。この問題点も U(1) 超空間を用いることで改善される。
ゲージ不変性が明白ではない原因は、グラビティーノを非自明に変換するような

U(1) ゲージ変換が超場形式の定式化の中に含まれていないためである。そこで、超
空間の定義に戻って、最初からこの U(1) ゲージ変換のもとでの共変性を組み込んだ
形で超空間を定義することが必要になる。このような超空間は U(1) 超空間と呼ばれ
る。グラビティーノに作用するこの U(1) 対称性を以下では特に U(1)K と表すこと
にする。

3.16.1 ビアンキ項等式

U(1) 超空間では、グラビティーノを含む多脚場の成分 Eµ
a に結合する超空間上の

ゲージ場を始めから導入しておく。この U(1)K ゲージ場を A
(K)
M とし、その場の強
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さを F (K) としよう。

F (K) = dA(K). (3.305)

多脚場に結合するゲージ場であることを強調するために (K)という添え字をつけた。
一般には EM

α は複数の U(1) ゲージ場 AiM に異なる結合定数 ζi で結合すること

ができるが、そのような場合にはこの節で用いられるゲージ場をそれらの線形結合

A
(K)
M = ζiA

i
M とみなしておけばよい。この U(1)K ゲージ場を多脚場と結合させる

ために多脚場の U(1)K 電荷（ここではウェイトと呼ぶ）を次のようにとる。

w(Ea) = 1, w(Ea) = −1. (3.306)

そしてこのゲージ場に対する共変微分を次のように定義する。

DMX = DMX − iw(X)A(K)
M X (3.307)

捩率を定義する場合にはこの共変微分を用いる。すなわち、

TA = DEA = DEA − iw(EA)A(K)EA (3.308)

のように、捩率 TA はゲージ場の寄与を含むことに注意する。また、ゲージ群が U(1)K
であるから、ゲージ場 A

(K)
M 自身は電荷を持たないが、ローレンツ添え字を持つもの

についてはウェイトを持っていることに注意する。そのため、ゲージ場の強さを次の

ように表す場合には微分が共変微分になる。

FAB = DAA
(K)
B − (−)ABDBA

(K)
A + TAB

CA
(K)
C (3.309)

捩率と場の強さ F に対する拘束条件は以前と同様に次のように取る。

Tmn
k = Tam

n = Tab
c = 0, Tab

m = 2(γm)ab. (3.310)

Fab = 0 (3.311)

さらに、ビアンキ項等式は次のように与えられる。

0 =
1
6
ECEBEAIABC =

1
2
ECEBEA(DAFBC + TAB

DFDC) (3.312)

0 =
1
6
ECEBEAIABCD =

1
6
ECEBEAI

(0)
ABCD +

1
2
ECEBEAiw(ED)F (K)

AB CCD

(3.313)
I

(0)
ABCD は以前に与えたゲージ場と結合していないときのビアンキ項等式である。た

だし、その中の捩率はゲージ場を含むものに置き換えられている。

以上の関係式を、重力とゲージ場の間の結合に注意しながら解きなおそう。
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まず、ゲージ場に対するビアンキ項等式 (3.312)を解くことにより、次の関係式を
得ることができる。以前との違いは、微分が共変微分に置き換えられていることのみ

である。

Fma = (γm)abW̃ b, Fmn =
1
4

(γmn)abDaW̃b (3.314)

ただし W̃ は次の式を満足するカイラル超場である。

DaW̃b = 0,

DaW̃b = 0,

DaW̃
a = 0. (3.315)

W̃ a のウェイトは w(W̃ a) = 1 である。始めの二つは W̃a がカイラルであることを表

している。最後の関係式は、ゲージ場のビアンキ項等式に相当するものである。

ゲージ多重項 A
(K)
M の成分場は次のように定義される。

A(K)
µ |θ=0 = v(K)

µ ,

W̃
(K)
a |θ=0 = λ

(K)
a ,

− i
2
DaW̃

(K)a|θ=0 = D(K). (3.316)

成分場 D が実であることは (3.315) の最後の式によって保障される。
次に、捩率に対するビアンキ項等式を解いていこう。Iabmn = Iabcd = Iakmn = 0
については、F の寄与が無いことがすぐに確かめられる。従って、関係式 (3.81) と
(3.83) はそのまま成り立つ。捩率を展開することで定義される場のウェイトが次のよ
うに決まる。

w(R̃) = 2, w(Vm) = 0, w(Tabc) = w(Tabc) = w(Ta) = 1. (3.317)

Iabmc = 0 から R̃ がカイラル超場であることが示されることも同様である。ただ

し、今度は R̃ が 0 でないウェイトを持つから微分が共変微分に置き換わる。そのた
め、R̃ はカノニカルなカイラル超場であり、そのことを表すために R ではなく R̃

と書くことにする。

DaR̃ = 0. (3.318)

変更を受けるのは、次のビアンキ項等式である。

0 = Iab(cc)d = I
(0)

ab(cc)d
+ iF(cc)bCad = I

(0)

ab(cc)d
+ 2iCcbCadW̃

(K)
c (3.319)

I
(0)

ab(cc)d
は F を含まない部分であり、微分が U(1)K 共変微分に置き換えられている

ことを除き以前と同じ形をしている。F を含む項の存在のために、(3.87) の 3 つの
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関係式は以下のように変化する。

0 = Iab(cc)d|{cb} =
(
CcaCd

e − 1
3
CcdCa

e

)(
i

2
DbVce +

i

2
DcVbe + 6Tebc

)
,

0 = Ia
b
(bb)

b = 4DaR̃ − i

3
DbV

b
a + 30Ta + 4iW̃ (K)

a ,

0 = Ia
b
(bb)c|{bc} = Cac(iDdV

d
b + 6Tb + 4iW̃ (K)

b
)|{bc} (3.320)

一つ目の式は変化しないが、二番目と三番目の式には新たにゲージ場の寄与が加わる。

これらが成り立つと Iab(cc)d = 0 も自動的に成り立つことは以前と同様である。後ろ
二つの式を整理すれば、(3.89) の代わりに次の式を得る。

DaR̃ =
4i
3
DbV

b
a + 4iW̃ (K)

a = −8Ta − 4i
3
W̃

(K)
a (3.321)

この式と (3.320) の最初の式を組み合わせることで得られる次の式は Vm のスピノル

微分を与える。

DbVca = (3iTa − 2W̃ (K)
a )Cbc + i6Tabc, (3.322)

(3.112) に与えたカイラル超場 R の成分場は次のように変化する。

R̃|θ=0 = M,

DaR̃|θ=0 = −8ψ(s)
a −

4i
3
λ

(K)
a

1
4
DaD

aR̃|θ=0 =
2i
3
D(s)
m cm − 4

9
cmc

m − 2MM∗ − 1
6
R(s)
mn

mn +
4
3
D(K).(3.323)

ただし、最後の成分を計算するのに (3.96) の第１式が次のように変化することを用
いた。

0 = CabI(aa)(bb)
ab = CabI

(0)

(aa)(bb)

ab − 2iDaW̃
(K)a (3.324)

ゲージ場に対する拘束条件 (3.311) は直接次のように解くことができる。

A
(K)
a = Da(U (K) − iV (K)),

A(K)
a = Da(U (K) + iV (K)),

A(K)
m = DmU

(K) +
i

4
(γm)ab[Da,Db]V (K). (3.325)

U (K) と V (K) はウェイトを持たない任意の実スカラー超場である。始めの二つはそ

れぞれ Fab = 0 より Fab = 0 を解いて得られる。最後の一つは Fab = 0 に上二つの
解を代入して得られる。F (K)

ma に上のゲージ場を代入すれば、次の式を得る。

W̃
(K)
a = iPchiralDaV

(K) (3.326)

Pchiral はカイラル射影演算子であるが、その中の微分演算子は U(1)K 共変微分に置
き換えられている。

Pchiral =
1
4
DbD

b + R̃ (3.327)
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U(1) 超空間においても、右スピン添え字を持たない超場に対して Pchiral を作用させ

ることでカイラル超場を構成できることは以前と同様である。これは、U(1) ゲージ
場が複数あり、それらに対して任意の電荷を持つ場であっても同様である。

3.16.2 カイラル密度

複数個の U(1) ゲージ場 AiM があり、それらに対して電荷 qi を持つカノニカルな

カイラル超場を Φ̃ としよう。この超場は次のカイラル条件を満足する。

DaΦ̃ = 0. (3.328)

成分場は次のように定義する。

φ = Φ̃|θ=0,

χa = DaΦ̃|θ=0,

F =
1
4
DaD

aΦ|θ=0. (3.329)

A
(K)
M = ζiA

i
M であるような U(1) 超空間では、成分場の電荷が一般には超場の電荷

とずれることに注意しなければならない。

Φ̃ : qi, φ : qi, χL : qi − ζi, F : qi − 2ζi. (3.330)

それぞれの成分場に作用する共変微分はこれらの電荷を用いて定義される。

δΦ = ξaDaΦ から成分場 (3.329) の変換則を読み取れば次のようになる。

δφ = (ξLχL),

δχa = −2ξbD (s)
ba φ+ 2ξaF,

δF = (ξRD\ (s)
χL) +

i

3
(ξRc\χL)−M∗(ξLχL)− 2iqi(ξRλiR)φ (3.331)

ゲージ場に結合している場合には成分場 F の変換則の中にゲージ多重項のフェルミ

オン λ が現れることに注意。また、微分はゲージ共変微分になっており、その中には

ゲージ場 vµ が含まれている。超共変微分は次のように定義される。

D (s)
µ φ = ∂µφ− (ψµLχL)− iqaµφ,

D(s)
µ χa = Dµχa − 2ψµaF + 2ψµbD

(s)
ba φ (3.332)

U(1)超空間上の電荷を持つカイラル超場についても新たなスピノル座標 ΘL を用

いて超対称変換を書いておこう。

Φ̃(x,ΘL) = φ+ ΘLχL + Θ2
LF (3.333)
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カイラル多重項の超対称変換は、この超場に対する次のような変換として実現するこ

とができる。

δΦ̃ = ηMDM Φ̃ + qi(Φ)ΛiΦ̃. (3.334)

ただし、ηM と Λi は以下のように与えられる。

ηµ = 2(ΘLγ
µξR)− 2Θ2

L(ξRγνγµψνR)

ηL = ξL − ηµψµL + Θ2
L

[
(ωµ − iA(K)

µ )γµξR − i

3
V\ ξR − R̃∗ξL

]

Λi = −2iΘ2
L(ξRλiR) (3.335)

ただし、ここでの微分 DM は次のように定義される。

Dµ = ∂µ − iqiAiµ, Da = ∂a. (3.336)

Dµ がスピン接続を含まないこと、超場 Φ̃ の持つ電荷 qi を用いて定義されているこ

とに注意しよう。このため、成分場に Dµ が作用する場合には局所ローレンツ回転に

対してもゲージ変換に対しても共変にはなっていない。たとえば、δF の中の Dχ を

含む項について見てみると、ηµ の中の Θ の１次の項と Φ̃ の中の Θ の１次の項を組
み合わせた次の部分から得られる。

δΦ̃ = 2(ΘLγ
µξR)Dµ(ΘLχL) + · · · = Θ2

L(ξRγµDµχL) + · · · (3.337)

この中の微分は上で述べた理由により共変微分ではない。しかしこれとは別に ηα の

中に含まれるスピン接続とゲージ場を含む項からの寄与

δΦ̃ = Θ2
LξRγ

µ(ωµ + iAµ)γµχL + · · · (3.338)

を加えることにより共変微分 D
(s)
µ χL の形にまとまる。

電荷が qi であるカイラル密度は次のように変換されるものとして定義される。

δ∆ = (−)MDM (ηM∆) + qi(∆)Λi∆ (3.339)

この成分場を次のようにおく。

∆ = a+ ΘLρL + Θ2
Lf (3.340)

成分場の変換則を (3.223) から読み取れば

δa = ξLρL + 2(ξRγµψµL)a,

δρL = 2D (q+ζ)
µ (γµξRa) + 2ξLf + 2(ρLγµξR)ψµL

+2a
(
− i

3
V\ ξR −R∗ξL + 2(ξRγνγµψνR)ψµL

)
(3.341)
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となる。δρL の第１項の微分は電荷 qi + ζi の場に作用する共変微分である。このこ

とは、（ξR の電荷は −ζi であるから）初項 a の電荷は qi + 2ζi であることを意味し
ている。すなわち、カイラル密度の電荷は末尾の成分 f の電荷に一致する。これは

カイラル超場の場合とは逆になっているので注意が必要である。

∆ : qi, a : qi + 2ζi, ρL : qi + ζi, f : qi. (3.342)

カイラル密度の中で特に重要なのは、初項として a = e を持つ E である。このカイ
ラル密度の成分場は変換則を比較することにより次のように決定することができる。

a = e,

ρL = 2eγµψµR,

f = 3eM∗ + 2e(ψµRγµνψνR) (3.343)

eはウェイトを持たないから、カイラル密度 E のウェイトは −2である。従って、ウェ
イト 2 を持つカイラル超場 Φ̃(2) を用いて

S = [Φ̃(2)]U(1)K
F

=
∫
d4x

∫
d2ΘEΦ̃(2)

=
∫
d4xe [F + (ψRmγmχL) + (3M∗ + 2(ψRmγmnψRn))φ] (3.344)

のように超対称変換のもとで不変な作用を構成することができる。これは通常のロー

レンツ超空間における作用 (3.174) と同じ形をしている。
D 項ラグランジアンは (1/2)[X]D = [PchiralX]F によって与えることができる。た

だし X は電荷を持たない一般の超場である。射影演算子を用いて定義されたカイラ

ル超場の成分場は、U(1) ゲージ場との結合によって以下のように変化する。

DLPchiralX|θ=0 = · · · − 4i
3
λ

(K)
L B,

1
4
DαDαPchiralX|θ=0 = · · ·+ 4

3
D(K)B − i

3
(λ(K)γ5η) (3.345)

このような補正項を取り入れると、U(1) 超空間では D-項作用が次のように与えら
れる。

[X]D = D +
4
3
cmv

m + 2M∗C∗ + 2MC

+
(
−8

9
cmc

m + 2MM∗ − 1
3
Rmn

mn +
2
3

(ψµγµρσψρσ)
)
B

−i(ψµγµγ5λ)− 1
6

(ηγµνψµν) + (ψµγµνDνη) + i(ψµγ5γ
µνρψρ)vν

+
4
3
D(K)B − i

3
(λ(K)γ5η) +

4i
3

(ψµγ5γ
µλ(K))B (3.346)
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3.17 超重力理論の作用の例（３）

3.17.1 FIパラメータを含む理論

U(1) 超空間を用いて、FI パラメータが 0 でないような U(1) ゲージ理論を構成し
てみよう。

− 3
k2

[1]U(1)K
D =

1
k2

[
Rmn

mn − 2(ψµγµρσψρσ) +
8
3
cmc

m − 6MM∗

− 4D(K) − 4i(ψµγ5γ
µλ(K))

]

−1
2

[W 2
L]U(1)K
F =− 1

4
FmnF

mn − 1
2

(λD\ λ) +
1
2
D2

− i

2
(λγ5c\λ)− 1

2
Fmn(ψkγmnγkλ) + S4−fermi (3.347)

単純超重力理論の作用に相当する部分から FI 項が自動的に現れていることがわかる。
ここで

A
(K)
M =

k2ζ

4
AM (3.348)

と置けば、これらの和は次のように以前に与えたものである。

S =
1
k2

[
Rmn

mn − 2(ψµγµρσψρσ) +
8
3
cmc

m − 6MM∗
]

−ζD − ζi(ψµγ5γ
µλ)

−1
2

(λD\ λ)− 1
4
FmnF

mn +
1
2
D2

−1
2
Fmn(ψkγmnγkλ)− i

2
(λγ5c\λ) + S4−fermi (3.349)

これは (3.302) と同じものであるが、補助場のシフトなどを行う必要がなく初めか
らゲージ共変な形で作用が得られる。

ただし、λ と ψµ の共変微分は

Dµ = Dµ − iζk2

4
Aµγ5 (3.350)

と定義される。

3.17.2 カイラル多重項と重力の結合

U(1) 超空間は、ゲージ場多重項を含まない、カイラル多重項の作用を書く場合に
も便利である。その場合には、プレポテンシャルを次のようにケーラーポテンシャル

と等しいと置く。

iU (K) = − ik
2

8
K (3.351)

123



こうすることにより、作用 −(3/k2)[1]D に含まれる −(4/k2)D(K) からカイラル多重

項の運動項が現れる。

F 項ラグランジアンを与えるためにはウェイトが 2 のカイラル超場が必要である。
カイラル超場のウェイトを全て 0 と置くと、その正則関数である超ポテンシャル W

のウェイトも 0 である。そこで、ウェイトをあわせるために、プレポテンシャルで書
かれるカイラル超場 e2iU(K)

を利用する。このカイラル超場の成分場は次の式の θ = 0
成分を取れば得られる。

Dae
2iU(K)

=− 4(DaV )e2iU(K)
,

1
4
DaD

ae2iU(K)
=(−DaD

aV (K) + 3DaV
(K)DaV (K) − iDaU

(K)DaV (K))e2iU(K)

(3.352)

これらの式を得るには e2iU = e−4V e2iU∗ と分解して e2iU∗ が反カイラルであること

を用いれば簡単である。

e2iU(K) |θ=0 =e(k2/4)K ,

Dae
2iU(K) |θ=0 =

k2

2
e(k2/4)K(DaK)θ=0,

1
4
DaD

ae2iU(K) |θ=0 =e(k2/4)K

(
k2

8
DaD

aK +
3k4

64
DaKD

aK

)
|θ=0 (3.353)

これらを組み合わせて、カイラル多重項の運動項を導出しよう。ここでは計算を簡

単にするためにボゾン部分にのみ注目し、正規座標を用いる。ポテンシャル項を書く

のに必要な超場は次のように展開される。

E = e(1 + 3Θ2M∗),

e2iU(K)
= e(k2/4)K(1 +

k2

2
Θ2KiF

i),

W (Φ) = W + Θ2W iFi. (3.354)

これらを組み合わせて、次のポテンシャル項が得られる。

− [W ]U(1)K
F = −ee(k2/4)K

(
WiF

i + 3WM∗ +
k2

2
WKiF

i

)
(3.355)

一方、以前に得られた運動項は次のものを含む。

− 6
k2
MM∗ −Kijgµν∂φ

i∂φ∗j +KijF
iF ∗j (3.356)

補助場に対する運動方程式を解くと、

M = −k
2

2
e(k2/4)KW,

F i = e(k2/4)KKij

(
W ∗
j

+
k2

2
W ∗Kj

)
. (3.357)
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が得られる。これらを再び作用に代入すると、

−Kijgµν∂φ
i∂φ∗j

− e(k2/2)K

[
Kij

(
Wi +

k2

2
WKi

)(
W ∗
j

+
k2

2
W ∗Kj

)
− 3k2

2
WW ∗

]
(3.358)

が得られるが、これは以前にワイル変換を行って得られた作用である。このように、

U(1) 超空間を用いると、カノニカルな運動項をもつ作用がワイル変換を行うことな
く直接得られる。

125



第4章 テンソル計算法

4.1 ゲージ変換と一般座標変換

パラメータ εX が時空座標に依存するような内部対称性のゲージ変換

δgauge(ε) = εXOX (4.1)

を考えよう。X は代数の生成子をラベルする添え字であり、εX は X に依存してボ

ゾン的でもフェルミオン的でもありえる。OX というのは演算子ではなく変換記号で

ある。上式の右辺は「OX で変換して εX をかける」という意味ではなく「εX によ

る変換」を表している。この二つは線形に変換される物質場に対しては同じことであ

るが、後で見るようにゲージ場の変換や場の微分を含む式の変換などを考えるときに

違いが現れる。構造定数は次のように定義する。

{OX , OY ] = fXY
ZOZ . (4.2)

物質場 Φ の次の線形変換を考えよう。

δgauge(ε)Φ = εXOXΦ = −εXTXΦ (4.3)

TX は物質場に作用する線形演算子である。このような変換則に従う物質場に対して、

次の共変微分を定義する。

DµΦ = ∂µΦ− V Xµ OXΦ (4.4)

V Xµ は変換 OX に対応するゲージ場である。（以前にコンパクトな内部対称性に対す

る共変微分は D
(G)
µ φ = (∂µ − iAaµTa)φ と定義していたが、ここでは虚数単位 i が現

れないような定義を用いる。）ゲージ場 V Xµ のゲージ変換則は物質場 Φ の共変微分
がゲージ変換のもとで Φ と同様に変換されること、すなわち、次の式が成り立つこ
とを要請して決定される。

δgauge(ε)(DµΦ) = −εXTXDµΦ (4.5)

この要請より、ゲージ場 V Xµ のゲージ変換性が次のように決まる。

δgauge(ε)V Xµ = εXOXV
Z
µ = DµεZ . (4.6)
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ただし、変換パラメータの共変微分は次のように定義される。

DµεX = ∂µε
X + εY V Xµ fXY

Z or (DεX)TX = (∂µεX)TX + [V Xµ TX , ε
Y TY ] (4.7)

中間の表式の第２項における εY と V Xµ の順序に注意しよう。このように書いておけ

ば添え字 X や Y が表す生成子の統計性に伴う符号を挿入しなくて済む。上で述べた

ように、ゲージ場の変換則 (4.6) においては、εXOX を「OX で変換して εX をかけ

る」と解釈できないので注意すること。

曲率テンソル（場の強さ）は、共変微分の交換関係を用いて次のように定義する。

[Dµ,Dν ]Φ = −RµνXOXΦ = Rµν
XTXΦ (4.8)

共変微分の定義式 (4.4) を用いれば（線形演算子を用いた表式と変換記号を用いた表
式のどちらを使っても）次の式が得られる。

Rµν
X = ∂µV

X
ν − ∂νV Xµ + V Yν V

X
µ fXY

Z . (4.9)

曲率テンソルのゲージ変換は、(4.8) の両辺を変換してみることにより

δgauge(ε)RµνZ = εYRµν
XfXY

Z (4.10)

と得られる。

恒等式 ([Dλ, [Dµ,Dν ]]Φ)[λµν] = 0 の内側の交換関係を (4.8) によって曲率テンソル
で置き換えれば、次のビアンキ項等式が得られる。

DλRµνX |[λµν] = 0. (4.11)

超重力理論を構成する上で、ゲージ変換とともに重要なのが一般座標変換である。

次の無限小一般座標変換を考えよう。

x′µ = xµ − εµ, (4.12)

この変換に伴う場の変換則を決定する際に、場が持つ大域座標の添え字についての

み適当な変換行列を作用させ、内部対称性については何も考慮しないような変換を

δ0
gc(εµ) と表すことにする。δ0

gc(εµ) はスカラー場に対して次のように作用する。

δ0
gcΦ = εµ∂µΦ. (4.13)

ゲージ場については、下付きのベクトル添え字を持つので、その添え字に対する変換

行列の作用を表す項が付け加わる。

δ0
gc(εµ)Vµ = ελ∂λVµ +

∂ελ

∂xµ
Vλ (4.14)
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δ0
gc 変換は、内部対称性についてのゲージ変換のもとで共変ではない。例えば (4.13)

に現れる微分は Φ が内部対称性のもとでどのような表現に属していても共変微分に
はならないし変換 (4.14) にはゲージポテンシャルがゲージ場の強さの形で含まれて
いない。一般座標変換の下での変分のゲージ共変性を明らかな形にするために、ゲー

ジ変換を組み合わせたゲージ共変な一般座標変換 δgc（0 を付けない）を次のように
定義する。

δgc(εµ) = δ0
gc(εµ)− δgauge(εκV Zκ ) = δ0

gc(εµ)− εκV Zκ OZ (4.15)

最後の表式の第２項は中間に与えた表式を書き換えたものであり、εκV Zκ を変換パラ

メータとする OZ 変換であることに注意。これは V Zκ をパラメータとする OZ 変換

を行った後に εκ を掛けたものとは一般には異なる。（例えば ∂λΦ を変換することを
考えてみると、前者は εκV Zκ 全体が微分の中に入るのに対して後者は V Zκ だけが微

分の内側に入り、εκ は微分の外側に残される。）

スカラー場およびゲージ場はこの変換の下で次のように変換される。

δgc(εµ)Φ = εµDµΦ,

δgc(εµ)V Zµ = εκRκµ
Z (4.16)

どちらも共変性が明らかな形をしている。

ゲージ変換の交換関係は次のように与えられる。

[δgauge(εX1 ), δgauge(εX2 )] = εY2 ε
X
1 fXY

ZOZ (4.17)

ゲージ変換と一般座標変換の交換関係は

[δgauge(εX), δ0
gc(ελ)] = δgauge(ελ∂λεX) (4.18)

これは次のものに一致する。

[δgauge(εX), δgauge(ελV Xλ )] = δgauge(ελ∂λεX) (4.19)

この交換関係を計算する際には、δgauge(εX) が変換 δgauge(ελV Xλ ) のパラメータに含
まれるゲージ場にも作用することに注意しなければならない。

一般座標変換とゲージ変換の交換関係は次のように与えられる。

[δgc(εµ), δgauge(εX)] = 0, (4.20)

[δgc(εµ1 ), δgc(εµ2 )] = δgc(εκ12)− εµ1 εν2RµνZOZ . (4.21)

ただし、εµ12 は次のように定義される。

εκ12 = ελ2∂λε
κ
1 − ελ1∂λεκ2 (4.22)
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4.2 代数の変形

大域的な場合にテンソル計算法を用いてどのように超対称多重項を構成するかにつ

いては以前に述べた。ここではこの構成法を超重力理論へ拡張することを考える。

テンソル計算法を超重力理論へ拡張するには、まず始めに超対称代数を局所化した

ゲージ理論を定義する。この段階ではゲージ化された超対称代数はそのままでは純粋

な内部対称性であるという点であって、例えば超対称代数に含まれる Pm 変換は時空

の並進とは無関係な変換である。

大域的超対称理論において、Pm 変換と時空の並進を関係付けるのは、初項に対し

て設定された変換則 (1.79) の第 1式 PmB = ∂mB である。超対称代数を用いれば、

任意の場に対してこの関係式が成り立つことが示され、Pm が全ての場に対して並進

演算子として作用することがわかる。

時空が曲がっている場合にも、局所的には Pm 変換は並進を引き起こす演算子であ

るとみなすことができると仮定すると、任意の場 Φ に対して次のように置くのが自
然であるように思われる。

emµ PmΦ = D′µΦ. (4.23)

D′µΦ は場 Φ に対して作用する内部対称性に対して定義された共変微分であるが、Pm
変換に対する共変化は考慮されていないものである。ここで、Pm も内部対称性だと

みなし、emµ を対応するゲージ場であるとみなせば、(4.23) は Pm 変換についての共

変化も含めた完全な共変微分Dµ = ∂µ− emµ Pm− · · · を用いて次のように表すことが
できる。

DµΦ = 0. (4.24)

あるいはこれは、Pm 変換についても共変化した一般座標変換のもとでの変分が 0 で
あると解釈することもできる。

δgcΦ = 0. (4.25)

(4.24) は物質場に対してのみ適用できる式であるが、(4.25) はゲージ場も含めた任
意の場に対して課される式であると解釈できる。物質場のなす超対称多重項について

は、初項に対して (4.24) を要請しておけば、Dµ が共変であるということから、その
ほかの成分も全て (4.24) を満足することが保障される。
しかし、これだけではまだ問題が残されている。(4.24) に対してもう一つ微分を作

用させ、交換関係をとると、次の式が得られる。

[Dµ,Dν ]Φ = −RXµνOXΦ = 0. (4.26)

ここで、OX はゲージ化した対称性の変換を表し、RXµν は対応する場の強さである。

これが任意の場の上で成り立つとすれば、RXµν = 0 が成り立つことになる。同様の式
はゲージ場に対して (4.25) を課すことによっても得られる。

δgc(εµ)V Xµ = ελRλµ
X = 0. (4.27)
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これも全ての曲率が 0 であることを要求している。
これらの問題は、内部対称性の変換則がそのまま変更を受けないとすればどうして

も逃れることができない。しかし、場の変換則をうまく変形することにより、一部の

曲率については 0 でない値が許されるようにすることができる。ここでは簡単な例
として、ポアンカレ代数のゲージ理論から出発し、ゲージ場の変換則を変形すること

で重力理論を構成することを考えてみよう。ポアンカレ代数は交換関係

[Mmn,Mpq] = Mmqηnp −Mmpηnq −Mnqηmp +Mnpηmq,

[Mmn, Pp] = Pmηnp − Pnηmp,
[Pm, Pn] = 0. (4.28)

を満足する生成子 Pm と Mmn を含む。これらに対応するゲージ場 emµ と ωµ
mn を

次のように導入する。

V Xµ OX = emµ Pm +
1
2
ωµ

mnMmn (4.29)

ゲージ場 eµ
m と ωµ

mn に対する共変な一般座標変換は (4.16) より次のように得ら
れる。

δgc(εκ)eµm = εκRκµ
m(P ),

δgc(εκ)ωµmn = εκRκµ
mn(M). (4.30)

この右辺を 0 にしたい。ひとつの選択肢は

Rκµ
m(P ) = Rκµ

mn(M) = 0 (4.31)

と置くことである。これらの拘束条件は明らかに全てのゲージ場の上で (4.25) が成
り立つことを保障する。しかしながらこの条件は重力の自由度を完全に取り去り、平

坦な背景時空を考えることを意味しているから、我々がほしいものではない。

我々が欲しい重力理論は、曲率テンソル R(M) の自由度が残り、また、スピン接
続 ωµ が eµ の複合場として与えられるようなものである。この条件を満足するため

に、Rµνm(P ) についてだけ以下の拘束条件を課すことを考えよう。

Rµν
m(P ) = 0. (4.32)

P に対する曲率テンソルは、捩率テンソルに他ならない。

Rµν
k(P ) = T kµν = D(ω)

µ eν
k −D(ω)

ν eµ
k (4.33)

従ってこの拘束条件を解くことにより ω を e の複合場として与えることができる。さ

らに、上記の拘束条件はゲージ不変ではない。R(P ) のゲージ変換則は

δgaugeRµν
m(P ) = Rµν

m
n(M)εn +Rµν

n(P )λnm, (4.34)
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となり、第２項は拘束条件により 0 になるが、第１項は R(M) を 0 とするような拘
束条件を置いていないために一般に 0 ではない。このことは、拘束条件を解いて得ら
れる複合場 ω = ω(e) のゲージ変換則はもとの独立場 ω のゲージ変換とは一致しな

いことを意味している。ω を e の複合場とみなしたときの e に対する変換則から誘

導される変換則を補正されたゲージ変換とよび δmod
gauge とよび、それともとの独立場

としての ω のゲージ変換 δgauge との差を δ′gauge としよう。

δmod
gauge = δgauge + δ′gauge (4.35)

ゲージ変換の補正 δ′gauge を実際に計算するには、拘束条件は修正されたゲージ変換

δmod
gauge で不変であるという事実を用いればよい。（これは定義より明らかである。）実

際に変換してみると、次の関係式が得られる。

0 = δgaugeRµν
m(P ) + δ′gaugeRµν

m(P ) = Rµν
mn(M)εn + δ′ωµmneνn − δ′ωνmneµn

(4.36)
これを解いて得られる変換則の補正は

δ′gaugeωµpq =
1
2

(−Rpqµn(M) +Rqµpn(M) +Rµpqn(M))εn

= εmem
νRνµpq(M) (4.37)

最後の形に変形するために捩率が (4.32) により 0 であることから従うビアンキ恒等
式を用いた。

こうして ω に対する変換則の補正が求められた。これは ω に対する（共変化され

た）一般座標変換にも次のように影響する。

δmod
gc (εκ)ωµmn = δgc(εκ)ωµmn − δ′gauge(eµemµ )ωµmn (4.38)

この右辺にもともとの一般座標変換 (4.30) とゲージ変換の補正 (4.37) を代入すると

δmod
gc (εκ)ωµmn = 0 (4.39)

が得られる。すなわち、拘束条件 (4.32) と、それによる ω の変換則の補正を考慮す

れば、条件式 (4.25) は満足される。
P 変換が拘束条件によって変形されたため、代数の構造も変化する。ω は e の複合

場として表されているから、e の上で交換関係を計算すれば十分である。その結果、

以下の交換関係を得る。

[Mmn,Mpq] = Mmqηnp −Mmpηnq −Mnqηmp +Mnpηmq,

[Mmn, P
mod
p ] = Pmod

m ηnp − Pmod
n ηmp,

[Pmod
p , Pmod

q ] = −1
2
Rpq

mnMmn. (4.40)
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(4.28) と比較すると、Pmod 同士の交換関係がもとの P 同士の交換関係と異なり、し

かも、構造定数は場の強さに依存している。

さらに、共変微分も補正されたゲージ変換を用いて

Dmod
µ = ∂µ − emµ Pmod

m − 1
2
ωµ

mnMmn (4.41)

を定義すれば、この共変微分の交換関係は

[Dmod
µ ,Dmod

ν ] = [Dµ,Dν ] +
1
2
emµ (P ′mων

pq)Mpq − 1
2
emµ (P ′mων

pq)Mpq +
1
2
emµ e

n
ν [P ′m, P

′
m]

= 0 (4.42)

となり、物質場に対して (4.24) の共変微分を Dmod
µ に置き換えた拘束条件

Dmod
µ Φ = 0 (4.43)

を課すことができる。こうして独立なゲージ場 emµ とその複合場である ωµ
pq によっ

て重力理論を構成し、さらに曲がった時空上の物質場を拘束条件 (4.43) を満足する
場として導入することができる。

以下では、同様の手続きを用いて、超重力理論を構成する。

4.3 超コンフォーマル代数

前節で行ったのと同様な方法で超重力理論を構成することができる。その際に超ポ

アンカレ代数を局所化して得られるゲージ理論から出発するのが自然なように思われ

る。しかしながら実際にやってみると、条件 (4.25) を実現するために導入した拘束
条件がグラビティーノの運動方程式を与えてしまい、off-shell の定式化を行うには都
合が悪い。そこで代数を拡大し、超コンフォーマル代数から出発することにする。代

数が拡大されたことのご利益がどこにあるのかは、実際に拘束条件を与えていく過程

で述べることにする。
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まずは出発点となる代数を与えておこう。

[Mmn,Mpq] = Mmqηnp −Mmpηnq −Mnqηmp +Mnpηmq,

[Mmn, Pp] = Pmηnp − Pnηmp,
[Mmn,Kp] = Kmηnp −Knηmp,

[Mmn, Qa] = −1
2

(γmn)abQb,

[Mmn, Sa] = −1
2

(γmn)abSb

[D,Pm] = Pm,

[D,Qa] =
1
2
Qa,

[D,Sa] = −1
2
Sa,

[D,Km] = −Km

[A,Qa] = −i(γ5)abQb,

[A,Sa] = i(γ5)abSb,

[Pm,Kn] = 2(Mmn + δmnD)

[Sa, Pm] = −(γm)abQb,

[Qa,Km] = −(γm)abSb,

{Qa, Qb} = −2(γm)abPm,

{Sa, Sb} = −2(γm)abKm

{Sa, Qb} = −(γmn)abMmn + 2CabD − 3i(γ5)abA (4.44)

それぞれの生成子に対するゲージ場と変換パラメータを次のように導入しよう。ス

ピノル添え字の位置とMmn 項の係数 1/2 に注意。

Vµ
XOX = eµ

mPm + ψµ
aQa +

1
2
ωµ

mnMmn + wµD + cµA+ φµ
aSa + fµ

mKm,

δgauge(εX) = εXOX = εmPm + ξaQa +
1
2
λmnMmn + σD + θA+ ζaSa + εmKfm(4.45)

曲率にはすべて R を用い、そのあとにカッコつきで対応する生成子を書くことで

成分を区別する。

Rµν
X = Rµν

k(P ), Rµνa(Q), Rµνpq(M), Rµν(D), Rµν(A), Rµνa(S), Rµνk(K)
(4.46)
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積 RXOX は (4.45) と同様に定義される。曲率を成分で書いたものを与えておこう。

Rµν
k(P ) = ∂µeν

k − ∂νeµk + ωµ
k
meν

m − ωνkmeµm

+wµeνk − wνeµk + 2ψµa(γk)abψνb,

Rµν
a(Q) = ∂µψν

a − ∂νψµa − 1
4
ωµpq(γpq)abψνb +

1
4
ωνpq(γpq)abψµb

+
1
2
wµψν

a − 1
2
wνψµ

a + icµ(γ5)abψνb − icν(γ5)abψµb

−φµbeνm(γm)ba + φν
beµ

m(γm)ba,

Rµν
mn(M) = ∂µων

mn − ∂νωµmn + [ωµ, ων ]mn

+2eµmfνn − 2eνmfµn − 2eµnfνm + 2eνnfµm

+2φµa(γmn)abψνb − 2φνa(γmn)abψµb,

Rµν(D) = ∂µwν − ∂νwµ + 2eµmfνm − 2eνmfµm

−2φµaCabψνb + 2φνaCabψµb,

Rµν(A) = ∂µcν − ∂νcµ + 3iφµa(γ5)abψνb − 3iφνa(γ5)abψµb,

Rµν
a(S) = ∂µφν

a − ∂νφµa − 1
4
ωµpq(γpq)abφνb +

1
4
ωνpq(γpq)bbφµb

−1
2
wµφν

a +
1
2
wνφµ

a − icµ(γ5)abφνb + icν(γ5)abφµb

−ψµbeνm(γm)ba + ψν
beµ

m(γm)ba,

Rµν
k(K) = ∂µfν

k − ∂νfµk + ωµ
k
mfν

m − ωνkmfµm

−wµfνk + wνfµ
k + 2φµa(γk)abφνb. (4.47)
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それぞれのゲージ場に対する変換則をまとめておこう。

δgaugeeµ
m = ∂µε

m + ωµ
m
nε
n + eµ

nλn
m + wµε

m − eµmσ + 2ψµa(γm)abξb,

δgaugeψµ
a = ∂µξ

a − 1
4
ωµ

pq(γpq)aaξb +
1
2
wµξ

a − icµξb(γ5)ba

+
1
4
ψµ

bλpq(γpq)ba − 1
2
ψµ

aσ + iψbµ(γ5)baθ

−φµβεm(γm)ba + eµ
mζb(γm)ba,

δgaugeωµ
pq = ∂µλ

pq + [ωµ, λ]pq + 2eµmεnK − 2eµnεmK − 2fµmεn + 2fµnεm

+2φµaξb(γpq)ab + 2ψµaζb(γpq)ab,

δgaugewµ = ∂µσ + 2eµmεKm − 2fµmεm − 2φµaξbCab + 2ψµaζbCab,

δgaugecµ = ∂µθ + 3iφµaξb(γ5)ab − 3iψµaζb(γ5)ab,

δgaugeφµ
a = ∂µζ

a − 1
4
ωµ

pq(γpq)abζb − 1
2
wµζ

a + icµζ
b(γ5)ba

+
1
4
φµ

bλpq(γpq)ba +
1
2
φµ

aσ − iφµb(γ5)baθ

−ψµbεmK(γm)ba + fµ
mξb(γm)ba,

δgaugefµ
m = ∂µε

m
K + ωµ

m
nε
n
K + fµ

nλn
m − wµεmK + fµ

mσ + 2φµa(γm)abζb.(4.48)

あとの計算では、MDA変換についての次の共変微分を定義しておくと便利である。

D(MDA)
µ eν

k = ∂µeν
k + ωµ

k
meν

m + wµeν
k

D(MDA)
µ ψν = ∂µψν +

1
4
ωµpqγ

pqψν +
1
2
wµψν − icµγ5ψν

D(MDA)
µ φν = ∂µφν +

1
4
ωµpqγ

pqφν − 1
2
wµφν + icµγ

5φν

D(MDA)
µ fν

k = ∂µfν
k + ωµ

k
mfν

m − wµfνk (4.49)

何も書かれていない共変微分 Dµ は、スピン接続項のみを含むものである。さらに、

次の反対称テンソルを定義しておく。

Tµν
k = Dµeν

k −Dνeµ
k, T (MDA)k

µν = D(MDA)
µ eν

k −D(MDA)
ν eµ

k, (4.50)

ψµν = Dµψν −Dνψµ, ψ(MDA)
µν = D(MDA)

µ ψν −D(MDA)
ν ψµ, (4.51)

φµν = Dµφν −Dνφµ, φ(MDA)
µν = D(MDA)

µ φν −D(MDA)
ν φµ, (4.52)

fµν
k = Dµfν

k −Dνfµ
k, f (MDA)k

µν = D(MDA)
µ fν

k −D(MDA)
ν fµ

k. (4.53)

この反対称テンソルを用いてMDA以外の曲率テンソルが次のように書ける。

Rµν
k(P ) = T (MDA)k

µν − 2(ψµγkψν),

Rµν(Q) = ψ(MDA)
µν − γµφν + γνφµ

Rµν(S) = φ(MDA)
µν − γµψν + γνψµ,

Rµν
k(K) = f (MDA)k

µν − 2(φµγkφν). (4.54)
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4.4 拘束条件と変換則の補正

前の節で導入した超コンフォーマル代数のゲージ対称性はこのままでは重力とは無

関係の内部対称性である。このゲージ理論を重力理論に変形するには、§4.2でポアン
カレ代数の場合に行ったように、拘束条件を用いて幾つかのゲージ場を複合場として

表し、それに伴うゲージ変換則の補正を決定し、これらを考慮した結果条件式 (4.25)
が満足されるようにしなければならない。どのような拘束条件を置き、どの場を複合

場として与えるかということはアプリオリには決まらず、試行錯誤が必要となるが、

ここでは一から全てを決めることはせず、うまく行くことがすでに分かっている [37]
以下の方針に従って拘束条件を決めていく。

• e, ψ, w, c を独立場とし、ω, φ, f をそれらの複合場として与える。

• 全ての場に対してM , D, A, S, K 変換は補正を受けない。すなわち、これから
与えられる拘束条件の組はこれらの変換のもとで不変である。

• Q 変換は複合場についてのみ補正を与える。この補正は拘束条件に対する Q 変

換より求められる。

• P 変換は Q 変換の交換関係によって定義する。すなわち

{Qmod
a , Qmod

b } = −2(γm)abPmod
m (4.55)

が成り立つとする。独立場の Q 変換は複合場を含む可能性があるため、このよ

うに定義された P 変換は独立場に対しても補正される可能性がある。

§4.2で説明したように、P 変換を一般座標変換関連付けるためには次の条件が全て
の場の上で成り立つ必要がある。

δgc(εµ) = 0 (4.56)

これが全ての場の上で成り立つことを要請する。

まずはゲージ場 emµ に対する条件 δgc(εµ)emµ = 0 について考えよう。上記の仮定を
用いると、emµ の上では Pm 変換も含む全てのゲージ変換が補正を受けないことがわ

かる。従って、一般座標変換 δgce
m
µ = ελRλµ

m(P ) も補正をうけない。従って (4.56)
を満足するには次の条件を置くことが必要である。

Rµν
m(P ) = 0 (4.57)

この拘束条件が最初に仮定したように MDASK 変換のもとで不変であることは直ち

に確認できる。(4.57) を解くことにより、ω を複合場として与えることができる。

ωκµν = ωκµν(e) + [ψµγκψν − ψνγµψκ − ψκγνψµ]− wµeνκ + wνeµκ (4.58)
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ω(e) は (2.10) に与えられた、emµ だけで書かれたスピン接続である。
拘束条件 (4.57) は Q 変換のもとで不変ではないので、ω の Q 変換は補正を受け

る。補正を決定するために、δmod
gauge が拘束条件を変化させないことを用いる。曲率テ

ンソルのゲージ変換則 (4.10) と曲率テンソルの具体形 (4.47) を用いれば次の関係式
を得る。

0 = δori
gaugeRµν

m(P ) + δ′gaugeRµν
m(P )

= 2Rµνa(Q)(γm)abξb + δ′gaugeωµ
k
meν

m − δ′gaugeων
k
meµ

m (4.59)

この式を δ′gaugeωλµν について解くと、

δ′gaugeωµpq = −Rpqa(Q)(γµ)abξb +Rqµ
a(Q)(γp)abξb +Rµp

a(Q)(γq)abξb (4.60)

ω の変換則が決定されたので、(4.55) を用いて ψµ の Pmod 変換を決定することが

できる。ψµa の上で Qmod 同士の交換関係を計算してみると、

[ξ1Qmod, ξ2Q
mod]ψaµ = 2(ξ1γmξ2)Pmψaµ

−1
8

(−γpqγkγµRpq(Q) + 2γpqγkγpRqµ(Q))(ξ1γkξ2)

+
1
16

(−γpqγklγµRpq(Q) + 2γpqγklγpRqµ(Q))(ξ1γklξ2)(4.61)

この式の右辺を 2(ξ1γmξ2)Pmod
m ψaµ と解釈したいのであるが、そのためには最後の行

の (ξ1γklξ2) を含む項は 0 でなければならない。そのための必要十分条件は、曲率テ
ンソル R(Q) が次の条件を満足することである。

(γm)abemµRµνb(Q) = 0 (4.62)

そこで、これを二番目の拘束条件として採用しよう。この拘束条件が最初に仮定した

ように MDASK 変換のもとで不変であることはすぐに示すことができる。
超共形代数ではなく、超ポアンカレ代数から出発した場合に問題が生じるのはこの

時点である。超ポアンカレ代数の場合、曲率 R(Q) はグラビティーノの場の強さであ
り、拘束条件 (4.62) はグラビティーノの運動方程式を与える。これは off-shell の定
式化を行ううえでは都合が悪い。一方超コンフォーマル代数の場合には R(Q) は Sa

変換に対応するゲージ場 φµ
a を代数的に含んでいるために、φµa を複合場として与

える式であると解釈することができる。（実際、拘束条件の成分の数は φµ
a の成分の

数に一致している。）φµ を複合場として与える式はあとで与えることにして、ψµ の

P 変換の補正の導出に戻ろう。拘束条件 (4.62) を用いると、(4.61) の三行目は消え、
2 行目も簡単な形にまとまり、ψµ に対する次の Pmod 変換を得る。

εkP ′kψµ = εkRkµ(Q) (4.63)
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同時に、(4.60) に与えた ω の Q 変換に対する補正も拘束条件 (4.62) を用いて次の
ように簡単な形に書き換えることができる。

ξaQ′aωµpq = −2(ξγµRpq(Q)) (4.64)

ψ に対する全てのゲージ変換が補正を含めて決定されたので、補正された一般座

標変換を与えることができる。実は P 変換の補正 (4.63) を考慮すると、次のように
(4.56) は成り立っていることが分かる。

δmod
gc ψµ = δgcψµ − ελemλ P ′mψµ = 0. (4.65)

さらに進む前に、ω に対する Q 変換則が補正 (4.64) を受けることに伴い R(M)
の共変化 R(c)(M) を導入しておこう。ω の変換則の補正 (4.64) の結果、曲率テンソ
ルの変換則も変化し、変換パラメータの微分が現れる可能性がある。例えば、δ′ を

Rµν
X に作用させると、その中の ∂µVν

X − ∂νVµX に作用したときに変換パラメータ
ξ の微分を含む項が現れる。

δ′RµνX = ∂µδ
′VνX − ∂νδ′VµX + · · · (4.66)

このことは δ′R(M) が ∂ξ を含んでしまうことを意味している。変換パラメータの微

分は、対応するゲージ場（この場合には ψ）の変換則中でだけ現れるのが望ましい。

そこで、変換則中に ξ の微分が現れない R(c)(M) を次のように定義する。

R(c)
µν
X = Rµν

X − ψaµQ′aVνX + ψaνQ
′
aVµ

X (4.67)

R(c)(M) は具体的に次のように与えられる。

R(c)
µνpq(M) = Rµνpq(M)− 2(Rpqa(Q)(γµ)abψνb −Rpqa(Q)(γν)abψµb) (4.68)

R(Q) に対する拘束条件のために、スカラー曲率に対しては R(c)(M) = R(M) が成
り立つ。

すでに述べたように、拘束条件 (4.62) を解くことによって φµ を複合場として与え

ることができる。

φν =
1
2
γµψ(MDA)

µν +
1
12
γνγ

ρσψ(MDA)
ρσ

=
1
2
γµψµν +

1
12
γνγ

ρσψρσ

+
1
4
γµ(wµψν − wνψµ) +

1
12
wργνγ

ρσψσ

− i
2
γµγ5(cµψν − cνψµ)− i

6
cργνγ

ρσγ5ψσ (4.69)
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しばしば次の式も有用である。

γνφν = −1
6
γµνψ(MDA)

µν

= −1
6
γµνψµν − 1

6
γµνwµψν +

i

3
γ5γ

µνcµψν (4.70)

拘束条件 (4.62) は Q 変換のもとで不変ではないために、φµ の Q 変換も補正を受

ける。この補正は R(Q) についての拘束条件 (4.62) に δmod
gauge を作用させて 0 になる

はずであるという式から求めることができる。R(Q) 中の ω に δ′ が作用して現れる

項も忘れないようにして拘束条件を変換してみると次の式を得る。

− 1
4
R(c)
µν
pq(M)γµγpqξ− 1

2
Rµν(D)γµξ−iRµν(A)γ5γµξ−γµγνδ′φµ+4δ′φν = 0 (4.71)

R(Q) を含む項は全て R(M) と組み合わされて R(c)(M) の形にまとまる。これを解
くことにより次の式を得る。

δ′φν =
1
8
γµγpqξR

(c)
µν
pq(M) +

1
48
γνγ

κλγpqξR
(c)
κλ
pq(M)

+
1
4
γµξRµν(D) +

1
24
γνγ

κλξRκλ(D)

+
i

2
γ5γµξRµν(A) +

i

12
γ5γνγ

κλξRκλ(A) (4.72)

さらに (4.72) は §4.6 で与える曲率テンソルについての恒等式を用いることによって
次の形に変形することができる。

δ′φν =
1
4
γqξR(c)

νq (M) +
i

2
γ5γµξRµν(A) +

i

12
γ5γνγ

κλξRκλ(A) (4.73)

φ の補正まで含めた Q 変換則が決定されたので、cµ および wµ の上で二回 Qmod

変換を行い P 変換に対する補正を計算することが可能となる。cµ については、補正

P ′ は次のように与えられる。

εmP ′mcµ = εqRqµ(A) (4.74)

これは丁度一般座標変換則を修正し、δmod
gc cµ = 0 を与える。一方 wµ の上で Qmod

変換を二回行って得られる P 変換の補正は

εmP ′mwµ = εq
[

1
2
R(c)
µq (M)− 1

6
εqµ

ρσRρσ(A)
]

(4.75)

であり、この補正を考慮した一般座標変換は次のように与えられる。

δmod
gc (ελ)wµ = εqRqµ(D)− εq

[
1
2
R(c)
µq (M)− 1

6
εqµ

ρσRρσ(A)
]
, (4.76)
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したがって δmod
gc wµ = 0 を成立させるために次の拘束条件を導入することが必要と

なる。
1
2
R(c)
µq (M)− 1

6
εqµ

ρσRρσ(A) = Rqµ(D). (4.77)

あるいは、あとで与える恒等式 (4.102) を用いることによって次のように書き換える
こともできる。

R(c)
qµ (M)− 1

3
εqµ

ρσRρσ(A) = 0. (4.78)

この拘束条件が MDAK 変換の元で不変であることはすぐに確かめることができる。
また、S 変換の元で不変であることも少し計算をすればチェックすることができる。

この式は Km 変換に対応するゲージ場 fµ
m を代数的に含んでおり、f をそれ以外

のゲージ場の複合場として表すのに用いることができる。

fν
q = −1

4
R

(c)(f=0)
νλ

qλ(M) +
1
24
eν
qR

(c)(f=0)
kl

kl(M) +
1
12
εν
qρσRρσ(A) (4.79)

ただし、R(c)(f=0)(M) は R(c)(M) の f 項を除いたものである。

拘束条件 (4.78) を用いると、φµa に対する Q 変換の補正 (4.73) は次の形にまで
整理することができる。

δ′φν =
i

6
γ5γκλγνξRκλ(A) (4.80)

これまでに導入した拘束条件によって、emµ、ψ
a
µ、cµ、wµ の上で δfull

gc = 0 が成り
立つことが保障される。また、これら以外のゲージ場 ω、φ、f は複合場として表さ

れる。したがって全ての場の上で δfull
gc = 0 が成り立つことが保障される。

ここまでは独立場についてのみ P 変換の補正を求めたので、複合場についての P

変換がどのように補正されるかを見ておこう。任意の独立場に対して δmod
gc V Xµ = 0

が成り立つということは、同じことが複合場についても成り立つはずである。すなわ

ち、次の式が成り立つ。

δmod
gc Vµ

X = δgcVµ
X − ελψaλQ′aVµX − ελemλ P ′mVµX = 0. (4.81)

従って、P ′ 変換が次のように与えられる。

P ′mVµ
X = eλm(RλµX − ψaλQ′aVµX)

= eλm(R(c)
λµ
X − ψaµQ′aVλX) (4.82)

二行目の表式を得るのに R
(c)
µν
X の定義式 (4.67) を用いた、

ここまでに得られた拘束条件をまとめておこう。

Rµν
m(P ) = 0,

γµRµν(Q) = 0,

R(c)
µν (M)− 1

3
εµν

ρσRρσ(A) = 0. (4.83)
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上記の拘束条件をおくことにより、ω、φ、f が複合場となり、Q 変換則に次の補正

がつく。

δ′ωµpq = −2(ξγµRpq(Q)),

δ′φν =
i

6
γ5γκλγνξRκλ(A)

δ′fνk = (· · · ) (4.84)

f の変換則の補正については、以下では用いないので省略した。

4.5 変形された代数

拘束条件の設定によって、Q 変換と P 変換は補正を受ける。これらの補正された

変換がどのような代数を満足するかをチェックするには、独立な場 emµ、ψ
a
µ、wµ、cµ

の上での代数を見れば十分である。

MDASK 変換については複合場も含め全ての場の変換則が変化しないから、代数
もそのままである。

Q 変換と MDASK 変換の交換関係について見てみよう。独立な場に対しては Q 変

換も MDASK 変換も補正が無いので、交換関係に対する補正項が現れる可能性があ
るのは、MDASK 変換をした結果現れる複合場に Q 変換が作用する場合である。し

かし、ゲージ変換則を見てみると、独立な場に対する MDASK 変換を行っても複合
場は現れない。したがって Q 変換と MDASK 変換の交換関係も補正される前と全く
同じ交換関係が成り立つ。

Q 変換同士の反交換関係については、補正された Q 変換同士の反交換関係を補正

された P 変換として定義したので、やはり交換関係は元の形がそのまま成り立つ。

Pmod 変換とそれ以外の変換の交換関係については、

δmod
P (ελemλ ) = δ0

gc(ελ)− δmod
gauge(ελV X

′
λ ) (4.85)

を用いて計算すれば、次の式を得る。

[δmod
P (εm), δmod

gauge(εX
′
)] = δgauge(εX

′
εmfPmX′

Z) + δgauge(εmδ′Q(εX
′
)V Z

′
m ) (4.86)

第 1項は補正される前のゲージ変換の代数と同じ形をしている。第二項は εX
′
が Q

変換を与える場合にのみ 0 でない項である。P と Q の交換関係はあとでしばしば用
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いるので、それを X と定義し、具体系を与えておこう。

Xma ≡[Pmod
m , Qmod

a ]

=δgauge(Q′aV
Z′
m )

=
1
2

(Q′aωm
pq)Mpq + (Q′aφ

β
m)Sβ + (Q′afm

p)Kp.

=− (γmRpq(Q))aMpq − i

6
Rκλ(A)(γ5γmγ

κλ)abSb + (Q′afm
p)Kp. (4.87)

Pmod 同士の交換関係も同様に計算すれば、次の交換関係を得る。

[Pmod
m , Pmod

n ] = −R(c)
mn

ZOZ . (4.88)

ここまでに得られた関係式を用いれば、次の関係式を示すのは簡単である。

[Dmod
µ , Dmod

ν ] = 0. (4.89)

この関係式は、物質場に対して、Pm 変換と時空の並進を関係付けるための拘束条件

Dmod
µ Φ = 0 を課すことができることを保障する。また、(4.87) を用いることで Dmod

µ

が代数が変形された後においても共変微分であること、すなわち

[Dmod
µ , εXOmod

X ] = 0. (4.90)

が成り立つことを示すことができる。この条件のおかげで、超対称多重項の初項に対

して拘束条件Dmod
µ Φ = 0 を課せば、それ以外の全ての成分場も自動的に拘束条件を

満足することが保障される。

4.6 曲率テンソルの関係式

拘束条件 (4.62) から従ういくつかの公式を与えておこう。次の式は γ 行列の交換

関係を用いて直ちに示すことができる。

γpqRpq(Q) = γpqγmRpq(Q) = γpqγmγnγkRpq(Q) = 0,

γpqγmγnRpq(Q) = −8Rmn(Q). (4.91)

また、次の式もしばしば用いられる。

R̃mn
a(Q) ≡ 1

2
εmn

pqRpq
a(Q) = i(γ5)abRmnb(Q) (4.92)

これを示すには、γµνργσRρσ(Q) = 0 を変形していき、εmnpq = iγ5γmnpq を用いれ

ばよい。また、(4.92) は以下の方法でも示すことができる。拘束条件 (4.62) は R(Q)
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の低スピン成分を落とすので、残った部分は (4, 1) または (1, 4) 表現に属するから、
3 階対称スピノル ψabc および ψabc を用いて次のように表すことができる。

Rpq
c(Q) = (γpq)abψ

abc, Rpq
c(Q) = (γpq)abψabc (4.93)

これを用いると

εmnpqRpq
c(Q) = (iγmnpqγpq)abψ

abc = −2i(γmn)abψ
abc = −2iRmnc(Q) (4.94)

を示すことができ、カイラリティが逆のもとあわせれば (4.92) を得る。
(4.92) を用いて示される次の式もしばしば用いられる。

γkRlµ(Q) + γlRµk(Q) + γµRkl(Q) = εklµpγqR̃
pq(Q) = −iεklµpγqγ5Rpq(Q) = 0

(4.95)
次に、R(P ) に対するものと R(Q) に対するものの二つの拘束条件を用いて得るこ
とができる R(M) に対する関係式について述べる。
ビアンキ恒等式 (4.11) から P 成分を取り出せば

0 = [e,R(M)] + [e,R(D)] + [ψ,R(Q)]

=
(
ek ∧Rkm(M)− em ∧R(D)− 2ψ ∧ γmR(Q)

)
Pm = 0 (4.96)

が得られる。一行目の右辺は e = emPm のように、変換記号と縮約を取って代数の

添え字をつぶしている。ただし、R(P ) に対する拘束条件を用いた。一方 (4.95) を用
いれば次の式を示すことができる。

ek ∧R(c)km(M) = ek ∧Rkm(M)− 2ψ ∧ γmR(Q) (4.97)

したがって、(4.96) は次のように書き換えられる。

R
(c)
µνλ

m(M)|[λµν] = emλ Rµν(D)|[λµν] (4.98)

ただし、· · · |[λµν] は 3 つの添え字に対しての反対称部分を表す。γ 行列の反対称積を
用いて次のようにも書ける。

γµνλR
(c)
µνλ

m(M) = γmµνRµν(D) (4.99)

この両辺に γm をかければ

− 2γµλR(c)
µλ(M)− γµνλmR(c)

µνλm(M) = 2γµνRµν(D) (4.100)

すなわち、次の二つの式が成り立つ。

R
(c)
[µνpq](M)|[µνpq] = 0, (4.101)

R(c)
µν (M)|[µν] = −Rµν(D). (4.102)

さらに、公式 (4.98) の添え字を適当に入れ替えてたし引きすることで次の式も示す
ことができる。

R(c)m
npq(M)|[npq] = Rnp(D)δmq |[npq] (4.103)
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4.7 物質場の導入

これまでに得られたゲージ場についての変換則は、ゲージ場の上で閉じた代数を

なす。物質場を導入する際には物質場の上でも同じ代数が成り立つことを要請する。

この要請を用いて、物質場の多重項の成分場および変換則を決定することができる。

以下ではゲージ変換は全て補正を考慮したものであるとし、‘mod’ は省略することに
する。

まず、ベクトル多重項を定義しよう。初項 B はスカラーであるとし、ワイルウェイ

トとカイラルウェイトを nD および nA とする。すなわち、次の式が成り立つとする。

DB = nDB, AB = inAB, MmnB = 0. (4.104)

大域的超対称性の場合と異なり、ここでの M 変換は局所ローレンツ変換であり、軌

道部分には作用しない。Pm 変換については、次の関係を要請する。

DµB = 0. (4.105)

この条件を初項について課すと、多重項中の全ての場が自動的にこの条件を満足する

ことは前節で述べた通りである。共変微分 Dµ の中から Pm 変換の部分のみを抜き出

すと、次のように書き換えることができる。

εµemµ PmB = δ
P\
gc(ελ)B ≡ εµD(c)

µ B. (4.106)

この式は共変微分の定義式でもある。すなわち、共変微分は次のように定義される。

D(c)
µ B = ∂µB − δgauge(V X

′
µ )B. (4.107)

さらに、B が初項であり、最低のワイルウェイトを持つことから次の条件を満足する。

SaB = KmB = 0. (4.108)

多重項の初項に課されるこの条件を初項条件と呼ぶことにする。SaB = 0 が成り
立てば、交換関係を用いることで KmB = 0 も示されるから、条件として課すのは
SaB = 0 だけでよい。
B と同じ超対称多重項に属する場はB に対して Q 変換を繰り返し行うことによっ

て得ることができる。これらをまとめて V (B) と表し大域的超対称理論の場合と同
様に (1.80) によって定義する。成分場D の定義については、次のように二通りに書

けることも大域的超対称理論の場合と同様である。

D =
1
8
QaQbQ

bQaB =
1
8
QbQaQ

aQbB (4.109)

この関係式は代数を用いて簡単に示すことができる。
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多重項の和や積などは、初項に対する和および積を用いて大域的超対称理論の場

合と同様に定義される。V (X1) と V (X2) のウェイトをそれぞれ (nD, nA) および
(n′D, n

′
A) とすれば V (X1X2) のウェイトはそれらの和 (nD + n′D, nA + n′A) である。

二つの表現の積 V (X1)V (X2) の成分場を、V (X1) と V (X2) の成分場を用いて表す
には、(4.108) による V (X1X2) の成分場の定義式に対して Q 変換のライプニッツ則

を適用すればよい。

成分場が (1.80) によって定義されると、代数を用いることで変換則が一意的に定
まる。Q 変換と S 変換を与えておこう。1まず、Q 変換は

δQB = (ξη),

δQηL = 2ξLC + ivmγ
mξR + γmξRD

(c)
m B,

δQC = (ξRγmD(c)
m ηL) + i(ξRλR),

δQvm = −i(ξγ5D(c)
m η) + (ξγmλ),

δQλL = iξLD − 1
2
γpqξLF

(c)
pq ,

δQD = i(ξγ5γmD(c)
m λ). (4.110)

S 変換は

δSB = 0,

δSη = (2nD + 3nAγ5)ζB,

δSC =
(

2− nD − 3nA
2

)
ζLηL,

δSC
∗ =

(
2− nD +

3nA
2

)
ζRηR,

δSvm = −i(nD + 1)(ζγ5γmη)− i3nA
2

(ζγmη),

δSλ = iγ5

[
Ĉ∗ − 1

2
(DmB + iγ5vm)γm

]
(2nD + 3nAγ5)ζ,

δSD = ζ

(
nD +

3
2
nAγ5

)(
2iγ5λ− γmD(c)

m η)
)
. (4.111)

超共変化された微分および F
(c)
mn は次のように与えられる。

D(c)
µ B = ∂µB − nDwµB − (ψµη),

D(c)
µ η = D(MDA)

µ η − 2ψµCR − 2iγ5ψµCI − iγ5v\ψµ − (D\ (c)
B)ψµ − 2nDφµB,

F (c)
mn = D(c)

m vn −D(c)
n vm − εmnpqD(c)pD(c)qB (4.112)

1nA = 0 の場合の式は NPB212(1983)413 の (2.4) に与えられている。
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上で与えた F
(c)
mn は次のように定義されるものである。

1
2

(γmn)abF
(+)
mn =

i

4
QaQcQ

cQbB|{ab},
1
2

(γmn)abF (−)
mn = − i

4
QaQcQ

cQbB|{ab}, (4.113)

この F
(c)
mn が (4.112) のように与えられることを示しておこう。まず、交換関係を繰

り返し用いることで次の式が得られる。

QaQcQ
cQbB =4PacP cbB − 2Pac[Qc, Qb]B

− 2(γm)ac{Xmc, Qb}B +QcQ
cQaQbB (4.114)

この式から a と b の対称部分を抜き出そう。第４項はこの対称化によって 0 になる。
第１項については

4P{acP cb}B = −2(γmn)ab[Pm, PnB]

= 2Rab
c(Q)QcB + 2Rab(A)AB + 2Rab(D)DB

= 2Rab
c(Q)QcB + 2Rab(A)

(
A+

2i
3
D

)
B (4.115)

ただし、

Rab
c(Q) = (γmn)abRmn

c(Q) (4.116)

のような記号を用いた。また、拘束条件から従う関係式

R(s)
µν(M) =

2
3
R̃µν(A) = −Rµν(D) (4.117)

を用いた。第２項には (4.87) を代入すると、

− 2(γm)ac{Xmc, Qb}B = 8(Rpq(Q))a[Mpq, Qb]B −
4i
3
Rκλ(A)(γκλ)ac{Sc, Qb}B

= −4Rb
c
a(Q)QcB − 4Rab(A)

(
A+

2i
3
D

)
B (4.118)

これは第１項の −2 倍である。これらをあわせると (4.112 が得られる。
初項を φ とするカイラル多重項 Σ[φ] はベクトル多重項の初項条件 (4.108) よりも

さらに強い次の条件を初項に課すことによって定義される。

Saφ = Saφ = Qaφ = 0 (4.119)

カイラル多重項の初項に対する条件 (4.119) をカイラル条件と呼ぶことにしよう。
φ がカイラル条件 (4.119) を満足するとき、その複素共役 φ∗ は次の条件を満足

する。

Saφ
∗ = Saφ

∗ = Qaφ
∗ = 0 (4.120)
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この条件を満足する初項より構成される多重項 V (φ∗) は反カイラル多重項と呼ばれ、
Σ(φ∗) のように表すことにする。
カイラル多重項 Σ(φ) に含まれる成分場は大域的超対称理論の場合と同様に (1.84)

によって定義する。φ のワイルウェイトとカイラルウェイトを nD および nA とすれ

ば、カイラル多重項の成分場はそれぞれ次のウェイトを持つ。

φ χL F

Weyl weight nD nD + 1/2 nD + 1
chiral weight nA nA − 1 nA − 2

(4.121)

カイラル多重項のウェイトと言った場合にはその成分場 φ のウェイトをさす。カイラ

ル条件 (4.119) より {Sa, Qb}φ = 0 であり、交換関係 (4.44) を用いると、次の関係式
を示すことができる。

nD =
3
2
nA. (4.122)

つまり、カイラル多重項のワイルウェイトとカイラルウェイトは独立に取ることはで

きない。

カイラル多重項は、複素ベクトル多重項において、成分場を次のように置いたもの

として与えられる。

B = φ, ηL = χL, C = F, vm = −iDmφ, ηR = C∗ = λL = λR = D = 0.
(4.123)

これを (4.110) および (4.111) に代入することにより、変換則が次のように得られる。
2まず Q 変換は

δQφ = ξLχL,

δQχL = 2ξLF + 2γm̂ξRD
(c)
m̂ φ,

δQF = ξRγ
m̂D

(c)
m̂ χL. (4.124)

S 変換は

δSφ = 0,

δSχL = 6nAζLφ,

δSF = (2− 3nA)(ζLχL). (4.125)

S 変換を二回繰り返してみると、カイラル多重項には K 変換は作用しないことが

わかる。

δKφ = δKχL = δKF = 0 (4.126)

2NPB212(1983)413 の (2.2) に対応
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共変化された微分は次のように与えられる。

D(c)
µ φ = ∂µφ− nDwµφ− inAcµφ− ψLµχL,

D(c)
µ χL = ∂µχL +

1
4
ωµ

pqγpqχL − 2ψLµF − 2γλψRµD
(c)
λ φ

−
(

3
2
nA +

1
2

)
wµχL − i(nA − 1)cµχL − 6nAφLµφ (4.127)

4.8 超対称不変な作用積分

大域的な超対称性をもつ理論においては、カイラル多重項の F 成分は、超対称変

換が全微分項のみを含むため、その積分を超対称不変なラグランジアンとして用いる

ことができた。超共形重力理論においても同様の方法でラグランジアンを作ることが

できる。ただし、単に

L0 = eF (4.128)

では完全な全微分項にはならないので、ネーター処方を用いて補正項を加えていくこ

とにする。

(4.128) が D と A で不変であるためには、F はワイルウェイト nD = 4、カイラ
ルウェイト nA = 0 を持つ必要がある。このときカイラル多重項のウェイト（すなわ
ち φ 成分のウェイト）は

nD = 3, nA = 2 (4.129)

でなければならない。(4.128) が任意の変換のもとで不変であることを示すには、Q
変換と S 変換で不変であることを示せば十分である。実際に変換を行い、ネーター

処方によって補正項を付け加えていくという操作を行うと、次の超対称不変な作用を

得ることができる。3

L = [Φ]F = eF + e(ψµRγµχL) + 2e(ψµRγµνψνR)φ (4.130)

これは、ウェイト条件 (4.129) を満足する任意のカイラル多重項から不変作用（F 項
ラグランジアン）を与える公式である。

カイラル多重項の運動項を与えるためには、もう一つ、D項ラグランジアンを定義
する必要がある。そのために、超場形式におけるカイラル射影演算子に相当するもの

を構成しよう。カイラル射影演算子は、任意の超場が与えられたときに、そこからカ

イラル多重項を抜き出すような演算子であった。それは反カイラル共変微分 Da を二

回超場に作用させることによって得られた。それに対応するものとして、複素ベクト

3NPB212 (1983) 413 の (2.3)
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ル多重項の初項 B に対して、Qa 変換を二回作用させたものを考えよう。QaQaB が

カイラル条件を満足するかどうか確かめてみると、次の式が成り立つことがわかる。

QaQbQ
bX = 0, (4.131)

SaQbQ
bX = 0, (4.132)

SaQbQ
bX = 8

(
1− 1

2
nD +

3
4
nA

)
QaX (4.133)

したがって、もし X のウェイトが

1− 1
2
nD +

3
4
nA = 0 (4.134)

を満足すれば、QbQbX はカイラル条件 (4.119) を満足する。したがってこれを初項と
してカイラル多重項を構成することができる。これは運動多重項（kinetic multiplet）
と呼び、T (V ) と表す。任意のウェイトを持つスカラー超場を V とし、(1/4)QaQaB
を初項とする運動多重項の成分場は次のように与えられる。（ただし、これがカイラ

ル多重項になるためには、ウェイトが条件 (4.134) を満足しているはずがある。）

φ =
1
4
QbQ

bB = C∗,

χα =
1
4
QaQbQ

bB = (γmD(c)
m ηR)a − iλa,

F =
1
16
QaQ

aQbQ
bB =

1
2
D(c)
m (D(c)mB − ivm) +

1
2
D (4.135)

カイラル多重項 Φ = Σ(φ) のウェイトが (nD, nA) = (1, 2/3) のとき、初項の複素
共役 φ∗ はウェイト (nD, nA) = (1,−2/3) を持ち、条件 (4.134) が満足されるから、
運動多重項

T (Φ∗) = Σ(F ∗) = Σ(
1
4
QaQ

aφ∗) (4.136)

を定義することができる。運動多重項は定義できるのは、反カイラル多重項について

だけではない。一般のベクトル多重項に対しても、ウェイトが (4.134) を満足してい
れば運動多重項を定義することができる。また、一般のベクトル多重項 V = V (B)
とカイラル多重項 Φ = Σ(φ) の積 ΦV の運動多重項を定義すると、

T (ΦV ) = Σ(
1
4
QaQ

a(φB)) = Σ(
1
4
φQaQ

aB) = ΦT (V ) (4.137)

となる。すなわち、カイラル多重項は T (∗) の外に出すことができる。
反カイラル多重項に対する運動多重項 T (Φ∗) の成分場をもとの多重項 Φ の成分場
で表しておこう。ΦK = T (Φ∗) とし、その成分場を (φK , χK , FK) とおく。運動多重
項の定義より次の式を得る。

φK = F ∗,

χwK = −(γµ)abD(c)
µ χb,

FK = D(c)
m D(c)mφ∗ (4.138)
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上で与えられた運動カイラル多重項を用いれば、ウェイト nD = 2, nA = 0 を持つ
一般の多重項 V を用いてD 項ラグランジアンを次のように定義することができる。

[V ]D = 2[T (V )]F

=
∫
d4xe

[
D − 1

3
R(ω)
mn

mnB +
2
3

(ψmγmnpψ(MDA)
np )B

+i(ψmγ5γ
mλ)− i(ψmγ5γ

mnkψn)vk

+
1
3

(ψ(MDA)
mn γmnη)− (ψmγ5γ

mnkψn)(ψkγ5η)
]

(4.139)

この式は (4.130) に対してベクトル多重項から作った運動多重項の成分場 (4.135) を
代入し、部分積分を行って変形することにより得られる。これは、超対称性が大域的

な場合の式 (1.60) に対応するものである。2[T (V )]F という表式は、実であるかどう
かが明らかではないが、上記のように変形することで（表面項を除き）実であること

が確認できる。

4.9 ゲージ多重項

大域的超対称理論の場合に、ゲージ場に結合したカイラル超場には二つの定義の仕

方があった。一つは超空間上のベクトルポテンシャルに結合したカノニカルなカイラ

ル超場 Φ̃ を用いる方法で、もう一つはプレポテンシャルに結合した正則なカイラル
超場 Φ を用いる方法である。テンソル計算法では、超空間上のベクトルポテンシャ
ルに相当するものをどのように導入すべきか明らかではないので、ここでは正則なカ

イラル超場に相当するカイラル多重項とプレポテンシャルを用いる方法でゲージ多重

項を導入しよう。ここでは話を簡単にするために線形なゲージ変換のみを扱うことに

する。

カイラル多重項 Φ に対する次のゲージ変換を考えよう。

Φ→ Φ′ = eΛΦ. (4.140)

ただし、変換パラメータ Λ もカイラル多重項であり、全ての成分場は複素化された
ゲージ群の代数に値をとるものである。Λ のウェイトは 0 である。

Φ∗ から構成される運動多重項を ΦK としよう。運動項 [ΦKΦ] が (4.140) の元で
不変であるためには、ΦK は次のように変換される必要がある。

ΦK → Φ′K = ΦKe−Λ. (4.141)

しかしながら、§4.8で定義された運動多重項 T (Φ∗)はこの条件を満足しない。(4.140)
のもとで共変に振舞う運動多重項を定義するには、プレポテンシャル V をウェイト
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が 0 の実ベクトル多重項として導入し、これが (4.140) のもとで次のように変換され
るとする。

e−2V → e−2V ′ = e−Λ†e−2V e−Λ. (4.142)

これを用いると、(4.141) のように変換されるゲージ共変な運動多重項を次のように
定義することができる。

ΦK = T (e−2V Φ∗) (4.143)

このように、ゲージ場の役割をするウェイトが 0 のベクトル多重項 V はゲージ多重

項と呼ばれる。

ゲージ変換 (4.142) を用いると、次の Wess-Zumino ゲージを取ることができるこ
とは大域的超対称理論の場合と同様である。

B = QaB = QaQ
aB = QaQ

aB = 0. (4.144)

V がウェイト 0 の実ベクトル多重項であるとき、その成分場 vm はワイルウェイ

ト 1 を持つ。したがって vµ = eµ
mvm のワイルウェイトは 0 であり、これをゲージ

場と解釈することができそうである。そこで、変換パラメータのカイラル多重項を

Λ = Σ(φΛ) = (φΛ, χΛ, FΛ) として (4.142) の変換則がどのようにベクトル場 vm を変

換するかを見てみよう。ゲージ変換 (4.142) のもとでの、V の変換則は大域的超対称
理論の場合と全く同じ式 (1.140) で与えられる。Wess-Zumino ゲージを保つような
変換のみに注目すれば Λ = Σ(φΛ) = (φΛ = iε, 0, 0) だけが許されて、成分場のゲー
ジ変換が次のように与えられる。

δgaugevm = ∂mε− i[vm, ε],
δgaugeλ = −i[λ, ε],
δgaugeD = −i[D, ε]. (4.145)

従って、ベクトル場 vµ = eµ
mvm は次のように通常のゲージ変換性を持つことがわ

かる。

δgaugevµ = ∂µε− i[vµ, ε] (4.146)

Wess-Zumino ゲージにおける Q 変換は次のように与えられる。

δQB = 0,

δQη = iγ5v\ξ,
δQC = −i(ξRγµv\ψRµ) + iξRλR,

δQvµ = (ξγµλ),

δQλ = iγ5ξD − 1
2
γpqξF (c)

pq ,

δQD = i(ξγ5γmD(c)
m λ). (4.147)
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Wess-Zumino ゲージにおける S 変換は全て 0 である。

δSB = 0,

δSη = 0,

δSC = 0,

δSvµ = 0,

δSλ = 0,

δSD = 0. (4.148)

λ の変換則にあらわれる F
(c)
mn は nD = 0 のときに具体的に成分場を用いて次のよ

うに表される。

F (c)
mn = eµme

ν
n(∂µvν − ∂νvµ)− (ψmγnλ) + (ψnγmλ) (4.149)

あとで用いるので、この反対称テンソル場の超対称変換を与えておこう。

δQFmn = (ξγnD(c)
m λ)− [mn] (4.150)

Q 変換を行うと、Wess-Zumino ゲージは破れるので、ゲージを回復するために次
の変換パラメータによるゲージ変換を行う必要がある。

φΛ = 0,

χΛL = −2iv\ξR,
FΛ = 2i(ξRγmv\ψRm)− 2i(ξRλR) (4.151)

このゲージの取り直しは成分場 (vµ, λ,D) に対して次のように作用する。

δ′vµ = 0,

δ′λL = iγµνξL[vµ, vν ],

δ′D = ξγ5γ
µ[vµ, λ]− 1

2
(ψλγ5γ

µνγλξ)[vρ, vσ]. (4.152)

これらは変換則中の微分項をゲージ対称性のもとで共変な微分に置き換える役割を果

たす。delta′D の第 2項は大域的超対称理論の場合にはなかった項である。この項は
D の変換則中の超共変微分 D

(c)
µ λに含まれる F

(c)
µν をゲージ共変にする役割を果たす。

λL = (i/4)QbQbQLB の変換則 (4.147) と (4.148) を見てみると、λα はカイラル条
件 (4.119) を満足していることがわかる。すなわち

Qaλb = Saλb = Saλb = 0 (4.153)

が成り立つ。（これは Wess-Zumino ゲージ以外でも一般的に成り立つ。）実際 λa は

ワイルウェイト 3/2、カイラルウェイト 1 を持ち、ウェイトに対する条件 (4.122) も
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満足している。そこで、λb で始まるカイラル多重項を定義することができる。ただ

し非アーベル群の場合には、ゲージ共変性を尊重するために初項 λ の定義を

λL = − i
8
QbQ

b(e2BQLe
−2B) (4.154)

とする必要がある。これは Wess-Zumino ゲージは上で定義した λ に一致するが、そ

こから定義したカイラル多重項の成分場は異なることに注意。Wβ = Σ(λβ) を定義し
よう。λβ 以外の成分場は (1.84) に従って定義され、次のように与えられる。

φ[Wb] = λb

χa[Wb] = Qaλb = −iCbaD +
1
2

(γpq)baF
(c)
pq −

i

2
(γµν)ba[vµ, vν ],

F [WL] =
1
4
QaQ

aλL = γmD(c)
m λR − iγµ[vµ, λR]− i

2
γµγρσψRµ[vρ, vσ](4.155)

このように、Wa の成分場はゲージ共変であり特に場の強さ F
(c)
µν を含んでいる。

電荷をもつカイラル多重項についてもゲージの取り直しの影響を与えておこう。ゲー

ジの取り直しの操作まで含めた超対称変換を δWZ とすると、ゲージ場に結合したカ

イラル多重項に対して次のように作用する。

δWZφ = ξLχL,

δWZχL = 2ξLF + 2γµξRD (c)
µ φ,

δWZF = ξRγ
µD (c)

µ χL − 2iξRλRφ (4.156)

ただし、D
(c)
µ はゲージ対称性についても共変化した微分で、次のように定義される。

D (c)
µ φ = D(c)

µ φ− i[vµ, φ], (4.157)

D (c)
µ χL = D(c)

µ χL − i[vµ, χL] + 2iv\ψRµφ (4.158)

D
(c)
µ χb の定義の最後の項は、D

(c)
µ χb に含まれる D

(c)
µ φ を D

(c)
µ φ に置き換える役割

を果たす。S 変換については Wess-Zumino ゲージを破らないから、Q 変換の時のよ
うなゲージの取り直しをする必要はない。

ワイルウェイト nD = 1 を持つカイラル多重項から作られるゲージ共変な運動多重
項 T (Φ†e−2V ) の Wess-Zumino ゲージにおいての成分は次のように与えられる。

φG = F †, (4.159)

χGL = (γµ)D (c)
µ χR, (4.160)

FG = D
(c)
m̂ D(c)m̂φ† + i(χRλR)− φ†D (4.161)

4.10 超共形重力理論

ウェイトが (nD, nA) = (2, 0) の実ベクトル多重項か (nD, nA) = (3, 2) のカイラル
多重項があれば、局所的超共形変換のもとで不変な作用を構成することができる。
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まず、物質場を導入せずに、重力多重項のみからなる超共形重力理論を構成しよう。

カイラル多重項を構成するためには、カイラル条件を満足するような場を見つける必

要がある。重力多重項に含まれる場の中では、Rm̂n̂a(Q) がこの条件を満足する。こ
の場はローレンツ群の表現 (3/2, 0) に属し、ワイルウェイト、カイラルウェイトはそ
れぞれ nD = 3/2、nA = 1 である。これらはカイラル多重項の初項としての条件を満
足している。

S 変換が 0 になることは、曲率テンソルのゲージ変換則と拘束条件 R(P ) = 0 よ
りすぐにわかる。また、Qa 変換が 0 であることも示すことができる。

δmod
Q (ξb)Rmna = 0 (4.162)

以上より、重力多重項のみを含むカイラル多重項

Σ(Rmna(Q)) (4.163)

が定義できる。

F 項ラグランジアンを構成するにはウェイトがちょうどΣ(Rmna(Q)) の倍であれ
ばよい。従って、次のようにラグランジアンを構成することができる。

L = Re[Σ(Rmna(Q)Rmna(Q))]F (4.164)

ここでは、このラグランジアンのボゾン部分を決定しよう。

L = Re
[e

4
QaQ

a(Rmnb(Q)Rmnb(Q))
]

+ · · ·

= −e
2

Re
[
(QaRmnb(Q))(QaRmnb(Q))

]
+ · · · (4.165)

Rmn
a(Q) の Qa 変換は次のように与えられる。

Qmod
a Rmnb(Q) = −1

4
(γpq)abR

(c)
mn

pq(M) +
3
2
Cab

[
R(c)
mn(M) +

i

2
εmn

pqR(c)
pq (M)

]

(4.166)
これを用いると、上記作用のボゾン部分が次のように決定される。

L = −e
8
R(ω)
mnpqR

(ω)mnpq − 9e
2
R(ω)
mnR

(ω)mn + · · · (4.167)

このように、純粋に重力多重項のみを含む超共形重力理論は高階微分を含む理論で

ある。

重力に結合した超コンフォーマル対称性を持つカイラル多重項の理論のラグランジ

アンを構成しよう。ここでは最も簡単な、カイラル多重項が一つだけの場合を考える。

もし Φ のワイルウェイトが 0 であると、ラグランジアンを構成するためのウェイト
についての条件を満足することができない。従って Φ のウェイトは 0 でない値にす
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る必要がある。0 でなければ何乗かすることによってどんなウェイトの場も構成する
ことができるので、どのようなウェイトをとっても良いが、ここではウェイト

nD = 1, nA =
2
3

(4.168)

であるようなカイラル多重項 Φ を含む理論を考えよう。V = Φ∗Φ はワイルウェイト
2 を持つ実スカラー超場であるから、D項作用 (1/2)[V ]D を与えることができる。V
の成分場が

V = Φ∗Φ,

B = φ∗φ,

η = φ̂∗χ,

C = φ∗F,

C∗ = φF ∗,

vm = iD(c)
m φ∗φ− iφ∗D(c)

m φ− i

4
(χγ5γmχ),

λ = iγ5F̂
∗χ+ iγ5(D(c)

m φ̂)γmχ,

D = 2F ∗F − 2D(c)
m φ∗D(c)mφ− 1

2
(χγmD(c)

m χ). (4.169)

と与えられることを用いると、D項作用は次のように与えられる。

1
2

[Φ∗Φ]Conformal
D

=
∫
d4xe

[
F ∗F −D(c)

m φ∗D(c)mφ− 1
6
R(ω)
mn

mnφ∗φ+ fermion terms
]

(4.170)

上記のラグランジアンは、よく知られたスカラー曲率とスカラー場の共形結合項

−(1/6)Rφφ∗ を含んでいる。
超共変性を破らないもう一つのラグランジアンは

L = [Φ3]F = e

(
3φ2F − 3

2
φ(χLχL)

)
+ 3e(ψRµγµχL)φ2 + 2e(ψRµγµνψRν)φ3

(4.171)
ゲージ場の運動項を与える F 項ラグランジアンが成分場を用いて次のように与え

られる。

− 1
2

[WLWL]Conformal
F

= −e
4
F

(c)
p̂q̂ F

(c)p̂q̂ − ie

8
εp̂q̂r̂ŝF

(c)
p̂q̂ F

(c)
r̂ŝ − eλLγm̂D(c)

m̂ λR +
e

2
D2

− 2ieD(ψRµγµλL)− e

2
(ψRµγµγp̂q̂λL)F (c)

p̂q̂ − 2e(ψRµγµνψRν)(λLλL) (4.172)

正確にはさらにこの実部をとる必要がある。
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4.11 大域的共形対称性

平坦な時空上での大域的な超コンフォーマル変換がどのように与えられるかを見て

おこう。大域的な超コンフォーマル変換は、重力多重項に属する背景場を全て不変に

保つような変換として定義される。ここでは背景時空を次のように置く。

ηµ
m = δmµ , ψµ

a = ωµ
mn = wµ = cµ = φµ

a = fµ
m = 0. (4.173)

このとき、曲率テンソルは全て 0 であり、確かに拘束条件を満足している。平坦な時
空ではなく、より一般の曲がった時空に対しても、それらが拘束条件を満足すれば以

下で述べる方法で大域的変換を定義することができるが、その場合には超共形代数の

の全ての生成子が大域的対称性として実現されるとは限らない。

これらのゲージ場を変化させないような変換として大域的な超共系変換を定義する

ことができる。ここでは Q 変換および S 変換に注目しよう。これら以外の変換につ

いては、これらの変換の（反）交換関係を用いることで生成することができる。

フェルミオンが全て 0 であるから、QS 変換によるボゾン的な場の変換が 0 である
ことは明らかである。また、φµ は拘束条件によって複合場として書かれているから、

グラビティーノが不変であることを要求すれば十分である。背景時空は平坦であり、

スピン接続が 0 であるから、共変微分は単なる微分になる。したがってグラビティー
ノの変換が 0 になるべしという条件は

δQ,Sψm = ∂mξ − γmζ = 0. (4.174)

と与えられる。この式を用いて ζ が次の関係式を満足することが示される。（γ[m∂n]ζ =
−∂[m∂n]ξ = 0 とすればよい。）

γ[m∂n]ζ = 0. (4.175)

ここで、任意のスピノルベクトル Sm に対して γ[mSn] = 0 という条件は Sm = 0 で
あることを表すということを用いれば、(4.175) は ∂mζ = 0 を意味し、ζ は定数スピ
ノルである。これを ζ0 と置こう。あとは (4.174) を積分すれば ξ を決めることがで

きる。一般解は次のように与えられる。

ξ = ξ0 + xmγmζ0, ζ = ζ0. (4.176)

定数スピノル ξ0 および ζ0 は大域的超コンフォーマル変換のパラメータと解釈され

るものであり、

δglobal = ξa0Q
global
a + ζa0S

global
a = ξaQa + ζaSa (4.177)

によって大域的変換 Qglobal と Sglobal を定義することができる。この式に (4.176) を
代入すれば

Qglobal
a = Qa, Sglobal

a = Sa − xm(γm)abQb (4.178)
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が得られる。Sglobal の式には座標 xm が含まれているが、これを場の微分に作用さ

せる場合には xm は微分の内側に入ることに注意すること。例えば、フェルミオンに

対して δSδQψ のような変換を行うことを考えると、はじめの Q 変換によって ∂φ が

得られるが、二回目の変換は ∂(δSφ) のように微分の内側の φ を δSφ で置き換える。

従って座標 xm にも微分が作用する。

これらの変換の交換関係から、大域的な PMDAK 変換を次のように読み取るこ

とができる。

P global
m = Pm,

Mglobal
pq = Mpq − (xpPq − xqPp),

Dglobal = D + xmPm,

Aglobal = A,

Kglobal
m = Km − 2xkMkm − 2xmD − (2xnxm − xkxkηmn)Pn. (4.179)

4.12 ポアンカレ超重力理論

これまで、局所的超共形対称性を持つ共形超重力理論について考えてきた。しかし、

多くの場合、我々がほしいのは超ポアンカレ対称性を持つ超重力理論である。超共形

対称性をもつ理論から、超ポアンカレ対称性のみを持つ理論を得るには、余分な対称

性のもとで非自明に変換される場（補正場、compensator）を導入し、その場に対し
て適当なゲージ固定条件を課せばよい。ゲージ固定を行う方法にはいろいろあり、異

なる補助場を持つ超重力理論を与える。[38] ここでは、§3で得られた、極小な補助場
の組（一つの複素スカラー場と一つのベクトル場）を与える方法について述べる。

そのために、カイラル多重項を一つ用意する。ウェイトは 0 でなければ何でもよい
が、ここでは nD = 1、nA = 2/3 と取っておくことにする。

Φcomp = (φcomp, χcomp, Fcomp) (4.180)

そしてこの成分と、ゲージ場 wµ に対して次の条件を課すことによってゲージを固定

する。

φcomp = 1, χcomp = 0, wµ = 0. (4.181)

ゲージ固定条件 (4.181)でゲージ変換がどのように固定されているかを見るために、
固定されている場に対するゲージ変換を見てみよう。スカラー場 φcomp のゲージ変

換は

δφcomp = σ +
2i
3
θ (4.182)

である。したがって、δφcomp = 0 は σ = θ = 0 を意味し、この条件によって A およ

び D のゲージ変換が完全に固定されている。
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次に、フェルミオン χcomp について見てみよう。(4.181) が成り立つとき、χcomp

の変換則は

δχcomp = 2F̂compξ − 4i
3
cµγ5γ

µξ + 4ζ, (4.183)

ゲージ固定条件から従う式 δχcomp = 0 を、ζ をそのほかの変換パラメータを用いて
与える式とみなすと、S 変換を単独で行う自由度は完全に固定されていることがわか

る。また、ゲージ固定条件を保つために Q 変換と同時に次のパラメータによる S 変

換を行うことが必要である。

ζ = −1
2
F̂compξ +

i

3
cµγ5γ

µξ (4.184)

さらに w のゲージ変換は、まだ残っているゲージ変換に対しては

δwµ = 2(φµξ) + 2(ψµζ) + 2εKµ (4.185)

従って、ゲージ固定条件 δwµ = 0 を保つためには、Q 変換と同時に次の K 変換を

行う必要がある。

εKµ = −(φµξ)− (ψµζ) (4.186)

まとめると、ポアンカレ超重力理論の超対称変換はコンフォーマル超重力理論におけ

る次の変換に対応している。

δ(P ) = δQ +
(
−1

2
(F̂compξ)a − i

3
cµξb(γ5γµ)ba

)
Sa

+
(
−(ξφm) +

1
2

(ξF̂compψ
m)− i

3
cµ(ξγ5γµψm)

)
Km (4.187)

上記のゲージ固定の結果、固定されずに残っている独立な場は

eµ
m, ψµ, cµ, Fcomp (4.188)

である。これらは、以前超場形式でビアンキ恒等式と拘束条件を解いて得られた場

と自由度が丁度一致する。実は、超場形式で現れた補助場 c
(sf)
µ およびM は超コン

フォーマル重力理論のゲージ場 c
(sc)
µ と補正場多重項の補助場 Fcomp と次のように関

係している。

Fcomp = M∗, c(sc)
µ = c(sf)µ . (4.189)

（ここでは二つの cµ を区別するために添え字を付けた。）

変換 (4.187) を重力多重項に含まれる場に対して適用すると、次の超対称変換則を
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得る。

δ(P )eµ
m = 2(ξγmψµ),

δ(P )ψLµ = D(ω)
µ ξL − i

6
cλ(γµγλ + 3γλγµ)ξL +

1
2
γµξRF

∗
comp,

δ(P )Fcomp = −2(ξRγµψLµ)Fcomp +
4i
3
cµ(ξRψRµ) +

2
3

(ξRγµνψRµν),

δ(P )cµ = −i(ξγ5γ
ρψρµ)− i

4
(ξγ5γµ

ρσψρσ)− 3i
2

(ψµγ5F̂compξ)

+2cρ(ξγρψµ)− cµ(ξγρψρ) +
1
2
cρ(ξγµρσψσ). (4.190)

これらは、第 3章で与えた変換則に完全に一致する。ただし、比較する際には上に変
換則を与えたゲージ場 cµ の添え字は大域座標のものであることに注意しよう。以前

に与えた cm の変換則 (3.109) と比較する場合には eµ
m の変換による差があること

に注意しなければならない。

(4.124) と (4.125) に与えられているカイラル多重項の変換則を用いればカイラル
多重項の成分場の超対称変換は次のように与えられる。

δ(P )φ = ξaχa,

δ(P )χa = 2ξaF + 2(γm)abξbD(P )
m φ− 3nAξaFcompφ,

δ(P )F = ξa(γm)ab
(
D(P )
m χb +

i

3
cmχb

)
− ξaχaFcomp +

3nA
2
ξaχaFcomp

+nAφξa(γm̂)ab
(−3ψmbFcomp − 2i(γλ)b

cψmccλ − 6φmb
)

(4.191)

ただし、上記の超対称変換則に対応した超共変化を

D(P )
µ = ∂µ − δM (ωµmn)− δ(P )

Q (ψµ) (4.192)

によって定義した。カイラル多重項の成分場 φ と χ に対しては次のように作用する。

D(P )
µ φ = ∂µφ− ψaµχa,

D(P )
µ χL = ∂µχL +

1
4
ωµ

pqγpqχL

−2ψLµF − 2γλψRµD
(P )
λ φ+ 3nAψLµFcompφ, (4.193)

これらは nA = 0 の場合には前の章で超場形式を用いて得られたカイラル多重項の変
換則 (3.128) および共変化された微分 (3.129) に完全に一致する。つまり、ポアンカ
レ超重力理論のカイラル多重項に直接対応するのはウェイトが 0 のカイラル多重項で
ある。これ以外のウェイトを持つ多重項は、次のようにポアンカレ超重力理論のカイ

ラル多重項に補正場が掛けられたものであると解釈する。つまり、一般のワイルウェ

イト nD を持つコンフォーマル超重力理論のカイラル多重項 Φ(nD) は、ポアンカレ
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超重力理論におけるカイラル多重項 Φ(0) と次の関係にある。

Φ(nD) = ΦnDcompΦ(0) (4.194)

反カイラル多重項から運動多重項を作るためには、反カイラル多重項のワイルウェ

イトは 1 でなければならず、できる運動多重項のワイルウェイトは 2 である。した
がって、常にウェイトが 0 のカイラル多重項を用いることにすると、適宜補正場を挿
入することによってウェイトの調節を行う必要がある。例えば、ウェイトが 0 のカイ
ラル多重項 Φ の複素共役から運動多重項を構成し、さらにウェイトを 0 に戻したも
のを Φ̃ と書くことにすると、これらは次のように関係している。

Φ̃ = Φ−2
compT (Φ∗compΦ∗) (4.195)

Φ̃ と Φ の成分場の間の関係は次のようになる。

φ̃ =F ∗ + F ∗compφ
∗,

χ̃a =− (γµ)abD(c)
µ χb|F∗→F∗+φ∗F∗comp

,

F̃ =D(c)
m D(c)mφ∗|F∗→F∗+φ∗F∗comp

− 2Fcomp(F ∗ + F ∗compφ
∗) (4.196)

が得られる。これらは以前に超場形式を用いて得られた (3.176) と比較されるべきも
のである。

ただし、(4.196) に含まれる共変微分は、ウェイトが nD = 1 の場に対するもので
あり、以前に与えた展開式で成分場で展開した後に F ∗ を F ∗ + φ∗F ∗comp に置き換え

るものである。たとえば、χ の共変微分は次のように書き換えられる。

D(c)
µ φ =DP

µ φ−
2i
3
cµφ,

D(c)
µ χ|F∗→F∗+φ∗F∗comp

=DP
µ χ+

i

3
cµγ5χ− 4φ̂

(
φµ +

1
2
F̂compψµ +

i

3
γ5c\ψµ

)

(4.197)

右辺のかっこの中身の φµ は (4.69) を用いれば R0
µν(Q) を用いて書き換えることが

できる。これを、超場形式のときの ψ
(s)
µν で置き換えると括弧の中身全体になる。こ

のことを用いると、上記の χ̃ が以前に与えた (3.176) と同じになるということは簡
単に確認できる。

超対称不変な作用積分については、ウェイトが 0 のカイラル超場 Φ を用いて次の
ように与えることができる。

[Φ]Poincare
F = [Φ3

compΦ]Conformal
F (4.198)

実際に超共形重力理論の F項作用の公式 (4.130) に対して Φ→ Φ3
compΦ という代入

を行えばポアンカレ超重力理論の作用の公式 (3.228) を得ることができる。このこと
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は、Φ3
compΦ の成分場が次のように与えられることを用いれば簡単にチェックするこ

とができる。

Φ → Φ3
compΦ,

φ → φ,

χ → χ,

F → F + 3Fcompφ. (4.199)

ポアンカレ超重力理論の D項作用と、超共形重力理論の D項作用は次のように関
係している。

[V ]Poincare
D = [Φ∗compΦcompV ]Conformal

D (4.200)

実際、超共形重力理論の D項作用 (4.139) から、上記の関係を用いることでポアン
カレ超重力理論の D 項作用 (3.177) を得ることができる。この計算をする際には、
Φ∗compΦcompV の成分場が、V の成分場を用いて以下のように与えられることを用い

ればよい。

V → Φ∗compΦcompV,

B → B,

η → η,

C → C + FcompB,

C∗ → C∗ + F ∗compB,

vm → vm − 4
3
cmB,

λ → λ− 2
3
ckγ

kη + iγ5F̂
∗
compη,

D → D + 2F ∗compFcompB + 2FcompC + 2F ∗compC
∗ − 8

9
cmc

mB +
4
3
cmv

m

−(ψmF̂compγ
mη) +

2i
3

(ψmγ5γ
kγmη)ck +

1
3

(ψ(MDA)
mn γmnη) (4.201)

補正場を用いることで、超場形式によって得られた、超対称不変作用の構成に必要

な全ての公式を再現することができた。従って、具体的な作用の構成は前章で行った

のと全く同様に行うことができる。以下の節で幾つかの例を挙げる。
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4.13 超ワイル変換と補正場

D項作用および F項作用に対する超ワイル変換 (3.276) を、超共形重力理論の言葉
で書き換えると、次のようになる。

δU [Φ∗compΦcompV ]Conformal
D = −1

3
[Φ∗compΦcomp(U + U∗)V ]Conformal

D ,

δU [ΦcompΦ]Conformal
F = −[Φ3

compUΦ]Conformal
F . (4.202)

これは、

δ′UΦcomp = −1
3
UΦcomp (4.203)

という変換として解釈することができる。より正確には、超ワイル変換は、この変換

と、ポアンカレゲージを回復するための超共形ゲージ変換の組み合わせとして与えら

れる。上記の δ′U 変換は補正場の成分を次のように変化させる。

δ′Uφcomp = −1
3
u, δ′Uχcomp = −1

3
χU , δ′UFcomp = −1

3
(FU + uFcomp). (4.204)

これをポアンカレゲージに戻すには、次のパラメータによる DASK ゲージ変換を行

えばよい。

σ =
1
3

Reu, θ =
1
2

Imu, ζ =
1
12
χU , εKm = −1

2
∂mσ + ψmζ. (4.205)

K 変換は Φcomp には作用しないが、wµ = 0 というゲージを保つために必要であ
る。これらのパラメータによる超共形ゲージ変換を δg と書けば、超ワイル変換は

δU = δ′U + δg によって与えられる。これにより、重力多重項の成分場に対する超ワイ

ル変換 (3.274) が再現されることは簡単に確認できる。
このように、超ワイル変換が、補正場に対する変換 (4.203) とみなせることを用い
れば、ゲージ不変ではないケーラーポテンシャルを持つような理論の作用を与えるの

は簡単である。超場形式で与えた (3.284) は次のように書き換えることができる。

S = − 3
k2

[
Φ∗compΦcomp exp−k

2

6
(K(Φ,Φ∗) + Γ(Φ,Φ∗, V ))

]Conformal

D

(4.206)

超場形式では、ゲージ変換とともに (3.287) をパラメータとする超ワイル変換を行う
ことで作用を不変に保つことができた。これは、超共系形式では、ゲージ変換のもと

で補正場を次のように変換することで実現することができる。

δgaugeΦcomp =
ik2

6
ΛafaΦcomp (4.207)

正確には、上でも述べたように、ポアンカレゲージを保つための超共形ゲージ変換を

同時に行う必要がある。
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簡単な例として、カイラル超場を含まない、FI パラメータを持つ理論を考えてみ
よう。以前に超場形式で与えた FI 項を導入した超重力理論の作用 (3.298) を超共形
重力理論の言葉で書き換えてみると、次のようになる。

S = − 3
k2

[e(k2/3)V ]Poincare
D = − 3

k2
[Φ∗compe

(k2/3)V Φcomp]Conformal
D (4.208)

作用のこの形は補正場が U(1) チャージ

q = −k
2

6
ζ (4.209)

を持っていることを表している。超ポテンシャル項は、このようなチャージを持つ補

正場を用いて

S = [W (Φ)]Poincare
F + c.c. = −[Φ3

compW (Φ)]Conformal
F + c.c. (4.210)

と与えられる。従って、作用がゲージ不変であるためには、W が電荷 −3q = k2ζ/2
を持つ必要がある。このことは、以前にワイル変換を用いて導いた結果と一致する。
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付 録A 表記法など

A.1 添え字について

添え字の使い方については、以下の原則に従う。

• 実空間の大域座標添え字（xµ など）

κ, λ, µ, ν, ρ, σ, τ, . . . (A.1)

• 実空間の局所直交座標添え字 ωµmn など

k, l,m, n, p, q, r, s, . . . (A.2)

• グラスマン座標の大域座標添え字（θα など）

α, β, γ, δ, ε, ζ, η, . . . (A.3)

• グラスマン座標の局所直交座標添え字（Da など）

a, b, c, d, e, f, . . . (A.4)

さらに、カイラリティを指定したい場合には上下に線をつける。

a, b, . . . (A.5)

上線が正の、下線が負のカイラリティを表す。

• 超空間の全大域座標の添え字（zM など）

K,L,M,N, P,Q,R, S, . . . (A.6)

• 超空間の全局所直交座標の添え字（EMA など）

A,B,C,D,E, F, . . . (A.7)
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• 場を区別するための添え字（Φi など）

i, j, k, l,m, . . . (A.8)

k, l, m などは時空のベクトル添え字と共通なので要注意複素場 Φi のエルミー
ト共役を表すために (Φi)† = Φ∗i のように上線つきの添え字 i も用いる。

• コンパクトゲージ群の生成子の添え字（Ta など）

a, b, c, . . . (A.9)

• 超対称代数の生成子の添え字（OX など）

X,Y, Z, . . . (A.10)

A.2 スピノル

4 次元時空の計量として時間方向が負の計量 diag(−1,+1,+1,+1) を用いる。座標
の添字は、時間方向が 0、それ以外の空間方向が 1, 2, 3 を用いる。γ 行列は次のクリ
フォード代数を満足する 4× 4 行列である。

{γm, γn} = 2ηmn (A.11)

直交座標系においては、ベクトル添え字に k, l,m, n, . . . を用いることにする。一般の

曲線座標の添え字には κ, λ, µ, ν, . . . を用いることにする。

γ 行列の積を反対称化したものは、複数の添え字を持つ γ によって表す。例えば

γmn は次のように定義される。

γmn =
1
2

(γmγn − γnγm). (A.12)

一般に、添え字を n 個持つ γ の定義は因子 1/n! を含み、常に全体の重みが 1 にな
るように規格化されている。カイラリティ行列 γ5 と完全反対称テンソル εmnpq は次

の関係式を満足するものとして定義する。

εmnpq = iγmnpqγ5. (A.13)

以下で必要なのは関係式 (A.13) だけであり、ε0123 の具体的な値（+1 または −1 で
ある。）を用いることはない。スピノルは 4 成分表示と二成分表示の両方を用いるが、
その間の書き換えが簡単になるように、二成分表示のスピノルは 4 成分表示のスピノ
ルの上二つ、またはした二つの成分を単に取り出すことによって得られるような約束
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を用いる。特に断らない限り全ての 4成分スピノルはマヨラナスピノルである。添え
字をあらわに書く場合には a, b, c を用いる。スピノル添え字の省略規則は以下の通り

ψψ′ = ψaψ′a, ψγmψ
′ = ψa(γm)abψ′b, etc. (A.14)

スピノル添え字の上げ下げは荷電共役行列 Cab を用いて次のように定義する。

ψa = Cabψb, ψa = C−1
ab ψ

b. (A.15)

片方のカイラリティを抜き出した二成分表示をする必要がある場合には

ψL =
1 + γ5

2
ψ, ψR =

1− γ5

2
ψ, (A.16)

のように添え字 “L” または “R” を用いるか、

(γ5ψ)a = ψa, (γ5ψ)a = −ψa, (A.17)

のように片方のカイラリティ成分のみを走るスピノル添え字 a または a を用いる。た

とえば
1
2
ψ(1 + γ5)ψ′ = ψLψ

′
L = ψaψ′a (A.18)

である。スピノルを含む式の複素共役では、全てのカイラリティを逆転させればよい。

すなわち、次の式が成り立つ。

(ψLψ′L)∗ = (ψRψ′R)∗, (ψLγmψ′R)∗ = (ψRγmψ′L)∗, etc. (A.19)

この例のように、γ 行列はあたかも実数のように取り扱うことができる。ただし、γ5

は複素共役によって符号が反転する。

(ψγ5ψ
′)∗ = (ψLψ′L − ψRψ′R)∗ = ψRψ

′
R − ψLψ′L = −ψγ5ψ

′. (A.20)

ある複素数 z に対して、次の記号を定義しておくとしばしば便利である。

ẑ = Re z + i(Im z)γ5 =
1 + γ5

2
z +

1− γ5

2
z∗ (A.21)

ẑ は上記の複素共役演算のもとで不変である。

添え字の上げ下げに用いられる荷電共役行列は上付き添え字を二つ持ち、次の性質

を満足する。

Cba = −Cab, (γm)ab = (γm)ba (A.22)

ただし (γm)ab はスピノルと同様の添え字の上げ下げルールを用いて γ 行列の添え字

を上げたもの (γm)ab = Cac(γm)cb である。荷電共役行列 C の二つの上付き添え字

を下に下ろしたものは

Cab ≡ C−1
ac C

−1
bd C

cd = C−1
ba = −C−1

ab (A.23)
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のように逆行列の符号を反転したものである。この下付き添え字の C を用いると、

添え字の上げ下げルール (A.15) は「常に左上と右下で縮約」というルールにまとめ
ることができる。

ψa = Cabψβ , ψa = ψbCba. (A.24)

上付き添え字と下付き添え字を一つずつ持つ荷電共役行列の成分は次のようになる。

Ca
b = −Cba = δba. (A.25)

荷電共役行列が反対称であるために縮約されたスピノル添え字の位置を変えるとマ

イナス符号が現れる。

ψaψ′a = −ψaψ′a. (A.26)

このことを用いて、スピノルの２次形式の転置を取ることができる。たとえば、

ψγmψ
′ = ψa(γm)abψ′b = −ψ′b(γm)baψa = −ψ′b(γm)baψa = −ψ′γmψ (A.27)

二番目の変形で現れる負号はグラスマン数の入れ替えによるものである。また、(A.22)
の二つ目の関係式を用いて γ 行列の二つのスピノル添え字を入れ替えた。三番目の等

号で添え字の位置を変えた。縮約された添え字が二箇所あるので、その両方から負号

が現れる。同様の変形によって、間に挟む γ 行列の個数が k 個の場合には符号因子

(−)k が現れることがわかる。従って、転置を行う際には形式的に γ 行列を反対称行

列であるかのように扱うと覚えておけばよい。

自己双対テンソル T
(+)
mn および反自己双対テンソル T

(−)
mn は次の性質を満たすもの

として定義される。
i

2
εmnpqT (±)

pq = ±T (±)
mn . (A.28)

(A.13) を用いると、

εmnpqγpq = iγmnpqγ5γpq = −2iγmnγ5 (A.29)

が得られるが、左あるいは右から 1± γ5 を掛ければ

i

2
εmnpqγpq(1± γ5) = ±γmn(1± γ5) (A.30)

となり γmn(1 + γ5) および γmn(1 − γ5) はそれぞれその反対称ベクトル添え字につ
いて自己双対および反自己双対である。ある二階反対称テンソル Tmn の自己双対部

分および反自己双対部分は次のように取り出すことができる。

T (±)
mn =

1
2

(
Tmn ± i

2
εmnpqT

pq

)
(A.31)
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4 成分スピノルに対するフィルツ変換は次のように与えられる。ただし、この公式
には ψ1 と ψ2 がグラスマン数であることに由来する負号の寄与が含まれているので、

それらがグラスマン偶である場合には負号が逆になる。

(· · ·ψ1)(ψ2 · · · ) = −1
4

(· · · 1 · · · )(ψ2ψ1)

−1
4

(· · · γ5 · · · )(ψ2γ
5ψ1)

−1
4

(· · · γm · · · )(ψ2γmψ1)

+
1
4

(· · · γmγ5 · · · )(ψ2γmγ
5ψ1)

+
1
8

(· · · γmn · · · )(ψ2γmnψ1) (A.32)

ベクトル添え字を持つテンソル量があったときに、それぞれのベクトル添え字を二

つのスピノル添え字を用いて書き換えるとしばしば式が簡単になる。そのような変換

は γ 行列をかけることによって行う。例えば、二階のテンソル Tmn に対して

T(aa)(bb) = (γm)(aa)(γn)(bb)Tmn (A.33)

のように書き換えを行う。以下ではしばしばこのような書き換えを説明抜きで行う。

ベクトル添え字をスピノル添え字に書き換える際には以下の公式が便利である。

(γm)aa(γm)bb = −2CabCab,

(γm)aa(γmn)bc = −Cab(γn)ac − Cac(γn)ab,

(γm)aa(γn)bb(γmn)cd = −2Cab(CacCbd + CadCbc),

(γmn)ab(γmn)cd = 4(CacCbd + CadCbc). (A.34)

任意個の γ 行列の積は、γ 行列の反対称積と ηmn を用いて展開することができる。

例えば

γmnγp = γmnp + γmηnp − γnηmp (A.35)

などである。このような展開を行った結果から、特定の階数の部分を取り出す操作を

〈· · · 〉n のように表す。階数とは、γ 行列の反対称積の添え字の数であり、n が取り出
したい階数である。例えば、上の例であれば

〈γmnγp〉3 = γmnp, 〈γmnγp〉1 = γmηnp − γnηmp (A.36)

である。複数の階数を取り出したい場合には、取り出したい階数を全て添え字に書く

ことにする。例えば

γmnγp = 〈γmnγp〉3 + 〈γmnγp〉1 = 〈γmnγp〉3,1 (A.37)

である。
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付 録B 主な文献との対応表

B.1 2 成分表示

2 成分表示を用いている代表的な文献である Wess-Bagger との関係を与えておく。
Wess Bagger においては、スピノル添え字として (α, α) の代わりに (α, α̇) を用いて
いる。α̇ については標準位置が α とは逆であるため、書き換える際には上下を入れ

替える。たとえば、二成分スピノルは次のように置き換える。

ψα ↔ ψα, ψα ↔ ψα, ψα ↔ ψα̇, ψα ↔ ψα̇. (B.1)

左が我々の表記法であり、右が Wess-Bagger におけるものである。以下同様である。
γ-行列に対応するものとして σm, σm を用いているが、Wess-Bagger においてこれ
らの行列は次の関係式を満たす。

σmσn + σnσm = −2ηmn. (B.2)

従って我々の γ-行列とは i 倍だけ異なる。

(γm)αβ ↔ iσm
αβ̇
, (γm)αβ ↔ iσmα̇β . (B.3)

また、σmn および σmn は規格化の仕方が我々の γmn とは異なることも注意する必

要がある。

γmn ↔ −2σmn,−2σmn. (B.4)

Wess-Bagger において添え字の上げ下げには ε 行列を用いる。これは荷電共役行列

C に対応するものであるが、εαβ と εαβ は互いの添え字を上げ下げしたものではな

いことに注意すること。このため、添え字の位置に依存した符号が現れる。

Cαβ ↔ εαβ , Cαβ ↔ −εαβ , Cαβ ↔ εα̇β̇ , Cαβ ↔ −εα̇β̇ . (B.5)

カイラル超場の成分場に対して、我々は主に (φ, χ, F ) を用いた。Wess-Bagger に
おいて用いられている成分場 (A,ψ, F ) とは次のように対応している。

φ↔ A, χL ↔
√

2ψ, χR ↔
√

2ψ, F ↔ F. (B.6)
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カイラル条件が課されていないスカラー超場については、成分場の間に次の関係が

ある。

B ↔ C, ηL ↔ iχ, ηR ↔ −iχ, C ↔ 1
2

(M + iN), C∗ ↔ 1
2

(M − iN),

vm ↔ vm, λL ↔ λ, λR ↔ λ, D ↔ D. (B.7)

また、ゲージ場の強さを含むスピノルカイラル超場については、次の関係がある。

WL ↔ iW, WR ↔ −iW. (B.8)

超空間上の捩率の成分については、上記の添え字の入れ替えだけで我々のものと

Wess-Bagger のものは一致する。超重力理論における捩率に含まれる超場については
次の対応関係がある。

R ↔ 2R, Vm ↔ −3
2
Gm, T

(4,1)
mnα (γmn)βγ ↔ 4Wαβγ (B.9)

また、重力多重項の成分場については次の関係がある。

ψLµ ↔ 1
2
ψµ, ψRµ ↔ 1

2
ψµ, em̂µ ↔ em

a, cµ ↔ 1
2
ba, Fcomp = M∗ ↔ −1

3
M∗.

(B.10)
超対称変換のパラメータとして、Wess-Bagger では大域的な場合に ξ を、局所的な

場合に ζ を用いている。これらは我々の変換パラメータ ξ と以下のように対応して

いる。

ξL ↔ ξ,−ζ, ξR ↔ ξ,−ζ. (B.11)

外微分形式については、Wess-Bagger では成分を次のように定義している。

Tk =
1
k!
dzNk ∧ · · · ∧ dzN1TN1···Nk (B.12)

これに対し、我々の定義は

Tk =
1
k!

(−)π(k)dzNk ∧ · · · ∧ dzN1TN1···Nk (B.13)

である。ただし、π(k) は k 一列に並んだ k 個のものの順序を逆転させるのに必要な

置換の数である。この負号因子はボゾン的な座標に対しては

Tk =
1
k!
dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµkTµ1···µk (B.14)

となるように挿入したものであるが、Wess-Bagger においてはこの因子をつけない。
また、外微分演算子は、Wess-Bagger においては

dTk =
1
k!
dzNk ∧ · · · ∧ dzN1(dzK∂K)TN1···Nk (B.15)
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のように、dz の列の後ろ、成分の前に挿入される演算子として定義される。しかし、

我々の定義は

dTk = (dzK∂K)
1
k!

(−)π(k)dzNk ∧ · · · dzN1TN1···Nk (B.16)

のように、左端に挿入される。

Wess Bagger におけるスピン接続 Φ は、共変微分を DXA = dXA+XBΦBA と与
えることで定義される。ここで、X は局所直交系の添え字 A を持つ外微分形式であ

る。Wess-Bagger においては上で述べたように外微分演算子は右から作用するので、
スピン接続も同様に右から作用するものとして定義される。このため、われわれのス

ピン接続 Ω とは負号が逆になる。

ΩM ↔ −ΦM , Ω↔ −Φ. (B.17)

Wess Bagger における曲率テンソルの定義は R = dΦ + Φ2 である。Wess Bagger で
の約束に従って成分で表せば次のようになる。

1
2
dzNdzMRMN = dzNdzM∂MΦN + dzMΦMdzNΦN

= dzNdzM (∂MΦN − ΦMΦN ) (B.18)

従って、我々の曲率テンソルとは次の関係にある。

RMN ↔ −RMN , R↔ R. (B.19)

捩率については、Wess Bagger でも我々同様に T = DEA によって定義されている

ので、次の関係式が成り立つ。

TMN
A ↔ TMN

A, T ↔ −T. (B.20)

B.2 4 成分表示

Cremmer らによる論文 [39]との関係を見ておこう。この論文はスピノルの 4 成分
表示を用いており、γ 行列の使い方は基本的に我々のものと同じであると思ってよい。

ただ、我々の γµν に相当する σab の規格化には注意が必要である。

γµν ↔ 2σab (B.21)

変換パラメータは我々の ξ に対して彼らは ε を用いている。これらの規格化は同じで

あるが、グラビティーノについては規格化が異なることに注意しなければならない。

そのほかの重力多重項の成分場も含め、以下に関係を与えておく。

ξ ↔ ε, ψµ ↔ 1
2
ψµ, em̂µ ↔ eaµ, cµ ↔ −1

2
Aµ, Fcomp = M∗ ↔ 1

3
u =

1
3

(S− iP ).
(B.22)
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カイラル多重項の成分場については次の対応関係がある。

φ↔ z = A+ iB, χ↔ 2χ, F ↔ h′ = F ′ + iG′. (B.23)

補助場にプライムがついているのは、共形超重力理論におけるカイラル多重項の補助

場と区別するためである。（それらは補正場の作用のためにずれている。）

スカラー超場に対しては成分場の間に次の関係がある。

B ↔ C, η ↔ iγ5ζ, C ↔ −1
2
H , vm ↔ −Bm, λ↔ λ, D ↔ D. (B.24)
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付 録C 計算の詳細

C.1 DaPchiralD
a 演算子について

超場形式の超重力理論においてスカラー超場の成分場 D を定義するときに用いら

れる微分演算子DPD の性質についてまとめておく。まず、スカラー超場が電荷を持

たないときに、この演算子が実であることを示しておこう。

DaPchiralD
aX −DaP

∗
chiralD

aX

=
1
4
{DaDb}DbDaX − 1

4
DbDa{DbDa}X +Da(RDaX)−Da(R∗DaX)

=
1
4
Rab

bdDdD
aX +

1
4
Rab

acDbDcX − 1
2
DabD

bDaX +
1
2
DbDaD

baX

+Da(RDaX)−Da(R∗DaX) (C.1)

ここで、始めの二つの項の曲率テンソルに展開式を代入すると、二つの項が互いに相

殺することがわかる。さらに変形を続けよう。

DaPchiralD
aX −DaP

∗
chiralD

aX

= −1
2

[Dab, D
b]DaX − 1

2
Db[Dab, D

a]X +Da(RDaX)−Da(R∗DaX)

= −1
2
R(ab)

bacDcX +
1
2
Tab

bcDcD
aX +

1
2
Db(T(ab)

acDcX)

+Da(RDaX)−Da(R∗DaX)

= −3T cDcX −RDaD
aX − 5i

6
Db(VbcDcX) +

5i
6
Va

cDcD
aX −Db(R∗DbX)

+Da(RDaX)−Da(R∗DaX)

=
[
3Tc +

5i
6
DbVbc +DcR

]
DcX (C.2)

ここで、関係式 (3.89) を用いると、最後の表式の括弧の中身が 0 になることがわか
る。従って、以下の式が示された。

DaPchiralD
aX = DaP

∗
chiralD

aX (C.3)

場 X がゲージ場と結合している場合についても考えてみよう。X の初項の U(1)電
荷を q とし、さらに Ea の U(1) 電荷を ζ とする。ゲージ場の強さに対する Fab = 0
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という拘束条件のために、(C.1) の式は共変微分を D から D に置き換えるだけでそ

のまま成り立つ。変化が現れるのは、(C.2) の式変形の途中で微分の交換関係を計算
する際に、ゲージ場の強さに比例した以下の項が現れること、

− 1
2

[Dab,D
b]DaX − 1

2
Db[Dab,D

a]X → i

2
(q − ζ)F(ab)

bDaX +
i

2
qDb(F(ab)

aX)

= 2i(q − ζ)WaD
aX + 2iqDb(WbX)(C.4)

そして、(C.2) の最後の表式の括弧の中身が相殺せず、以下のようになることである。

3Tc +
5i
6
DbVbc +DcR = 2iζWc (C.5)

これらの変更点を取り入れれば、次の式を得る。

DaPchiralD
aX −DaP

∗
chiralD

aX = 2iqWaD
aX + 2iqDb(WbX) (C.6)

この関係式は、電荷を持つ場に対して成分場 D をどのように定義するかの任意性が

あることを表している。しかし、D 成分を考えるのは通常実の超場に対してのみであ

るので、このことは問題にはならない。また、ζ が関係式 (C.6) に露に現れていない
ので、q = 0 であれば ζ 6= 0 であっても演算子 DaPchiralDa は実である。

C.2 変換則の導出

スカラー超場の成分場の超対称変換則を求めよう。成分場 B および η については

簡単なので、C∗ 成分から見ていくことにする。この成分の定義は

C∗ =
1
4
DaD

bX|θ=0 (C.7)

である。この超対称変換はDaDbD
bX を含むが、λ 成分の定義式にある DbD

bDaX

の形に持っていくためには共変微分の交換関係を用いる必要がある。これらの差を計

算すると、次のようになる。

1
4
DaDbD

bX − 1
4
DbD

bDaX =
1
4
{Da, Db}DbX +

1
4
Db{Da, Db}X

=
1
4
Rab

bcDcX − 1
2
DabD

bX − 1
2
DbDabX

=
i

2
Va

cDcX −DabD
bX − 1

2
T(ab)

bcDcX

= − i
3
Va

cDcX −DabD
bX + RDaX (C.8)

従って、次の式が成り立つ。

1
4
DaDbD

bX − PchiralDaX = − i
3
Va

cDcX −DabD
bX (C.9)
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この式の θ = 0 成分から C∗ の変換則のうち ξL を含む部分が得られる。ξR を含む

部分は
1
4
DaDbD

bX = Da(Pchiral −R)X = −RDaX (C.10)

の θ = 0 成分から得られる。
ベクトル成分 vab = (γm)abvm は次のように定義される。

vab = − i
2

[Da,Db]V (C.11)

従って、変換則は次のものの θ = 0 成分から得られる。

Dcvab = − i
2
DcDaDbV +

i

2
DcDbDaV

= − i
2

[Dc,Da]DbV − i

2
{Dc,Da}DbV +

i

2
Dc{Db,Da}V

= − i
2
CcaDdD

dDbV − iDcDbaV

= −2iCca(P ∗chiral −R∗)DbV − i[Dc,Dba]V − iDbaDcV

= −2iCca(P ∗chiral −R∗)DbV + iTc(ba)
dDdV − iDbaDcV

= −2iCca(P ∗chiral −R∗)DbV +
(
−CacVbdDdV +

1
3
VbcDaV

)

+iCacR∗DbV − iDbaDcV

= −2iCcaP ∗chiralDbV +
(
CcaVb

dDdV +
1
3
VbcDaV

)

+iCcaR∗DbV − iDbaDcV (C.12)

C.3 PchiralX の成分場

(C.9) より、簡単に次の式が得られる。

DaPchiralX − PchiralDaX = − i
3
Va

cDcX −DabD
bX +Da(RX) (C.13)

この式の θ = 0 成分より、Pchiral によって構成したカイラル超場のフェルミオン成分

が次のように得られる。

DLPchiralX|θ=0 = −iλL +D\ (s)
ηR − i

3
c\ηR +MηL + χR

LB. (C.14)
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(C.13) をさらに微分すると、

1
4
DaD

aPchiralX − 1
4
DaPchiralD

aX

= − i

12
Da(V acDcX) +

1
4
DaDabD

bX +
1
4
DaD

a(RX)

= − i

12
(DaV

ac)DcX − i

12
V acDaDcX +

1
4
DabD

aDbX

−1
4

[Dab, D
a]DbX +

1
4
DaD

a(RX)

= − i

12
(DaV

ac)DcX − i

12
V acDaDcX +

1
4
DabD

aDbX

+
1
4
T(ab)

acDcD
bX +

1
4
T(ab)

acDcD
bX − 1

4
R(ab)

abcDcX +
1
4
DaD

a(RX)

=
(
− i

12
(DaV

ac)− 3
2
T c
)
DcX +

(
1
4
Dab +

i

3
Vab

)
DaDbX

−1
2
R∗DbD

bX +
1
4
DaD

a(RX)

=
(
− i

12
(DaV

ac)− 3
2
T c
)
DcX

+
(

1
4
Dm +

i

3
Vm

)(
2DmX +

1
2

(γm)ab[Da, Db]X
)

−1
2
R∗DbD

bX +
1
4
DaD

a(RX) (C.15)

ここで、関係式

− i

12
(DaV

ac)− 3
2
T c =

1
4
DcR∗ (C.16)

を用いれば
1
4
DaD

aPchiralX

=
1
4
DaPchiralD

aX +
1
2

(
Dm +

4i
3
Vm

)(
DmX +

1
4

(γm)ab[Da, Db]X
)

+
1
4

(DcR∗)DcX − 1
2
R∗DbD

bX +
1
4
DaD

a(RX) (C.17)

従って、この θ = 0 成分を取ることにより、次の成分場が得られる。
1
4
DaD

aPchiralX|θ=0

=
1
2
D +

1
2

(
D(s)
m +

4i
3
cm

)(
D(s)mB − ivm

)

+
1
4

(χR
RηR)− 2M∗C∗ +MC + FRB − 1

2
(χR
L ηL) (C.18)

U(1) 超空間の場合には (C.15) の三行目の交換関係から

− 1
4

[Dab,D
a]DbX → i

4
F

(K)
(ab)

aDbX = iW
(K)
b DbX (C.19)
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が現れる。(C.16) は U(1) 超空間でも変化しない。また、

χR
L = · · · − 4i

3
λ

(K)
L , FR = · · ·+ 4

3
D(K) (C.20)

であることも考慮すれば

· · ·+ 4
3
D(K)B − i

3
(λ(K)γ5η) (C.21)

という寄与が新たに加わる。結局、U(1) 超空間においては

DLPchiralX|θ=0 = · · · − 4i
3
λ

(K)
L B,

1
4
DaD

aPchiralX|θ=0 = · · ·+ 4
3
D(K)B − i

3
(λ(K)γ5η) (C.22)

という寄与が新たに加わる。

C.4 超場形式におけるD項作用 (3.177)の導出

超場形式において、F項作用の公式に PchiralX の成分場を代入することにより、次

の式が得られる。

[X]Poincare
D =D +

(
D(s)
m +

4i
3
cm

)(
D(s)mB − ivm

)

+ 2M∗C∗ + 2MC + 2FRB + 6M∗MB +
1
2

(χR
RηR)− (χR

L ηL)

+ 2ψRµγµ
(
−iλL +D\ (s)

ηR − i

3
c\ηR +MηL + χR

LB

)

+ 4(C∗ +MB)(ψµRγµνψνR) (C.23)

この作用は一見複素に見えるが、超場 X が実であれば表面項を除き実であることが

知られている。そこでここでは実部のみに注目しよう。まず、(3.112) の FR を代入

し、実部のみを取り出すと

[X]Poincare
D =D +D(s)

m D(s)mB +
4
3
cmv

m

+ 2M∗C∗ + 2MC +
(
−8

9
cmc

m + 2MM∗ − 1
3
R(s)
mn

mn

)
B − 1

4
(χRη)

+ ψµγ
µ

(
−iγ5λ+D\ (s)

η − i

3
γ5c\η + M̂η + χRB

)

+ 2(ψµĈγµνψν) + 2(ψµM̂∗γµνψν)B (C.24)
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ここに次のものを代入する。

D(s)
m D(s)mB =DmD

(s)mB + ψµ

(
−1

2
M̂∗γµ − i

3
γ5γ

µc\− i

3
γ5c

µ

)
η − ψµD(s)µη,

−1
4

(χRη) =− 1
6

(ηγµνψµν)− 1
2

(ψµγµM̂η) +
i

3
cµ(ψµγ5η) (C.25)

同類項を整理すると次のものを得る。

[X]Poincare
D =D +DmD

(s)mB +
4
3
cmv

m

+ 2M∗C∗ + 2MC +
(
−8

9
cmc

m + 2MM∗ − 1
3
R(s)
mn

mn

)
B − 1

6
(ηγµνψµν)

− i(ψµγµγ5λ) + (ψµγµνD(s)
ν η) + (ψµγµχR)B

+ 2(ψµĈγµνψν) + 2(ψµM̂∗γµνψν)B (C.26)

さらに次のものを代入する。

(ψµγµνD(s)
ν η) =(ψµγµνDνη)− 2(ψµγµψν)D(s)νB

− 2(ψµγµνĈψν) + i(ψµγ5γ
µνρψρ)vν (C.27)

この式の右辺第２項は表面項を除き −DνD
(s)νB に一致する。従って、整理すると、

次の式を得る。

[X]Poincare
D =D +

4
3
cmv

m + 2M∗C∗ + 2MC

+
(
−8

9
cmc

m + 2MM∗ − 1
3
R(s)
mn

mn + (ψµγµχR) + 2(ψµM̂∗γµνψν)
)
B

− 1
6

(ηγµνψµν)− i(ψµγµγ5λ) + (ψµγµνDνη) + i(ψµγ5γ
µνρψρ)vν

(C.28)

さらに (3.108) より得られる

−1
3
R(s)
mn

mn =− 1
3
Rmn

mn − 4
3

(ψµγνψµν)− 4i
3

(ψλγ5γ
λψµ)cµ + 2(ψµM̂∗ψµ),

(ψµγµχR) =
2
3

(ψµγµγρσψρσ)− 2(ψµM̂∗γµγνψν) +
4i
3

(ψµγ5γ
µψν)cν (C.29)

を代入すると、

[X]D =D +
4
3
cmv

m + 2M∗C∗ + 2MC

+
(
−8

9
cmc

m + 2MM∗ − 1
3
Rmn

mn +
2
3

(ψµγµρσψρσ)
)
B

− i(ψµγµγ5λ)− 1
6

(ηγµνψµν) + (ψµγµνDνη) + i(ψµγ5γ
µνρψρ)vν (C.30)
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が得られる。さらに Dη 項を部分積分すれば

[X]D = D +
4
3
cmv

m + 2M∗C∗ + 2MC

+
(
−8

9
cmc

m + 2MM∗ − 1
3
Rmn

mn +
2
3

(ψµγµρσψρσ)
)
B

+i(ψµγ5γ
µνρψρ)vν + i(ψµγ5γ

µλ)

+
2
3

(ψmnγmnη)− (ψmγ5γ
mnkψn)(ψkγ5η) (C.31)

次に、D 項ラグランジアンの虚部が表面項を除き 0 になることを示しておこう。ま
ず、定義式に成分場を代入し、単純に虚部を取れば次の式を得る。

Im[X]D =
4
3
D(s)m(cmB)−D(s)

m vm +
3i
4

(χRγ5η)

+ψµγµ
(
−λ− iγ5D\ (s)

η − 1
3
c\η − iγ5M̂η − iγ5χ

RB

)

+2i(ψµRγ5Ĉγ
µνψνR) + 2i(ψµRγ5M̂

∗γµνψνR)B (C.32)

まず、この式に次の関係式を代入しよう。

−D(s)
m vm = −Dmv

m + (ψµγµλ)− i(ψµγ5D
(s)µη)

+
1
3
ψµ (γµc\+ cµ) η +

i

2
ψµγ5M̂

∗γµη,

4
3
D(s)
m (cmB) =

4
3
Dm(cmB)− 4

3
cm(ψmη)− 4

3
(ψmΨm)B (C.33)

ただし Ψm は δcm = ξΨm によって定義され、以下に与えられている。同類項を整

理すると、以下のものが得られる。

Im[X]D = −Dmv
m +

3i
2
ψµγ5M̂

∗γµη

+
4
3
Dm(cmB)− cµ(ψµη)− 4

3
(ψµΨµ)B +

3i
4

(χRγ5η)

+i(ψµγ5γ
µνD(s)

ν η) + i(ψµγ5γ
µχR)B

+2i(ψµγ5Ĉγ
µνψν) + 2i(ψµγ5M̂

∗γµνψν)B (C.34)

さらに次のものを代入する。

D(s)
µ η = Dµη − 2Ĉψµ − iγ5v\ψµ − (D(s)

m B)γmψµ,

Ψm = −iγ5γpψ
pm − i

4
γ5γ

mpqψpq − 3i
2
γ5M̂

∗ψm − cmγkψk +
1
2
ckγ

mknψn

χR =
2
3
γpqψLpq − 2MγpψRp − 4i

3
cpψLp (C.35)
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−Dmv
m = −2(ψλγλψµ)vµ であることに注意しながら表面項を無視して整理すると、

次のものが得られる。

Im[X]D = i(ψµγ5γ
µλνψλν)B + i(ψµγ5γ

µλνψν)(D(s)
λ B)

+
i

2
(ηγ5γ

pqψpq) + i(ψµγ5γ
µνDνη) (C.36)

さらに表面項を無視していく。一行目の第１項は

i(ψµγ5γ
µλνψλν)

= 2i(ψµγ5γ
µλνDλψν)

= 2i(ψmγ5γ
mlnDlψn) + i(ψmγ5γ

mlnψk)(Tlnk + 2(ψlγkψn))

= iDl(ψmγ5γ
mlnψn) + i(ψmγ5γ

mlnψk)(T (s)
ln

k + 2(ψlγkψn)) (C.37)

二行目の第１項は

i

2
(ηγ5γ

µνψµν)

= i(ηγ5γ
µνDµψν)

= i(ηγ5γ
mnDmψn) +

i

2
(ηγ5γ

µνψk)(T (s)
mn

k + 2(ψmγkψn)) (C.38)

これは次のように 4-fermi 項になる。

Im[X]D = iDλ[(ψµγ5γ
µλνψν)B] + iDµ(ηγ5γ

µνψν)− i(ψµγ5γ
µλνψν)(ψλη)

+2i(ψmγ5γ
mlnψk)(ψlγkψn)B + i(ηγ5γ

µνψk)(ψmγkψn)

= 2i(ψκγκψλ)(ψµγ5γ
µλνψν)B

+2i(ψκγκψµ)(ηγ5γ
µνψν)− i(ψµγ5γ

µλνψν)(ψλη)

+2i(ψmγ5γ
mlnψk)(ψlγkψn)B + i(ηγ5γ

µνψk)(ψmγkψn) (C.39)

フィルツ変換を用いれば、これが 0 であることがわかる。

C.5 テンソル計算法における D 項作用 (4.139) の導出

運動多重項の成分場 (4.135) を代入してみよう。(4.135) の 3 つ目の成分の Bの微

分とベクトル場の組み合わせは、次のように一つにまとめておくと、しばしば計算が

楽である。

D(c)mB − ivm =
1
2

(γm)abQaQbB (C.40)
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代入すると、次の式が得られる。

S = e [F + (ψRµγµχL) + 2(ψRµγµνψRν)φ]

= e
[1

2
D(c)
m (D(c)mB − ivm) +

1
2
D

+(ψRµγµγmD(c)
m ηR)− i(ψRµγµλL)

+2(ψRµγµνψRν)C∗
]

(C.41)

これが D 項作用の公式であるが、このままでは使いにくいので、部分積分を行って、

V の成分場には微分が作用しない形に変形しよう。まず行うべきは、1 行目の微分の
部分積分である。

部分積分には次の恒等式を用いる。

∂µ(eeµm) = eeµme
λ
k(∂µekλ − ∂λekµ) (C.42)

まず、共変微分を、微分項と接続項に次のように分解する。

eD(MDA)
m Xm = eeµm∂µX

m + (MDA) (C.43)

(· · · ) はここでは括弧の中に与えられた変換についての接続項を表す。ここで恒等式
(C.42) を用いれば

eD(MDA)
m Xm = ∂µ(eeµmX

m)− eeµmeλk(∂µekλ − ∂λekµ)Xm + (MDA) (C.44)

ここで、Xm がワイルウェイト 3、カイラルウェイト 0 の場合を考えると、次のよう
に書き換えることができる。

eD(MDA)
m Xm = ∂µ(eeµmX

m)− eeµmeλk(D(MDA)
µ ekλ −D(MDA)

λ ekµ)Xm (C.45)

ここで、Rµλk(P ) = 0 を用いて次のように書き換えることができる。

eD(MDA)
m Xm = ∂µ(eeµmX

m) + 2e(ψkγkψm)Xm (C.46)

この公式を用いれば、表面項を除き、次の式が成り立つ。

1
2
D(c)
m (D(c)mB − ivm) = e(ψkγkψm)(D(c)mB − ivm) + (QSK) (C.47)

(C.40) を用いれば、(QSK) 項は次のように与えられる。

(QSK) = −e
4

(γm)ab(ψcmQc + φcmSc + fm
kKk)QaQbB (C.48)

B のワイルウェイトが 2 であることを用いれば

(QSK) =
[ i

2
(ψLmγmλR)− (ψRmD(c)mηR) +

i

2
(ψRmγmλL)

+2(φLmγmηR)− (φRmγmηL) + 2fmmB
]

(C.49)
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ここまでの結果をまとめると、

S = e
[1

2
D + (ψkγkψm)(D(c)mB − ivm) + 2fmmB

+
i

2
(ψmγ5γ

mλ) + 2(ψRµγµνψRν)C∗

+(ψRmγmnD(c)
n ηR) + 2(φLmγmηR)− (φRmγmηL)

]
(C.50)

次に D
(c)
m η を含む項について部分積分を行おう。これは次のようになる。

e(ψRmγmnD(c)
n ηR) = eD(MDA)

n (ψRmγmnηR)− e(D(MDA)
n ψRmγ

mnηR) + (QSK)
(C.51)

この右辺の 3 つの項はそれぞれ次のように変形する。
まず第 1項は (C.46) を用いて

eD(MDA)
n (ψRmγmnηR) = 2e(ψkγkψn)(ψRmγmnηR) (C.52)

第 2項については

Rµν(Q) = D(MDA)
µ ψν −D(MDA)

ν ψµ − γµφν + γνφµ

= emµ e
n
ν (D(MDA)

m ψn −D(MDA)
n ψm)

+(D(MDA)
µ ekν −D(MDA)

ν ekµ)ψk − γµφν + γνφµ

= emµ e
n
ν (D(MDA)

m ψn −D(MDA)
n ψm)

+(Rµνk(P ) + 2ψµγkψν)ψk − γµφν + γνφµ (C.53)

を用いると、

D(MDA)
m ψn −D(MDA)

n ψm = Rmn(Q)− 2(ψmγkψn)ψk + γmφn − γnφm (C.54)

が成り立つので、これを代入することにより

− e(D(MDA)
n ψRmγ

mnηR) = −(ψmγkψn)(ψRkγmnηR)− 3(φLmγmηR) (C.55)

第 3項、すなわち (QSK) 項は

(QSK) = −(ψRmγmnγkψLn)(D(c)
k B−ivk)−2(ψRmγmnψRn)C∗−4(ψRmγmnφRn)B

(C.56)
これらを代入してみよう。

S = e
[1

2
D + 2fmmB +

i

2
(ψmγ5γ

mλ)− (φmγmη)− i

2
(ψmγ5γ

mnkψn)vk

+
1
2

(ψmγ5γ
mnkψn)D(c)

k B − 4(ψRmγmnφRn)B

+2(ψkγkψn)(ψRmγmnηR)− (ψmγkψn)(ψRkγmnηR)
]

(C.57)
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最後に D(c)B を含む項について部分積分を実行しよう。(C.46) と (C.54) を用いて
これまでと同様の式変形を行えば、次の式が得られる。

e

2
(ψmγ5γ

mnkψn)D(c)
k B

= e(ψlγlψk)(ψmγ5γ
mnkψn)B − e(ψmγ5γ

mnkD
(MDA)
k ψn)B + (QSK)

= e(ψlγlψk)(ψmγ5γ
mnkψn)B + e(ψmγ5γ

mnkψl)(ψkγlψn)B

−2e(ψmγ5γ
mnφn)B − e

2
(ψmγ5γ

mnkψn)(ψkη) (C.58)

これを代入することにより次の作用が得られる。

S = e
[1

2
D + 2fmmB − 2(ψmγmnφn)B

+
i

2
(ψmγ5γ

mλ)− i

2
(ψmγ5γ

mnkψn)vk

−(φmγmη)− 1
2

(ψmγ5γ
mnkψn)(ψkγ5η)

+(ψlγlψk)(ψmγ5γ
mnkψn)B + (ψmγ5γ

mnkψl)(ψkγlψn)B

−(ψmγ5γ
mnkψn)(ψRkηR) + 2(ψkγkψn)(ψRmγmnηR)

−(ψmγkψn)(ψRkγmnηR)
]

(C.59)

この式の最後の 3 行が 0 であることは、フィルツ変換を用いれば示すことができる。
さらに f と φ に代入すると、最終的に次の式が得られた。

S = e
[1

2
D − 1

6
R(ω)
mn

mn +
1
3

(ψmγmnpψ(MDA)
np )

+
i

2
(ψmγ5γ

mλ)− i

2
(ψmγ5γ

mnkψn)vk

+
1
6

(ψ(MDA)
mn γmnη)− 1

2
(ψmγ5γ

mnkψn)(ψkγ5η)
]

(C.60)

これは (4.139) に与えた作用に他ならない。

C.6 ゲージ場の運動項 (3.241) の導出

(3.140) に与えられた W 2
L の成分場を F項作用の公式 (3.174) に代入して得られる

式 (3.240) から出発しよう。共形不変性を反映して、(3.240) は補助場 M∗ を含まな

い。さらに、(3.142) に与えられている D(s)λ の具体的表式を代入すると、次のよう

183



に補助場 D の線形項が相殺する。

−1
2

∫
d4xd2θEW 2

L =
∫
d4xe

[
− 1

2
F (s)(+)
mn F (s)(+)mn

− 1
2
F (s)
mn

(
(ψRkγkγmnλL) + (ψRkγmnγkλL)

)

− (λLγkDkλR) +
1
2
D2 − i(λLc\λR)− (ψRmγmnψRn)(λLλL)

]

(C.61)

さらに (3.142) に与えられている D(s)λ の具体的表式を代入する。その際に、

F (s)
mn = Fmn − (ψmγnλ) + (ψnγmλ)

= Fmn − 1
2

(ψkγkγmnλ) +
1
2

(ψkγmnγkλ) (C.62)

のように変形しておくと、添え字 mn についての自己双対部分を取り出しやすい。

F (s)(+)
mn = F (+)

mn −
1
2

(ψRkγkγmnλL) +
1
2

(ψLkγmnγkλR) (C.63)

自己双対な反対称添え字と反自己双対な反対称添え字を縮約したものは消えることに

注意しながらこれらを代入して整理すると、次の式が得られる。

− 1
2

∫
d4xd2θEW 2

L

=
∫
d4xe

[
− 1

2
F (+)
mn F

(+)mn − (λLγkDkλR) +
1
2
D2 − i(λLc\λR)

− 1
2
Fmn(ψkγmnγkλ)

+
1
8

(ψRkγkγmnλL)2 − 1
8

(ψLkγmnγkλR)2 − 1
4

(ψRkγmnγkλL)2

+
1
4

(ψLkγkγmnλR)(ψRkγmnγkλL)− (ψRmγmnψRn)(λLλL)
]

(C.64)

さらに、(F (+)
mn )2 項は表面項を除き (1/2)(Fmn)2 に等しいことと、フェルミオン運動

項が部分積分を用いて

−
∫
d4xe(λLγkDkλR)

=
∫
d4xe

[
−1

2
(λLγkDkλR) +

1
2

(DkλLγ
kλR)− 1

2
Dk(λLγkλR)

]

=
∫
d4xe

[
−1

2
e(λγkDkλ)− (ψmγmψk)(λLγkλR)

]
(C.65)

と変形できることを用いると、次の作用を得る。

− 1
2

∫
d4xd2θEW 2

L =
∫
d4xe

[
− 1

2
F (+)
mn F

(+)mn − 1
2

(λγkDkλ) +
1
2
D2

−1
2
Fmn(ψkγmnγkλ)− i(λLc\λR)

]
+ S4−fermi (C.66)
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この作用は 4フェルミ項を除き実であることが分かる。4フェルミ項は次のように与
えられる。

S4−fermi =
∫
d4xe

[1
8

(ψRkγkγmnλL)2 − 1
4

(ψRkγmnγkλL)2 − (ψRmγmnψRn)(λLλL)

− 1
8

(ψLkγmnγkλR)2

+
1
4

(ψLkγkγmnλR)(ψRkγmnγkλL)− (ψmγmψk)(λLγkλR)
]

(C.67)

実はこの 4-フェルミ項もフィルツ変換を用いると実であることを簡単に示すことがで
きる。
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