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概 要

これは基本的に計算ノートなので、かなり細かい計算式まで含んでいて読みにくいですが、全ての

計算を（私が）あとから追えるようにするためですのでご了承ください。

超重力理論の作用は通常フェルミオンについて 4 次の項までを含んでいますが、ここでの方針
として、ネーター処方を用いる場合には、重力を含む計算においてはそのような高次の項は無視

し、フェルミオンについては 2 次の項までを考慮しています。ただし、重力を含まないような計
算においては、フェルミオンについての全てのオーダーで計算を行います。

超場形式および tensor calculus の章では全ての計算でフェルミオンの高次の項まで含める予定
ですが、まだ完全ではありません。

このノートを作成するにあたっては多数の文献を参考にしました。それらについては少しずつで

も付け加える予定ですがいまのところ文献リストはいたって不完全です。
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第I部

4 次元 N = 1 超重力理論



第1章 表記法、基本的公式など

1.1 スピノル

1.1.1 4 成分スピノル

4 次元時空の計量として時間方向が負の計量 diag(−1,+1, +1, +1) を用いる。座標の添字は、時
間方向が 0、それ以外の空間方向が i = 1, 2, 3 を用いる。γ 行列は次のクリフォード代数を満足す

る 4× 4 行列である。
{γµ, γν} = 2ηµν (1.1)

複数の添え字を持つ γ 行列は、γ 行列の積を反対称化したものである。たとえば γµν は次のよう

に定義される。

γµν =
1
2
(γµγν − γνγµ). (1.2)

ディラック共役は次のように定義される。

ψ = iψ†γ0. (1.3)

次の関係式が成り立つ。

(iγ0)† = iγ0, (iγ0γµ)† = −iγ0γµ. (1.4)

この関係式を用いて、次の式を示すことができる。

(ψ1γ
µ1µ2···µkψ2)† = (−)kψ2γ

µkµk−1···µ1ψ1. (1.5)

ただし、グラスマン数の積のエルミート共役は (ab)† = b†a† のように順序が入れ替わるものとし

た。このとき、二つの実グラスマン数の積は準虚になる。

マヨラナ共役は次のように定義される。

ψC = Cψ
T
. (1.6)

ψC = ψ を満足するスピノルを定義することができ、マヨラナスピノルと呼ばれる。C は荷電共役

行列であり、次の性質を満足する。

CT = −C, (γµC)T = γµC. (1.7)

この関係式を用いると、次の式を示すことができる。

ψ1γ
µ1µ2···µkψ2 = (−)kψ2Cγµkµk−1···µ1ψ1C . (1.8)

ただし、スピノルがグラスマン奇であるとして、その入れ換えによる符号を考慮した。(1.5)と (1.8)
を組み合わせれば、次の式が示される。

(ψ1γ
µ1µ2···µkψ2)∗ = ψ1Cγµ1µ2···µkψ2C (1.9)
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カイラリティ行列を γ5 と表す。γ5 とそれ以外の γ-行列との関係は次のように与えられる。

γ0γ1γ2γ3 = iγ5. (1.10)

完全反対称テンソルを次のように定義する。

ε0123 = +1, ε0123 = −1. (1.11)

実際にあとで必要になるのは、これらの定義よりも以下の関係式である。

εµνρσ = iγµνρσγ5. (1.12)

また、γ5 は次の性質を持つ。

(γ5)2 = 1, (γ5)† = γ5, γ5γµ = −γµγ5, (iγ0γ5)† = −iγ0γ5, (γ5C)T = −γ5C. (1.13)

スピノルの二次形式について次の式が成り立つ。

(ψ1γ
5ψ2)† = −ψ2γ

5ψ1, ψ1γ
5ψ2 = ψ2Cγ5ψ1C , (ψ1γ

5ψ2)∗ = −ψ1Cγ5ψ2C (1.14)

自己双対テンソル T
(SD)
µν および反自己双対テンソル T

(ASD)
µν は次の性質を満たすものとして定義

される。
i

2
εµνρσT (SD)

ρσ = T (SD)
µν ,

i

2
εµνρσT (ASD)

ρσ = −T (ASD)
µν . (1.15)

(1.12) を用いると、
εµνρσγρσ = iγµνρσγ5γρσ = −2iγµνγ5 (1.16)

が得られるが、左あるいは右から 1± γ5 を掛ければ

i

2
εµνρσγρσ(1± γ5) = ±γµν(1± γ5) (1.17)

となり γµν(1 + γ5) および γµν(1− γ5) はそれぞれその反対称ベクトル添え字について自己双対お
よび反自己双対である。あるテンソル Tµν の自己双対部分および反自己双対部分 T−µν は次のよう

に取り出すことができる。

T (SD/ASD)
µν =

1
2

(
Tµν(+/−)

i

2
εµνρσT ρσ

)
(1.18)

行列の具体的な表示が必要な際には次の表示を用いる。

γ0 =

(
1

−1

)
, γi =

(
σi

σi

)
, γ5 =

(
1

−1

)
, C =

(
ε

ε

)
. (1.19)

ただし、パウリ行列 σi および ε は次のように定義される。

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, ε =

(
0 1
−1 0

)
. (1.20)
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1.1.2 4 成分スピノルの添え字

4 成分スピノルの添え字をあらわに書く場合には、次のようにする。

ψψ′ = ψαψ′α, ψγµψ′ = ψα(γµ)α
βψ′β (1.21)

荷電共役行列は上付き添え字を二つ持ち、(1.7) の式は次のように書ける。

Cβα = −Cαβ , (γµ)β
γCγα = (γµ)α

γCγβ (1.22)

また、マヨラナ共役の定義式 (1.6) は添え字をあらわに書けば

ψα
C = Cαβψβ (1.23)

となる。この式をより簡単に書くために、スピノル添え字の上げ下げを次のように定義する。

ψα = Cαβψβ , ψα = C−1
αβ ψβ . (1.24)

すると、マヨラナ共役の式は ψα
C = ψ

α
となる。

添え字の上げ下げルール (1.24) は複数の添え字を持つ場合にも適用される。たとえば、荷電共
役行列 C の二つの上付き添え字を下に下ろしたものは

Cαβ ≡ C−1
αγ C−1

βδ Cγδ = C−1
βα = −C−1

αβ (1.25)

のように逆行列の符号を反転したものである。この下付き添え字の C を用いると、添え字の上げ

下げルール (1.24) は「常に左上と右下で縮約」というルールにまとめることができる。

ψα = Cαβψβ , ψα = ψβCβα. (1.26)

また、添え字の上げ下げルールで γµ の二つの添え字を同じ位置にしたものを定義すれば、(1.22)
の第２式は次のように表される。

(γµ)αβ = (γµ)βα (1.27)

添え字の上げ下げルールを用いれば、次の式を示すことができる。

ψ
α
ψ′α = −ψαψ′α (1.28)

つまり、添え字のつけ方によって符号が変化する。(1.21) のように、隣り合う文字の添え字の縮約
が左下と右上で行われている場合、すなわち、左側にあるスピノルが下付き添え字、間に挟まれた

行列が上付きの行添え字と下付きの列添え字、右側にあるスピノルが上付き添え字を持ち、しかも

添え字の縮約が行列の掛け算のように隣り合う行列、スピノルの間で行われている場合、この添え

字の位置を「標準位置」と呼ぶ。標準位置にある添え字は (1.6) や (1.7) のようにしばしば省略さ
れる。たとえば

(γµγν)αβ = (γµ)αγ(γν)γ
β (1.29)

のように、省略された添え字は常に標準位置で縮約されている。

荷電共役行列の添え字を標準位置にしたものは

Cα
β = CαγCγβ = −δα

β (1.30)
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である。そこで、C の符号を反転させた 1 = −C を定義しておくとしばしば便利である。1 は添

え字が標準位置にあるときに単位行列になるようなもので、次の関係が成り立つ。

1αβ = −Cαβ , 1α
β = δα

β . (1.31)

クリフォード代数の式 (1.1) は次のように書くことができる。

(γµγν + γνγµ)αβ = 2ηµν1αβ (1.32)

また、1 と他の行列、スピノルの積は、標準位置で縮約している限りなにも掛けないのと同じで

ある。

(1γµ)αβ = (γµ)αβ , (ψ1)α = ψα. (1.33)

添え字の上げ下げルール (1.26)を C ではなく 1を用いて書き換えれば、縮約が標準位置になる。

ψα = ψβ1βα, ψα = 1αβψβ . (1.34)

マヨラナスピノルに対しては ψα = ψα が成り立つので、ディラック共役を表す上線を単純に省

略することができる。すなわち、マヨラナスピノルに対して

ψψ′ = ψψ′ (1.35)

である。

4 成分スピノルはカイラリティ γ5 の固有値によって二つに分けることができ、γ5 = +1 の成分
は左巻き、γ5 = −1 の成分は右巻きと呼ぶことにする。これに伴い、4 つの成分を表す添え字を二
つのグループに分け、左巻き成分のみを走る添え字には上線を、右巻き成分だけを走る添え字には

下線をつけることにする。これは、γ5 の成分が次のように与えられることを意味する。

(γ5)α
β = δα

β
, (γ5)α

β = −δ
α
β , (γ5)α

β = (γ5)α
β = 0 (1.36)

線つき添え字を用いると、次のようにカイラリティ射影行列をはさむ手間が省ける。

1
2
ψ(1 + γ5)ψ =

1
2
ψαψα,

1
2
ψ(1− γ5)ψ =

1
2
ψαψα. (1.37)

(1.13) に与えた式のうち、(γ5C)T = −γ5C は γ5 と C が可換であることを表しており、C = −1

がカイラリティを変えないことがわかる。従って添え字の上げ下げのもとで上線、下線はそのまま

である。

ψα = 1αβψβ , ψα = 1αβψβ , ψα = ψβ1βα, ψα = ψβ1βα. (1.38)

γ5γµ = −γµγ5 は γµ がカイラリティを変えること、すなわち上線添え字と下線添え字を一つずつ

持つことを意味する。たとえば、次の式が成り立つ。

ψγµψ′ = ψα(γµ)α
βψ′β = ψα(γµ)α

βψ′β + ψα(γµ)α
βψ′β . (1.39)

(γµ)αβ は二つのスピノル添え字について対称であるが、これは (γµ)αβ = (γµ)βα を意味する。次

の式からわかるように、複素共役は添え字の上下を入れ換える。

(ψαψ′α)∗ =
1
2
(ψ(1 + γ5)ψ′)∗ =

1
2
(ψC(1− γ5)ψ′C) = ψCαψ

′α
C (1.40)

C の具体的表示を用いると、1 の成分は次のように与えられる。

1αβ = −εαβ , 1αβ = −εαβ . (1.41)
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1.1.3 2成分スピノル

ψ をマヨラナスピノルだとしよう。ψ は次のように左巻きおよび右巻き成分よりなる。

ψα =

(
ψα

ψα

)
(1.42)

マヨラナスピノルであるから、右巻き成分は左巻き成分とは独立ではなく、次のように与えること

ができる。

ψα = iεαβ(ψβ)† (1.43)

しばしば 4 成分のディラックスピノル、あるいはその成分である ψα と ψα を用いるよりも、ψα

とその複素共役 (ψα)∗ を用いて式を書くほうが便利である。そのような表示をワイル表示と呼ぶ。
ワイル表示では添え字に点なし添え字と点つき添え字を用いる。さらに、点つきスピノルには上線

をつける。

ψ
α̇

= (ψα)∗. (1.44)

点なし添え字は 4 成分スピノルにも用いられるが、通常は混ぜて用いることは無いので混乱はし
ない。ここでは区別しやすいように 4 成分スピノルの添え字にはプライムをつけることにする。
ワイル表示とディラック表示の関係は以下の通り。

ψα = ψα, ψα = iεαβψ
β̇

(1.45)

ε は (1.20) で定義した行列である。(1.45) は左右の添え字の種類が異なるが、これは二種類の添え
字の関係を表すために無理をしているからで仕方が無い。

ワイル表示のスピノルに対しては、ディラック表示のときとは独立に添え字の上げ下げルールが

設定される。

ξα = εαβξβ , ξα̇ = εα̇β̇ξ
β̇

(1.46)

ただし、ε は、その添え字の位置、および点のあるなしにかかわらず (1.20) で定義した行列に等し
い。(1.45) の式をもう一度書いておくと、

ψα = ψα, ψα = iψα̇ (1.47)

点つきスピノルの添え字の位置が下線付きスピノルと逆になっているので、添え字の標準位置も逆

にしておくのが便利である。すなわちとなり合う変数のスピノル添え字の間で縮約が行われている

とき、スピノル添え字の省略を次のように行う。

ξχ = ξαχα, ξχ = ξ
α̇
χα̇. (1.48)

これにより、γ 行列の添え字の標準位置は次のようになる。

γµ =

(
(σµ)αβ̇

(σµ)α̇β

)
, γ5 =

(
δα
β

−δβ̇
α̇

)
. (1.49)

ただし、σµ と σµ は次のように定義される 2× 2 行列である。

(σµ)αβ̇ = (1, σi), (σµ)α̇β = (−1, σi). (1.50)
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ワイル表示では γ 行列のかわりにこれらの σ 行列が用いられる。これらの積の反対称化 σµν およ

び σµν は次のように定義する。

σµν =
1
2
(σµσν − σνσµ), σµν =

1
2
(σµσν − σνσµ) (1.51)

上線をつけるかどうかは、左端の行列が上線を持つかどうかで決める。同様に、4 つの行列の積の
反対称化を定義すると、(1.12) に対応して次の関係式が成り立つ。

εµνρσ = iσµνρσ = −iσµνρσ. (1.52)

また、(1.15) で定義した意味において σµν は自己双対、σµν は反自己双対である。たとえば σµν

の自己双対性は次のように示される。

i

2
εµνρσσρσ = −1

2
σµνρσσρσ = σµν (1.53)

二成分スピノルの積について次の式が成り立つ。

(ξχ)† = (ξαχα)† = χα̇ξα̇ = χξ, ξχ = ξαχα = −χαξα = χαξα = χξ. (1.54)

σµ と σµ の転置、複素共役に対する公式

(σµ)αβ̇ = −(σµ)β̇α, ((σµ)αβ̇)∗ = −(σµ)α̇β = (σµ)βα̇ (1.55)

は重要である。（この公式中に現れている σµ は (1.50) で定義された σµ の添え字の位置を (1.46)
に従って上げたものである。）これを用いて次の公式が示される。

χξ = ξχ, χσµξ = ξσµχ, χσµσνξ = ξσνσµχ. (1.56)

すなわち、二つのワイルスピノルで挟まれたとき σµ や σµ はあたかも互いの転置であるかのよう

に振舞う。複素共役についても、σ 行列は次のように符号を出さない。

(χσµξ)∗ = ξσµχ, (χσµσνξ)∗ = ξσνσµχ. (1.57)

1.1.4 ディラック表示とワイル表示の関係

マヨラナスピノルの成分は、ディラック表示とワイル表示でそれぞれ次のように与えられる。

ψα′ =

(
ψα

iψα̇

)
=

(
ψα

ψα

)
, ψα′ = (−ψα, iψ

α̇
) = (ψα, ψα) (1.58)

従って、ディラック表示とワイル表示の間の変換は次のような書き換えによって行うことができる。

Xα ↔ Xα, Xα ↔ iXα̇, Xα ↔ −Xα, Xα ↔ iX α̇. (1.59)

たとえば、二つの二成分スピノルの積は次のように書き換えることができる。

XαY α = −XαY α, XαY α = −X α̇Yα̇. (1.60)

γ 行列が含まれている場合も同様に書き換えることができる。

Xα(γm)α
βY β = −iXα(σm)αβ̇Yβ̇ , Xα(γm)α

βY β = iX α̇(σm)α̇βY β . (1.61)
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1.1.5 フィルツ変換

4 成分スピノルに対するフィルツ変換は次のように与えられる。ただし、ψ1 と ψ2 がグラスマ

ン数であることが考慮されている。

(· · ·ψ1)(ψ2 · · ·) = −1
4
(· · ·1 · · ·)(ψ2ψ1)

−1
4
(· · · γ5 · · ·)(ψ2γ

5ψ1)

−1
4
(· · · γµ · · ·)(ψ2γµψ1)

+
1
4
(· · · γµγ5 · · ·)(ψ2γµγ5ψ1)

+
1
8
(· · · γµν · · ·)(ψ2γµνψ1) (1.62)

2 成分スピノルに対するフィルツ変換は次のように与えられる。

(ηφ)(ψξ) = −1
2
(ψφ)(ηξ)− 1

8
(ψσµνφ)(ησµνξ), (1.63)

(ηφ)(ψξ) = −1
2
(ψφ)(ηξ)− 1

8
(ψσµνφ)(ησµνξ), (1.64)

(ηφ)(ψξ) = −1
2
(ψσµφ)(ησµξ). (1.65)

これらの式は次のように同一のスピノル θ が二つの積に含まれているときに一つにまとめるため

に使うことができる。

(ηθ)(θξ) = −1
2
θ2(ηξ), (ηθ)(θξ) = −1

2
θ
2
(ηξ), (ηθ)(θξ) = −1

2
(θσµθ)(ησµξ). (1.66)

1.2 正準量子化

ここでの目的は、正準量子化に関係する convention についてまとめることである。

1.2.1 正準交換関係

力学変数を qi とし、そのラグランジアンを L(qi, q̇i) とする。正準運動量は

pi =
∂L

∂q̇i
(1.67)

によって定義され、ハミルトニアンはルジャンドル変換

H = q̇ipi − L (1.68)

によって与えられる。

正準量子化は qi と pi を演算子に格上げし、次の交換関係を設定することで行われる。

[qi, pj ] = iδij (1.69)

ここで逆の符号を取ることも可能であるが、ここではこれを定義とする。このような約束のもと

で、あるオペレータ O の時間発展はつぎのハイゼンベルグ方程式によって与えられる。

i[H,O] =
dO
dt

(1.70)
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1.2.2 フェルミオン運動項

フェルミオンについても、このハイゼンベルグ方程式を再現するように交換関係を設定しなけれ

ばならない。このことと、フォック空間の正定値性を要求すると、フェルミオンのラグランジアン

の運動項の符号が一意的に決まる。

単純な例として次の作用で表される系を考える。

L = C(iθ†θ̇ + mθ†θ) = C

(
i

2
(θRθ̇R + θI θ̇I) + imθRθI

)
, θ =

1√
2
(θR + iθI) (1.71)

θ は複素フェルミオンであり θR と θI はその実部、虚部に相当する実フェルミオンである。C と

m はパラメータである。上記のラグランジアンが実であるためには C と m は実数でなければな

らない。規格化は自由なので、|C| = 1 と取っておくことにしよう。
この系のハミルトニアンは、次のように求まる。

H = (∂L/∂θ̇)θ̇ − L = −Cmθ†θ = −iCmθRθI (1.72)

一方、ラグランジアンから運動方程式を求めると、次の式が得られる。

θ̇R = −mθI , θ̇I = +mθR (1.73)

ボゾンの場合と同様に (1.70) によって運動方程式 (1.73) が再現されるためには、次のように交換
関係を設定する必要がある。

{θR, θR} = {θI , θI} = C. (1.74)

あるいは複素な表現を用いれば、

{θ, θ†} = C. (1.75)

この式の両側を任意の状態 |s〉 で挟んでみると、次の式が得られる。
∣∣∣θ|s〉

∣∣∣
2

+
∣∣∣θ†|s〉

∣∣∣
2

= C
∣∣∣|s〉

∣∣∣
2

. (1.76)

したがって、すべての状態が正のノルムを持つためには C = +1 でなければならない。すなわち、
フェルミオンのラグランジアンの運動項の符号は次のように取らなければならない。

L = iθ†θ̇ (1.77)

ここまでは、一般の力学系について考えていた。§1.1 で与えたスピノルについての約束のもと
では、相対論的な場の理論におけるフェルミオンの運動項は次のように与えればよい。

L = −ψα(γµ)α
β∂µψβ = iψσµ∂µψ (1.78)

1.3 対称性について

1.3.1 変換と生成子

ある代数の下での場の変換を表すための記号についてまとめておく。代数の生成子をラベルする

添え字としてどのような添え字を用いるかは考える代数によって適宜選ぶが、ここでは X, Y な

どを用いることにする。
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パラメータ εX を用いた、力学変数 qi の無限小変換の変化分を文字 δ を用いて δqi = q′i − qi の

ように表す。特にパラメータが εX であることを表したい場合には

δqi = δεqi = δ[εX ]qi = εXOXqi (1.79)

のようないくつかの表現方法を用いる。最後の表記法を用いる場合には、変換パラメータがグラス

マン奇である場合には εX と OX の順序は常にこのように取るものと約束しておく。また、添え

字 X としてスピノル添え字を用いる場合やローレンツ変換のように二つの添え字を持つパラメー

タを用いる場合には縮約の取り方を明確にしておく必要があるが、これらの点については実際に用

いる際に定義することにする。

OX を用いる場合には、どこまでがそのパラメータであるのかをはっきりさせておく必要があ

る。たとえば、パラメータ εX による変換に関数 a を掛けるという操作を表す a(εXOX) = aδ(εX)
と aεX をパラメータとする変換 (aεX)OX = δ(aεX) は異なる。この違いをはっきりさせるために、
場の理論における場 φ(x) の変換を考え、係数 a(x) も時空座標に依存する場合を考えてみよう。φ

自身の変換は、変換が線形であれば上の二つは同じになる。

a(εXOX)φ = (aεX)OXφ (1.80)

しかし、φ の微分に対して上の二つの変換操作を行ったものには違いがある。

a(εXOX)∂µφ = a∂µδ(εX)φ, (aεX)OX∂µφ = ∂µ[aδ(εX)φ] (1.81)

従って記号 OX を用いる場合には、適切に括弧を用いるなどする必要がある。

変換はしばしば次のように行列表示すると便利である。

δqi = −εX(TX)ijqj (1.82)

場の理論の場合、時空座標に作用する微分演算子などもこの行列表示の一種とみなすことができ

る。一般の変換では、(TX)ij も qi に依存する可能性があるが、ここではこれが定数である場合を

考える。(1.82) の右辺にマイナス符号を付けておく理由はすぐに明らかになる。
OX と TX の違いを明らかにするために、変換を二回続けて行うことを考えよう。εX

1 および εX
2

をパラメータとする変換 δ1, δ2 は定義に従って次のように展開できる。

δiq = δ(εX
i )q = εX

i OXq = −εX
i TXq (1.83)

ただし、力学変数の添え字 i は省略した。合成変換 δ1δ2q は OX を用いると次のように書ける。

δ1δ2q = εX
1 OXεY

2 OY q (1.84)

これを (1.83) に従って TX を用いた表示に書き換えよう。一回目の変換 δ2 で現れた行列 TX は定

数であり、二回目の変換作用しないから、二回目の変換は TX を通り抜けて場 q に作用し、次の

関係式を得る。

δ1δ2q = −δ1(εY
2 TY q) = −εY

2 TY δ1q = εY
2 TY εX

1 TXq (1.85)

つまり、OX を用いた表現と TX を用いた表現では順序が逆になる。

変換記号 OX の交換関係として、構造定数 fXY
Z を次のように定義しよう。

[OX , OY } = fXY
ZOZ . (1.86)
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ただし、交換関係は

[OX , OY } = OXOY − (−)XY OY OX (1.87)

によって定義される。演算子 TX についても、(1.82) でマイナス符号をつけて定義されていること
と積の順序が逆になることを考慮すると、OX と同じ次の交換関係を満足することが分かる。

[TX , TY } = fXY
ZTZ . (1.88)

(1.82) でマイナス符号をつけた理由は、OX と TX が同じ交換関係を満足するようにするためで

ある。

構造定数 fXY
Z を用いれば、二つの変換の交換関係は次のように表すことができる。

[δ1, δ2]q = (−)XY εX
1 εY

2 fXY
ZOZq = −(−)XY εX

1 εY
2 fXY

ZTZq (1.89)

グラスマン奇である場合には、パラメータを左側に移動する際に符号が出ることに注意。パラメー

タの順序を入れ替えておけば、式は少し簡単になる。

[δ1, δ2]q = εY
2 εX

1 fXY
ZOZq = −εY

2 εX
1 fXY

ZTZq (1.90)

1.3.2 電荷とカレント

変換 δ(εX)qi のもとでラグランジアン L(qi, q̇i, t) が不変であるとき、次のように定義された電
荷は時間的に変化しない保存量である。

εXÔX =
∑

i

δqipi =
∑

i

δqi
∂L

∂q̇i
(1.91)

このことは、オイラーラグランジュ方程式を用いることで簡単に証明できる。

εX dÔX

dt
=

∑

i

(
δq̇i

∂L

∂q̇i
+ δqi

d

dt

∂L

∂q̇i

)
=

∑

i

(
δq̇i

∂L

∂q̇i
+ δqi

∂L

∂qi

)
= δL = 0. (1.92)

よく知られているように、この電荷はポアソン括弧、あるいは量子論的な交換関係によって変換 δ

を生成する。

δ(εX)qi = εXOXqi = −εX(TX)ijqj = [iεXÔX , qi] (1.93)

δqi が qi の時間微分を含まない場合には (1.69) と (1.91) を用いることで直ちに示される。すでに
説明したように、OX は変換記号であり、TX は qi の添え字 i に作用する線形作用素である。演

算子 ÔX は OX と区別するために hat をつける。OX や TX の交換関係と ÔX の交換関係の関係

を見ておこう。力学変数 qi の上で二回変換を行うことにより、次の関係式が得られる。

[δ(εX
1 ), δ(εX

2 )]qi = εY
2 (TY )ijε

X
1 (TX)jkqk − [1 ↔ 2]

= −iεY
2 (TY )ij [εX

1 ÔX , qj ]− [1 ↔ 2]

= −[εX
1 ÔX , [εY

2 ÔY , qi]]− [1 ↔ 2]

= −[[εX
1 ÔX , εY

2 ÔY ], qi] (1.94)

最後にヤコビ恒等式を用いた。これが

εY
2 εX

1 fXY
ZOZΦi = i[εY

2 εX
1 fXY

ZÔZ ,Φi] (1.95)
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と等しいから iÔX は次のように OX や TX と同じ交換関係を満たす。

[iÔX , iÔY } = fXY
ZiÔZ (1.96)

ハミルトニアンは変換 δH(ε)qi = ∂tqi に対する保存電荷である。ただしこの場合には、δqi はラ

グランジアンを不変にするのではなく δL = dL/dt のように時間微分だけ変化させる。そのため保

存電荷の定義に補正項を付け加える必要がある。ルジャンドル変換によってハミルトニアンを与え

る式 (1.68) の第２項 −L はこのような補正項と解釈できる。

相対論的な場の理論では、ラグランジアン L(qi, q̇i) はラグランジアン密度 L(φi, ∂µφi) の空間
積分として与えられる。ラグランジアン密度を不変に保つ対称性に対する電荷は次のように与えら

れる。

εXÔX =
∫ (∑

i

δφi
∂L

∂∂0φi

)
d3x (1.97)

右辺の括弧の中身は電荷密度を与えている。これは次のように定義されるカレントの t成分である。

εXJµ
X =

∑

i

δ(εX)φi
∂L

∂∂µφi
(1.98)

このノートでは、ある対称性の変換則が与えられたときに、それに対応するカレントの規格化は

(1.98) によって決めることにする。ラグランジアン密度が変換 δ(εX) で不変であればカレント保
存則 ∂µJµ

X = 0 が成り立つ。カレントの定義には不定性があり、ある保存カレント Jµ
X に対して

次のように定義した別のカレント J ′µX もやはり保存則を満足する。

J ′µX = Jµ
X + ∂νXµν , Xµν = −Xνµ. (1.99)

しばしば (1.98) の定義から直接求めたカレントよりも、この不定性を用いて付加項を付け加えた
ものを用いるほうが便利な場合がある。

このように定義したカレントは、微分を共変微分 D
(G)
µ φ = ∂µφ − δ(Aa

µ)φ で置き換える操作に
よって系をゲージ化したとき、

L = L0 −Aa
µjµ

a +O(A2) (1.100)

のようにゲージ場と結合する。ただし L0 はゲージ化する前のゲージ場を含まないラグランジア

ンである。逆に、系をゲージ化したラグランジアンが与えられているとき、カレントを (1.100) に
よって読み取ることができる。

場の理論のハミルトニアンは次のように与えられる。

H =
∫ (

φ̇i
∂L
∂φ̇i

− L
)

d3x (1.101)

括弧の中はハミルトニアン密度であり、次のように定義されるエネルギー運動量テンソルの一成分

になっている。

Tµ
ν = −

(
∂µφi

∂L
∂∂νφi

− δν
µL

)
, H = −

∫
T0

0d3x (1.102)

ここで、右辺にマイナスをつけたのは、η00 = −1 と定義したときに T 00 がエネルギー密度そのも

のになるようにするためであるが、ここでは計量の符号は特に決めないことにする。運動量 P̂µ を

P̂µ = −
∫

Tµ
0d3x (1.103)
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と定義すれば、対応する変換は次のように与えられる。

δφi = [iP̂µ, φi] = ∂µφi (1.104)

これは計量の符号のとり方に依存しない式である。H と等しいのは P0 であることに注意。もし

計量を η00 = −1 ととると、P 0 は −H に等しいことになる。

(1.102) によって定義されたエネルギー運動量テンソルに対して、一般のカレントの場合と同様
に、保存則を損なうことなく付加項を加えることができる。

Tµ
ν = T ′µ

ν + ∂ρXµ
νρ, Xµ

νρ = −Xµ
ρν . (1.105)

(1.102) によって与えられるエネルギー運動量テンソルは必ずしも対称ではないが、この付加項を
付け加えることで対称にすることができる。さらに、Tµν は対称であるという条件を課したとして

も次のような項を付加する任意性がある。

T ′µν = Tµν + (∂µ∂ν − ∂2ηµν)X (1.106)

系が共系対称性を持つ場合には、この自由度を用いてエネルギー運動量テンソルをトレースレスに

することができる。

1.4 重力場

1.4.1 スピン接続と捩率

局所ローレンツ系の添え字のみを持ち、大域座標の添え字を持たないテンソル V に対して、そ

の共変微分 D
(ω)
µ V を次のように定義する。

D(ω)
µ V = ∂µV + ωµV (1.107)

接続 ωµ は局所ローレンツ群のリー代数に値を取り、スピン接続と呼ばれる。D(ω) によって表さ

れる共変微分は、たとえそれが大域座標の添え字を持つテンソルに作用する場合であっても、特に

明示しない限りスピン接続のみを含み、アフィン接続は含まないとする。あとで定義するように、

アフィン接続を含む共変微分には文字 ∇ を用いることにする。共変微分 D(ω) が大域座標の添え

字を持つテンソル（例えば em̂
µ など）に作用する場合には、大域座標の添え字が反対称化されてい

ないと共変ではなくなる。また逆に、共変である場合には大域座標の添え字について反対称化され

ているので、外微分形式を用いるのが便利である。

捩率の定義は、外微分形式を用いれば次のように与えることができる。

T m̂ = D(ω)em̂ = dem̂ + ωm̂
n̂
∧ en̂ (1.108)

上で述べたように、共変微分 D(ω) は局所ローレンツ系の添え字に作用するスピン接続 ωm̂
n̂
だけ

を接続として含み、大域座標の添え字に作用する接続は含まない。捩率の定義を、テンソル添え字

を露にして書くと次のようになる。

Tµν
m̂ = D(ω)

µ em̂
ν −D(ω)

ν em̂
µ = ∂µem̂

ν − ∂νem̂
µ + ωµ

m̂
n̂
en̂
ν − ων

m̂
n̂
en̂
µ (1.109)
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超重力理論においては、捩率はなんらかの拘束条件によって決定され、(1.109) を解くことによっ
てスピン接続 ω

µm̂n̂
を他の場の関数として表すことができる。

ω
λm̂n̂

= ω
λm̂n̂

(e) +
1
2
(T

m̂n̂−λ
− T

λm̂−n̂
+ T

λn̂−m̂
) (1.110)

ただし、ω
λm̂n̂

(e) は捩率を 0 として (1.109) を解いたときに得られるスピン接続であり、em̂
µ だけ

を用いて次のように与えられる。

ωλ−µν(e) =
1
2
(−e

νk̂
∂µek̂

λ + e
µk̂

∂νek̂
λ + e

νk̂
∂λek̂

µ − e
µk̂

∂λek̂
ν − e

λk̂
∂µek̂

ν + e
λk̂

∂νek̂
µ) (1.111)

（ただし、ω
µm̂n̂

を含む式を em̂
µ で書き換える場合、この式よりも (1.109) を用いるほうが便利なこ

とが多い。）

捩率 Tµν
m̂ が 0 でない場合、部分積分を行う際には注意が必要である。例えばラグランジアン

中に次の項があったとしよう。

L = eeµ

m̂
D(ω)

µ vm̂, L = eeµ

m̂
eν

n̂
D(ω)

µ Aν
m̂n̂. (1.112)

一つ目の項の vm̂ は任意のベクトルである。二つ目の項に含まれるテンソル Aν
m̂n̂ は二つの上付

き添え字の入れ替えについて反対称であるとしておく。こうすることにより下付きの添え字 µ と

ν の反対称部分だけがこの項に含まれ、D
(ω)
µ が添え字 ν に作用する接続を含んでいなくても共変

になる。捩率が 0 であるリーマン幾何においてはこれらの項は全微分項であり、運動方程式に影
響しない。実際、共変微分に含まれるスピン接続が (1.111) で与えられるとすれば、これらの項が
表面項であることを直接確認することができる。しかし捩率が 0 でない場合には次の公式が与え
るように全微分項ではないので注意が必要である。

eeµ

m̂
D(ω)

µ vm̂ = ∂µ(eeµ

m̂
vm̂) + eT

k̂m̂
k̂vm̂, (1.113)

eeµ

m̂
eν

n̂
D(ω)

µ Aν
m̂n̂ = ∂µ(A

k̂
µk̂) +

e

2
T

m̂n̂
k̂A

k̂
m̂n̂ + eT

k̂m̂
k̂A

l̂
m̂l̂. (1.114)

1.4.2 曲率テンソルとビアンキ恒等式

スピン接続 ω
µm̂n̂

が与えられると、それを用いて曲率テンソルを定義することができる。外微

分形式では、曲率テンソルの定義を次のように書くことができる。

R(ω) = D(ω) ∧D(ω) (1.115)

この式の右辺の微分は、何らかのテンソル φ に作用すると、φ に微分が作用する項が全て相殺し、

φ と、ローレンツ代数に属するテンソルの積の形で書くことができる。このテンソルが曲率テンソ

ルである。スピン接続を用いて曲率テンソルを表すと、

R(ω) = dω + ω ∧ ω (1.116)

となる。大域座標の添え字とローレンツ代数の添え字をあらわに書けば、次のようになる。

R
(ω)

µνm̂n̂
= ∂µω

νm̂n̂
− ∂νω

µm̂n̂
+ ω

µm̂k̂
ων

k̂
n̂
− ω

νm̂k̂
ωµ

k̂
n̂

(1.117)

スピン接続 ω
µm̂n̂

をどう取るかによって曲率テンソルも変化するが、どのスピン接続を用いて定

義された曲率テンソルかを明示したい場合には R(ω) のように書くことにする。
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リッチテンソルやスカラー曲率は次のように定義する。

R(ω)
µν = R

(ω)
λµ

λ
ν , R(ω) = gµνR(ω)

µν . (1.118)

この定義のもとで、球面のスカラー曲率は正になる。

式 (1.115) を多脚場 em̂ に作用させ、捩率の定義式 (1.108) を用いれば、次のビアンキ項等式が
得られる。

R(ω)m̂n̂ ∧ e
n̂

= D(ω)T m̂. (1.119)

添え字を全てあらわに書けば、

(R(ω)
µνρ

m̂ + D(ω)
µ Tνρ

m̂)|[µνρ] = 0. (1.120)

ただし、· · · |[µνρ] は示された 3 つの添え字に対する完全反対称化を意味する。この式は、曲率テ
ンソルの成分の一部が捩率によって書けてしまうことを意味している。曲率テンソルのどの成分が

このビアンキ項等式によって固定されるのかを見るために、全ての添え字を局所直交系のものに直

し、ローレンツ代数の規約表現に分解しよう。時空の次元を d とする。R
(ω)

m̂n̂p̂q̂
は、どのようなス

ピン接続を用いたとしても、すなわちどのような捩率があったとしても、定義より次の式を満足

する。

R
(ω)

m̂n̂p̂q̂
= −R

(ω)

n̂m̂p̂q̂
= −R

(ω)

m̂n̂q̂p̂
. (1.121)

つまり、前二つ、後ろ二つの添え字の対それぞれについて反対称である。このことを考慮すれば、

独立成分の数は (dC2)2 である。これは SO(d) の表現として以下のように規約分解することがで
きる。

2階反対称
(0, 1, 0, 0, · · ·) ⊗

2階反対称
(0, 1, 0, 0, · · ·)

=
ワイルテンソル
(0, 2, 0, 0, · · ·)S ⊕

混合
(1, 0, 1, 0, · · ·)A ⊕

4階反対称
(0, 0, 0, 1, · · ·)S

⊕
トレースレス 2階対称

(0, 2, 0, 0, · · ·)S ⊕
2階反対称

(0, 1, 0, 0, · · ·)A ⊕
スカラー

(0, 0, 0, 0, · · ·)S (1.122)

規約表現はウェイトベクトルを用いて表した。ここでは、群が十分大きく、ディンキン図形が十分

長い場合を想定した。ベクトルの成分の順序は図 1.1に示したようにディンキン図形上でもっとも
端にある頂点（すなわち、スピノル表現に対応する頂点からもっとも離れた頂点）に対応するもの

を先頭にし、そこからディンキン図形の頂点の順序と同じ順序でウェイトを並べた。添え字の A

... ...
1 2 3 4

n

n−1

n−2 n−1 n1 2 3 4

SO(2n) SO(2n+1)

図 1.1: SO(2n) および SO(2n + 1) のディンキン図形

と S は添え字の対 m̂n̂ と p̂q̂ の入れ替えについての対称部分、反対称部分を表す。

ビアンキ項等式 (1.120) は、3 つの添え字について反対称な 4 階テンソルとして現されているか
ら、次のように規約分解できる。

3階反対称
(0, 0, 1, 0, · · ·) ⊗

ベクトル
(1, 0, 0, 0, · · ·)=

混合
(1, 0, 1, 0, · · ·) ⊕

4階反対称
(0, 0, 0, 1, · · ·) ⊕

2階反対称
(0, 0, 0, 1, · · ·) (1.123)
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以上の規約分解を知っていると、何も計算せずに以下のことがわかる。まず、曲率テンソルの規

約分解では二階反対称テンソルは一つしか現れない。これはリッチテンソルの反対称部分である

が、ビアンキ項等式 (1.123) の中にこの表現が含まれているので、リッチテンソルの反対称部分は
捩率を用いて書けるはずである。また、(1.122) に含まれる規約成分のうち反対称部分（添え字 A

がついているもの）として現れる二つの規約表現はどちらもビアンキ項等式の分解に含まれてい

る。従って、反対称部分 R
(ω)

m̂n̂p̂q̂
−R

(ω)

p̂q̂m̂n̂
は捩率を用いて書くことができる。

実際にこれらの成分を捩率で与える式を書き下そう。その前に恒等式 (1.120) の捩率部分を表す
テンソル X

m̂n̂p̂
q̂ を導入して (1.120) を次のように書き換えておこう。

R
(ω)

m̂n̂p̂

q̂ + R
(ω)

n̂p̂m̂

q̂ + R
(ω)

p̂m̂n̂

q̂ = X
m̂n̂p̂

q̂ (1.124)

X
m̂n̂p̂

q̂ は 3 つの下付き添え字について完全反対称である。捩率を用いた定義は

X
m̂n̂p̂

q̂ = −3(D(ω)

m̂
T

n̂p̂
q̂ + T

m̂n̂
k̂T

k̂p̂
q̂)|

[m̂n̂p̂]
(1.125)

X の定義式 (1.125) の中に (1.120) には無い捩率の二次の項があるのは、添え字を局所座標系のも
のに書き換えたことによる。|

[m̂n̂p̂]
という記号は、それらの添え字を反対称化して、重みが 1 にな

るように規格化することを意味する。

まず、(1.124) の両辺で添え字 p̂ と q̂ を縮約すればリッチテンソルの反対称部分に対する次の式

が得られる。

R
(ω)

n̂m̂
−R

(ω)

m̂n̂
= X

m̂n̂p̂
p̂ (1.126)

また、次の式も (1.124) を直接代入することで示すことができる。

R
(ω)

m̂n̂p̂q̂
−R

(ω)

p̂q̂m̂n̂
=

1
2
(X

m̂n̂p̂q̂
+ X

n̂p̂q̂m̂
+ X

p̂m̂q̂n̂
+ X

m̂q̂n̂p̂
) (1.127)

さらに、(1.124) と (1.127) を組み合わせることにより、曲率テンソルの後ろ 3 つの添え字に対す
る反対称化も次のように捩率を用いて表すことができる。

R
(ω)

m̂n̂p̂q̂
+ R

(ω)

m̂p̂q̂n̂
+ R

(ω)

m̂q̂n̂p̂
=

1
2
(X

n̂p̂q̂m̂
+ X

m̂n̂p̂q̂
+ X

m̂p̂q̂n̂
+ X

m̂q̂n̂p̂
) (1.128)

1.4.3 アフィン接続

スピン接続だけでなく、アフィン接続まで含む完全な共変微分を ∇µ とする。局所ローレンツ

系の添え字、および大域座標の添え字を持つベクトルに対して、この共変微分は次のように定義さ

れる。

∇µvλ = ∂µvλ + Γλ
µνvν , ∇µvm̂ = ∂µvm̂ + ωµ

m̂
n̂
vn̂ (1.129)

Γµν
λ はアフィン接続と呼ばれる。二番目の式からも分かるように、作用するテンソルが大域座標

の添え字を持たない場合には D
(ω)
µ と ∇µ は同じである。

次の関係式は多脚場条件と呼ばれ、スピン束と接束が互いに多脚場を通して結びついていること

を表している。

0 = ∇µem̂
ν = D(ω)

µ em̂
ν − Γµν

λem̂
λ . (1.130)

多脚場条件 (1.130) と捩率の定義 (1.108) を組み合わせれば、アフィン接続の二つの下付き添え字
の反対称部分が捩率に他ならないことが示される。

Γµν
λ − Γνµ

λ = Tµν
m̂eλ

m̂
(1.131)
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Γµν
λ の対称部分を γµν

λ としよう。つまり、アフィン接続の対称部分と反対称部分への分解を次

のように置く。

Γµν
λ = γµν

λ +
1
2
Tµν

λ (1.132)

γµν
λ を求めるには、(1.130) から従う

0 = ∇λgµν = ∂λgµν − Γλµ
ρgρν − Γλν

ρgρµ (1.133)

に (1.132) を代入し、γµν
λ についてとけばよい。その結果、次の式を得る。

γλ
µν =

{
λ

µν

}
+

1
2
gλκ(Tκν−µ + Tκµ−ν) (1.134)

ただし、クリストッフェル記号は次のように定義される。
{

λ

µν

}
=

1
2
gλκ(∂µgκν + ∂νgκµ − ∂κgνµ) (1.135)

曲率テンソルはアフィン接続を用いても次のように定義することができる。

[∇µ,∇ν ]vρ = Rµν
ρ
σ[Γ]vσ − Tλ

µν∇λvρ, Rµν
σ

ρ[Γ] = ∂µΓσ
νρ + Γσ

µαΓα
νρ − (µ ↔ ν), (1.136)

ここで定義された曲率が多脚場を用いた添え字の変換でスピン接続を用いて (1.117) で定義された
曲率テンソルに一致することは、共変微分の交換関係を多脚場に作用させ、多脚場条件 (1.130) を
用いることで証明できる。すなわち、次の式が成り立つ。

ep̂
ρe

q̂
σR

µνp̂q̂
[ω] = Rµνρσ[Γ] (1.137)

1.4.4 アインシュタイン作用とエネルギー運動量テンソル

アインシュタイン作用に物質場の作用 Smatter を加えた次の作用で表される系を考えよう。

S =
1
k2

∫ √−gRddx + Smatter (1.138)

この係数に現れる k は重力相互作用の強さを表す定数である。この作用から gµν についての運動

方程式を求めると、次の式が得られる。

Rµ
ν −

1
2
δµ
ν R =

k2

2
Tµ

ν . (1.139)

この式の右辺に現れるエネルギー運動量テンソル Tµν は次のように定義される。

δSmatter = −1
2
√−gTµνδgµν =

1
2
√−gTµνδgµν . (1.140)

このことは、多脚場を em
µ = δm

µ + fm
µ とおいて fm

µ の高次の項を無視するような線形近似での重

力と物質場の結合が

Sint = fm
µ Tm

µ (1.141)

と与えられることを意味しており、これは内部対称性に対するカレントとゲージ場の結合 (1.100)
に対応する。
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アインシュタイン方程式 (1.139) とリッチテンソルに対するビアンキ恒等式を用いれば、エネル
ギー運動量テンソルは次の式を満足する。

0 =
√−g∇µTµν = ∂µ(

√−gTµ
0 )− 1

2
√−gTµν∂tgµν (1.142)

この式の最後の項は、空間を膨張、あるいは収縮させることに費やされるエネルギーを表してい

る。もし静的な重力場中であれば（つまり gµν がある座標 t に依存しなければ、）最後の項は消

え、次のカレント保存則が成り立つ。

∂µ(
√−g Tµ

0 ) = 0 (1.143)

従って次の式によって定義された全エネルギーは保存する。

E = −
∫ √−g T 0

0 dV (1.144)

係数をこのように取ることでこれが実際にエネルギー運動量テンソルに一致することを簡単な例

で見ておこう。ここでは圧力が 0 の非相対論的なガスについて見てみよう。これは静止した質量
を持った粒子の集まりとみなすことができる。その作用は

Smatter =
∑

particles

−m

∫ √−g00dt = −
∫ √−g00ρd4x. (1.145)

ここで、ρ は ρd3x が粒子数をあたえるような数密度に質量 m を掛けたものとして定義した質量

密度である。この作用は計量の g00 成分のみを含んでおり、計量による変分は次のように与えら

れる。

δSmatter =
1
2
√−g00ρg00δg

00 (1.146)

すなわち、T00 = −ρg00、あるいは T 0
0 = −ρ であり、ちょうどエネルギー密度に一致している。

1.4.5 線形近似

アインシュタイン作用

S =
1
k2

∫
dDx

√−gR (1.147)

を計量の変分の 2 次のオーダーまでについて展開し、弱い平面波の解を求めよう。背景計量を g
(0)
µν

として

gµν = g(0)
µν + hµν (1.148)

と置こう。Γλ
µν を hµν の 1 次まで計算すると次のようになる。

Γλ
µν = Γ(0)λ

µν + Hλ
µν +O(h2), Hλ

µν =
1
2
(∇(0)

µ hλ
ν +∇(0)

ν hλ
µ −∇(0)λhµν) (1.149)

この変分を Ricchi テンソルに施すと次の式が得られる。

Rµν = R(0)
µν +∇(0)

α δΓα
µν −∇(0)

µ δΓα
να + (Hα

αβHβ
µν −Hβ

αµHα
βν) +O(h3). (1.150)

アインシュタイン作用の展開を求める場合、
√−ggµν と Rµν の二つの部分の積として作用を表現

するのがよい。Ricchi tensor 部分の変分は与えたので、残りの部分の変分を求めると

√−ggµν =
√
−g(0)g(0)µν −

√
−g(0)

(
hµν − 1

2
g(0)µνg(0)αβhαβ

)
+O(h2). (1.151)
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が得られる。(1.150) と (1.151) の積としてアインシュタイン作用が得られるが、g
(0)
µν が運動方程

式を満足し R
(0)
µν = 0 であることを用いれば次の式が得られる。

1
k2

∫ √−gR =
1
k2

∫ √
−g(0)

[
g(0)µν(Hα

αβHβ
µν −Hβ

αµHα
βν)

−
(

hµν − 1
2
gµνgαβhαβ

)
(∇(0)

α Hα
µν −∇(0)

µ Hα
να)

]
+O(h3). (1.152)

ここで、背景が平坦である場合を仮定して共変微分を変微分で置き換え、変分の 2 次まで残せば、
作用の自由場部分が次のように与えられる。

L =
1

4k2
hµν(Pµρ

T P νσ
T − Pµν

T P ρσ
T )∂2hρσ. (1.153)

ただし、PT は次のように定義され、運動量の横波部分のみを取り出す射影演算子である。

Pµν
T = ηµν − ∂µ∂ν

∂2
. (1.154)

この演算子は微分の逆を含むので非局所的であり、∂2 6= 0 の場合のみ定義される。しかし (1.153)
の中で微分の逆を含む項は打ち消しあっており、局所的な作用になっている。

運動量を k とし、k+ のみが 0 でない座標をとろう。運動方程式より、次の成分が 0 であるこ
とがわかる。

hii = hi− = h−− = 0 (1.155)

さらに、線形化されたゲージ変換は次のように与えられる。

δhµν = kµξν + kνξµ. (1.156)

したがって添え字に + を含むものはゲージ変換の自由度であることがわかる。残るのは hij の非

トレース部分のみであり、独立成分の数は次のように与えられる。

d.o.f. of hµν =
1
2
(D − 1)(D − 2)− 1. (1.157)

1.4.6 ニュートンポテンシャル

線形近似を用いてニュートンポテンシャルを導こう。ここでは背景の時空はほとんど平坦である

と仮定し、計量を gµν = ηµν +hµν とおき、アインシュタイン方程式を hµν で展開しよう。(1.150)
より、hµν の一次までのオーダーで、次の式を得る。

δRµν =
1
2
(∂α∂µhα

ν + ∂α∂νhα
µ − ∂α∂αhµν − ∂µ∂νhα

α). (1.158)

d 次元時空の中で、p-ブレーンに平行な方向を xa、垂直な方向を xi とし、xa 方向の並進対称性

を仮定すると、hµν は xi のみに依存する。このとき、Rab 成分は次のように表される。

Rab = −1
2
∂k∂khab. (1.159)

エネルギー運動量テンソルの Tab 成分のみがゼロではないとし、xi にのみ依存するとすると、

アインシュタイン方程式から次の式を得ることができる。

∂k∂kha
b = k2

(
T a

b −
1

d− 2
δa
b T c

c

)
. (1.160)
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ブレーンが xi の原点に集中しているとし、

Tab = δ(xi)tab (1.161)

とおくと、この方程式の解は次のように与えられる。

ha
b = − k2

(d̃− 2)Ω
d̃−1

rd̃−2

(
tab −

1
d− 2

δa
b tcc

)
(1.162)

ただしブレーンの余次元を d̃ = d− p− 1 とおいた。とくに、ブレーン上でのローレンツ対称性が
破れていない場合には次のようになる。

ha
b = − k2

(d− 2)Ω
d̃−1

rd̃−2
tab (1.163)

(1.163) で与えられる p-ブレーンの背景上に、平行な test p-ブレーンを置いたときに、その
potential を求めておこう。エネルギー運動量テンソルが t′ab で与えられる試験 p-ブレーンの面積
あたりのポテンシャルエネルギーは、

V =
1
2
habt′ab (1.164)

で与えられる。ブレーン上の Lorentz 対称性が破れていないとした場合、すなわち tab = tδa
b およ

び t′ab = t′δa
b である場合には (1.163) を用いれば、ポテンシャルは次のように与えられる。

V = − (p + 1)k2

2(d− 2)Ω
d̃−1

tt′

rd̃−2
. (1.165)

特に 3 + 1 次元の particle の場合、すなわち d = 4、p = 0 の場合、t00 = −M、t′00 = −m と置

くと、試験粒子のポテンシャルエネルギーは

V = − k2

16π

mM

r
(1.166)

重力相互作用の強さを表す定数として k の代わりにNewton 定数 GN が用いられることもある。

これは (1.166) の右辺の係数として定義される。
また、アインシュタイン方程式を (1.139) のように書いたとき、その右辺の係数として定義され

る κ2 もしばしば用いられる。これらの間の関係は次のようになる。

k2 = 2κ2 = 16πGN (1.167)

ニュートン定数 GN は [L3/MT 2] の次元をち、GN を用いて定義されるプランク質量、プラン

ク長の値は以下のように与えられる。

MP =
√

ch̄

GN
= 2.176× 10−8kg, lP =

√
h̄GN

c3
= 1.616× 10−35m (1.168)
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第2章 大域的な超対称性

2.1 超ポアンカレ代数と超場

2.1.1 超ポアンカレ代数

超ポアンカレ代数は次の（反）交換関係によって定義される。

[Mµν ,Mρσ] = Mµσηνρ −Mµρηνσ −Mνσηµρ + Mνρηµσ, (2.1)

[Mµν , Pρ] = Pµηνρ − Pνηµρ, (2.2)

[Pµ, Pν ] = 0, (2.3)

[Pµ, Qα] = 0, (2.4)

[Mµν , Qα] =
1
2
(γµν)α

βQβ , (2.5)

{Qα, Qβ} = −1
4
(γµ)αβPµ. (2.6)

ここでは M、P、Q は §1.3.1で説明した意味において「生成子」ではなく「変換記号」である。
パラメータ (εµ, ξα, λµν) による無限小変換は次のように与えられる。

δΦ =
(

εµPµ + ξαQα +
1
2
λµνMµν

)
Φ

= −
(

εµTµ + ξαTα +
1
2
λµνTµν

)
Φ (2.7)

Tµ, Tα, Tµν はそれぞれ変換記号 Pµ、Qα, Mµν に対応する線形演算子で、対応する生成子は時空

座標 xµ に加えてグラスマン座標 θα を導入すれば次のように微分演算子として実現できる。

Tµ = −∂µ, (2.8)

Tµν = xµ∂ν − xν∂µ − 1
2
θα(γµν)α

β∂β , (2.9)

Tα = −
(

∂α +
1
8
(γµ)αβθβ∂µ

)
. (2.10)

ただし、グラスマン数の微分は ∂αθβ = δβ
α のように定義する。

座標 xµ と θα で張られる空間は超空間と呼ばれ、超空間上の場は超場と呼ばれる。超場に対す

る超対称変換則は次のように与えられる。

δΦ = ξα

(
∂α +

1
8
(γµ)αβθβ∂µ

)
Φ. (2.11)

2.1.2 ベクトル超場

超場 V に対して、超対称変換と矛盾しない次の拘束条件を課すことができる。

V = V ∗ (2.12)
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この拘束条件を満足する超場は実ベクトル場の自由度を含んでおり、実ベクトル超場、あるいは単

にベクトル超場と呼ばれる。ベクトル超場は次のように展開することができる。

V = B +
1
2
θαηα +

1
8
Cθαθα

+
1
2
θαηα − i

8
θα(γµ)αβθβvµ +

i

16
√

2
θαθαθβλβ

+
1
8
C∗θαθα − i

16
√

2
θαθαθβλβ +

1
128

θαθαθβθβD (2.13)

この展開式と (2.11) を用いれば、成分場に対する超対称変換を次のように決定することができる。

δB =
1
2
ξαηα +

1
2
ξαηα, (2.14)

δηα = −1
4
(γµ)αβξβ∂µB +

1
2
Cξα − i

4
(γµ)αβξβvµ, (2.15)

δC =
1
4
ξα(γµ)α

β∂µηβ +
i

2
√

2
ξβλβ , (2.16)

δvκ =
i

4
ξα(γµγκ)α

β∂µηβ −
i

4
ξα(γµγκ)α

β∂µηβ

− 1
2
√

2
ξα(γκ)αβλβ − 1

2
√

2
ξα(γκ)αβλβ , (2.17)

δλα = − i

2
√

2
(γµ)αβξα∂µC∗ +

1
4
√

2
(γµγκ)αβξβ∂κvµ +

i

2
√

2
ξαD, (2.18)

δD =
i

2
√

2
ξα(γµ)α

β∂µλβ − i

2
√

2
ξα(γµ)α

β∂µλβ (2.19)

2.1.3 ハミルトニアンの正値性

変換 Pµ および Qα に対応する演算子 P̂µ と Q̂α を次のように定義しよう。

PµΦ =
∂Φ
∂xµ

= i[P̂µ, Φ], QαΦ = i[Q̂α, Φ}. (2.20)

Φ は任意の場である。この定義のもとで、P̂µ はエルミートである。このことは、Φ を Φ† に置き
換えても同じ式が成り立つことを要請することで示される。一方 Q̂α については、変換パラメータ

が実数ではないので、変換パラメータまで含めた ξαQ̂α の形にして初めてエルミートになる。

ξαQ̂α = (ξαQ̂α)† (2.21)

ξ はマヨラナスピノルであることから ξ = −i(γ0C)T ξ∗ が成り立つことを用いれば、Q̂α に対して

次の式が得られる。

(Q̂α)† = −i(γ0)αβQ̂β (2.22)

反交換関係 (2.6) は、演算子の反交換関係として次のように読みかえられる。

{Q̂α, Q̂β} =
i

4
(γµ)αβP̂µ (2.23)

この式の両辺に −i(γ0)αβ を掛けると、

{Q̂α, (Q̂α)†} = P̂0 (2.24)

となる。この式の左辺は正定値である。従って、大域的な超対称性を持つ理論のハミルトニアンは

正定値である。
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2.2 カイラル多重項

2.2.1 カイラル超場

4 次元の時空上で複素スカラー場 φ とマヨラナフェルミオン χ からなる系を考えよう。これら

はどちらも実で数えて 2 の自由度を持っている。この二つの場からなる超対称多重項はカイラル
多重項と呼ばれる。off-shell の自由度を比較すると、ボゾンの自由度が 2 だけ不足しているので、
さらに、複素スカラーの補助場 F を導入する。カイラル多重項に対して二通りの方法で自由度を

数えてみると表 2.1のようになる。

表 2.1: カイラル多重項の成分場の自由度。全て実数で数えた。補助場 F は on-shell の自由度を持
たないが、これは運動方程式を用いて消去できることを意味している。

φ χ F

on-shell 2 2 0
off-shell 2 4 2

このカイラル多重項を超場を用いて表すためには、まず超対称変換 (2.11) と可換な次の微分演
算子を定義する。

Dα = ∂α − 1
8
(γµ)αβθβ∂µ (2.25)

これを用いて、超場に対して次の拘束条件を課すことができる。

DαΦ = 0 (2.26)

Dα は超対称変換と可換であるから、この拘束条件は超対称変換によって保たれる。従って、この

条件を満足する超場は超対称多重項を与え、カイラル多重項と呼ばれる。

カイラル超場を扱う場合、次のユニタリー変換を用いると便利である。

U = exp
(

1
8
θα(γµ)αβθβ∂µ

)
(2.27)

微分演算子 Dα はこれを用いて次のように表すことができる。

Dα = U∂αU−1 (2.28)

従って、カイラル条件 (2.26) を満足する超場 Φ を次のように与えることができる。

Φ(θ) = U Φ̃(θα) (2.29)

ただし、Φ̃ は座標 θ の片方のカイラリティの部分にのみ依存する関数である。

θα は成分を二つしか持たないから、3 つ以上の θα の積は 0 である。同じ理由で、微分 ∂α を 3
回以上続けて任意の超場に作用させると 0 になる。同様のことが共変微分 Dα についても成り立

つことが (2.28) を用いることで示される。

DαDβDγ = U∂α∂β∂γU−1 = 0. (2.30)

この式は、任意の超場に Dα を二回作用させるとカイラル超場になることを意味している。
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カイラル超場は成分場 (φ, χ, F ) を用いて次のように展開できる。

Φ(θ) = U

(
φ +

1
2
θαχα +

1
8
Fθαθα

)

= φ +
1
2
θαχα +

1
8
Fθαθα

+
1
8
θα(γµ)αβθβ∂µφ +

1
32

θγθγθα(γµ)α
β∂µχβ

+
1

256
θαθαθβθβ∂µ∂µφ (2.31)

カイラル超場の成分場に対する超対称変換を決定しよう。そのために、超対称変換の微分演算子

を Φ̃ に作用する形にユニタリー変換すると、つぎのようになる。

U−1ξα

(
∂α +

1
8
(γµ)αβθβ∂µ

)
U = ξα∂α +

1
4
ξα(γµ)αβθβ∂µ (2.32)

この微分演算子を Φ̃ に作用させれば、次の超対称変換を得る。

δΦ̃ =
1
2
ξαχα +

1
2
θα

(
−1

2
(γµ)αβξβ∂µφ +

1
2
Fξα

)
+

1
16

ξα(γµ)α
β∂µχβθγθγ (2.33)

これを (2.31) と比較すれば、成分場の超対称変換が次のように与えられることがわかる。

δφ =
1
2
ξαχα, (2.34)

δχα = −1
2
(γµ)αβξβ∂µφ +

1
2
Fξα, (2.35)

δF =
1
2
ξα(γµ)α

β∂µχβ (2.36)

あとで計算するときに便利なように DαV と DαΦ の展開式を与えておく。

DαV =
1
2
ηα

+
1
4
Cθα

−1
8
(γµ)αβθβ(ivµ + ∂µB)

+
1
32

(θγ(γν)γδθ
δ)

[
−(γµγν)α

β∂µηβ −
√

2i(γν)α
βλβ

]

− 1
64

(γµ)αβθβ(θγθγ)∂µC

− 1
32

(θγθγ)
[
(γµ)α

β∂µηβ +
√

2iλα

]

− i

128

[
(γµγν)α

βθβ∂µvν + 2iDθα

]
(θγθγ)

− i

256
√

2
(γµ)α

β∂µλβ(θγθγ)(θδθδ) (2.37)

DαΦ =
1
2
χα

+
1
4
Fθα

−1
4
(γµ)αβθβ∂µφ
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+
1
16

(γνµ)α
β∂µχβ(θγ(γν)γ

δθδ)

− 1
64

(γµ)αβθβ(θγθγ)∂µF

+
1
64

θα(θβθβ)∂µ∂µφ

− 1
512

(θβθβ)(θγθγ)∂µ∂µχα (2.38)

2.2.2 F 項および D 項ラグランジアン

カイラル多重項の F 成分の超対称変換は全微分の形をしており、4 次元時空で積分すれば表面
項を除き 0 になる。従って、その実部を取れば超対称変換で不変な作用として採用することがで
きる。そこで、カイラル多重項の F 成分を取り出す操作を [Φ]F と表そう。つまり、[· · ·]F は

[1]F = [θα]F = 0, [θαθα]F = 8. (2.39)

となるような線形演算子であり、(2.31) のように展開されるカイラル超場 Φ については、その F

成分を与える。

[Φ]F = F. (2.40)

ベクトル超場、あるいは任意の超場についても、D 成分を見てみると変換が全微分であるから、

やはり超対称変換で不変なラグランジアンとして求めることができる。任意の超場が与えられたと

きに、その D 成分を抜き出す演算子 [· · ·]D を次のように定義する。

[θαθαθβθβ ]D = 128. (2.41)

このとき (2.13) のベクトル多重項に対して

[V ]D = D (2.42)

が成り立つ。D 項と F 項は次のように関係している。

[V ]D = 4[DαDαV ]F + (∂ · · ·). (2.43)

右辺第 2項は積分して作用を作ったときには寄与しない表面項である。
これらを用いて具体的にカイラル多重項のラグランジアンを構成してみよう。運動項は次のよう

に与えることができる。

1
2
[Φ∗Φ]D = 2[DαDαΦ∗Φ]F + (∂ · · ·)

= +
1
4
φ∂µ∂µφ∗ +

1
4
φ∗∂µ∂µφ− 1

2
∂µφ∂µφ∗

+
1
2
χα(γµ)αβ∂µχβ +

1
2
χα(γµ)αβ∂µχβ

+FF ∗

= −∂µφ∂µφ∗ + χα(γµ)αβ∂µχβ + FF ∗ + (∂ · · ·). (2.44)

さらに一般の、カノニカルではない運動項を与えるには、ケーラーポテンシャルと呼ばれる、カイ

ラル超場の実関数K(Φ, Φ∗) を用いて、その D 成分を取ればよい。

1
2
[K(Φ∗, Φ)]D = −Kij(∂µφi)(∂µφ∗j)
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+
1
2
Kijχ

i
α(γµ)αβ∂µχj

β +
1
2
Kijχ

i
α(γµ)αβ∂µχj

β

+
1
2
Kijk(χi

α(γµ)αβχj
β)(∂µφ∗k) +

1
2
Kijk(χi

α(γµ)αβχj

β
)(∂µφk)

+KijF
iF ∗j +

1
2
KijkF i(χj

αχαk) +
1
2
Kijk(χi

αχαj)F ∗k

+
1
4
Kijkl(χ

i
αχαj)(χk

αχαl) + (∂ · · ·). (2.45)

ただし、微分を添字によって表す表記法を用いた。例えば Kij は次の微分を表す。

Kij =
∂2K

∂φi∂φ
j
. (2.46)

また、相互作用項は次のようにカイラル多重項の正則関数W の F 項として与えることができる。

Lpot = −[W (Φ)]F + c.c.

= −WiF
i − 1

2
Wij(χi

αχjα) + c.c. (2.47)

ここで用いた正則関数 W は超ポテンシャルと呼ばれる。

2.2.3 スカラー多様体

ケーラーポテンシャル K の D-term として与えられる作用 (2.45) の中からスカラー場 φi (およ
びその複素共役)の運動項を抜き出すと、次のようになる。

Lkin = −Kij∂µφi∂µφ
j

(2.48)

空間座標についての φi の依存性を無視し、φi が時間だけの関数であるとすると、これは、φi を

座標とし、Kij を計量とするようなある空間上の質点の運動を表すラグランジアンとみなすことが

できる。この、質点が運動する背景の空間を、スカラー多様体と呼ぶ。

カイラル多重項のスカラー場は複素であるから、スカラー多様体は複素多様体であり、計量が関

数 K の微分 Kij によって与えられている。このような計量を持つ多様体は Kähler 多様体と呼ば
れ、関数 K は Kähler ポテンシャルと呼ばれる。前の節では超場を用いることで直接スカラー多
様体の計量がケーラーポテンシャルの微分として与えられることを見た。この節では同じことを成

分形式で導いてみよう。つまり、スカラー多様体の計量をスカラー場の任意関数としてスカラー場

とフェルミオン場の運動項を書き、超対称変換の下での不変性を要請することでスカラー多様体が

ケーラーで無ければならないことを導く。

ここでは、質量の無い 2n 個の実スカラー場 φa と n 個のワイルフェルミオン χ̂i よりなる補助

場を含まない理論を考える。最も一般のラグランジアンは次のように与えられる。

L = Lφ + Lλ + · · · , (2.49)

Lφ = −1
2
gab∂µφa∂µφb, (2.50)

Lχ = i(χ̂iσµ∂µχ̂
i
)− ifa

ĵ
î
(∂µφa)(χ̂iσµχ

ĵ
). (2.51)

gab と f
âi

ĵ はスカラー場の関数で、gab は二つの添え字について対称な実行列、f
âî

j は添え字 î と

ĵ について反エルミート行列である。フェルミオンについては、適当な変数変換を行い、運動項を
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カノニカルにしてあるものとする。（フェルミオンの添え字の hat は運動項がカノニカルであり、
GL(n,C) ではなく U(n) によって変換されることを表す。）· · · はフェルミオンについて 4 次以上
の項を表している。以下の解析はフェルミオンについて低次の項だけが必要である。

超対称変換を次のように置く。

δφa = Ca

î
(ξχ̂i) + C

âi
(ξχ̂

i
), (2.52)

δχ̂i = −iD
î

aσµξ∂µφa + · · · , (2.53)

δχ̂
i

= iD
âi

σµξ∂µφa + · · · . (2.54)

ξ が変換パラメータである。Ca

î
と Da

î
はスカラー場の関数であり、C

âi
と D

âi
はその複素共役で

ある。フェルミオン変換則の · · · はフェルミオンについて高次の項を含む。ここではこれらの項は
無視する。

スカラー場に対して超対称変換を二回行うことにより、

[δ1, δ2]φa = i(Ca

î
D

î

b + C
âi

D
b̂i

)(ξ1σ
µξ2 − ξ2σ

µξ1)∂µφb, (2.55)

[δ1, δ2]χ̂i = iD
î

aCa

ĵ
(ξ1σ

µξ2 − ξ2σ
µξ1)∂µχĵ +

i

2
D

î

aC
âj

σµσρσ∂µχ
ĵ
(ξ1σ

ρσξ2)

− i

2
D

î

aCa

ĵ
σνσµ∂µχĵ)(ξ1σ

νξ2 − ξ2σ
νξ1) (2.56)

フェルミオンに対する式の二行目は運動方程式によってフェルミオンの高次の項を除き 0 になる。
これらが超対称代数から要請される式

[δ1, δ2]φa =
i

4
(ξI

1σµξ2I − ξI
2σµξ1I)∂µφa (2.57)

（およびフェルミオンに対する同様の式）と一致することを要請すれば

Ca

î
D

î

b + C
âi

D
b̂i

=
1
4
δa
b , D

î

aCa

ĵ
=

1
4
δ̂i

ĵ
, D

î

aC
âj

= 0. (2.58)

ここで、添え字 î を導入し、上付き（下付き）添え字の î が下付き（上付き）添え字の î と等価

であるとしよう。言い方をかえれば、エルミート計量 Ĝ
îj

= G
î̂j

= δij を導入し、これにより添え

字を上げ下げすることにしよう。さらに

CaÎ = (C
ai

, Ca
i ) = (C

ai
, Cai), DÎ

a = (D
î

a, D
âi

) = (D
î

a, Dî
a) (2.59)

のように添え字 Î = (̂i, î) を用いて C と D を正方行列として表すと、上の式は

G
ÎĴ

CaÎDĴ
b =

1
4
δa
b , DÎ

aCa

Ĵ
=

1
4
δÎ

Ĵ
(2.60)

とまとめることができる。

Lφ と Lχ の超対称変換は次のように与えられる。（パラメータ ξ を含む部分だけを書いた。実

際には ξ を含む複素共役も存在する。）

δLφ = gabC
b

î
(ξχ̂i)(∂µ∂µφa + Γa

cd∂µφc∂µφd), (2.61)

δLχ = −(χ̂iσµσνξ)[D
âi

∂µ∂νφa + (∂µD
âi
− (∂µφb)fb

ĵ
î
D

âj
)(∂νφa)] (2.62)

Γa
cd は gab から作ったクリストッフェル記号である。∂2φ を含む項は

(ξχ̂i)(gabC
b

î
−D

âi
)∂µ∂µφa (2.63)
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であるから、これが相殺するためには

gabC
bÎ = DÎ

a (2.64)

でなければならない。

(2.60) と (2.64) をあわせれば 2DÎ
a はスカラー多様体上の多脚場に他ならないことがわかる。す

なわち、gab = eÎ
aeĴ

b G
ÎĴ
を満足する eÎ

a を用いてDÎ
a と CaÎ は次のように置ける。

DÎ
a =

1
2
eÎ
a, CaÎ =

1
2
gabeÎ

a. (2.65)

δL の中で (∂φ)2 を含む項は整理すると

− (χ̂iσµσνξ)(∂µφb)(∂bDâi
− fb

ĵ
î
D

âj
− Γc

baD
ĉi

)(∂νφa) (2.66)

となるので、次の式が成り立たなければならない。

∂beâi
− fb

ĵ
î
e
âj
− Γc

bae
ĉi

= 0 (2.67)

これは fb
ĵ
î
がスカラー多様体上のスピン接続に他ならないということを示している。このスピン

接続は U(n) のリー代数に値をとる。従ってスカラー多様体のホロノミーは U(n) である。このよ
うな多様体は複素多様体である。これは以下のように示すことができる。

次のように J2 = −1 を満足する概複素構造を定義することができる。

Ja
b = iea

î
êi
b − ieâie

b̂i
(2.68)

こうやって定義された概複素構造が積分可能かどうかを調べるには Nijenhuis tensor

N(X,Y ) = [X, Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ] (2.69)

を計算すればよい。X と Y は任意のベクトル場であり、[∗, ∗] は Lie 括弧

[X, Y ] = Xb∂bY
a − Y b∂bX

a (2.70)

である。N(X, Y ) 中で微分が X や Y に作用する項は相殺しており、N(X, Y ) = Na
bcX

bY c∂a に

よって成分 Na
bc を定義すれば次のように与えられる。

Na
bc = −Ja

d∂cJ
d
b + Ja

d∂bJ
d
c − Jd

b∂dJ
a

c + Jd
c∂dJ

a
b (2.71)

Newlander-Nirenberg theorem によれば、Na
bc = 0 であることが概複素構造が積分可能、すなわち

概複素構造が複素構造であるための必要十分条件である。計量が導入されている場合、Na
bc の定義

式中の微分を共変微分にしてもよい。（アフィン接続を含む項は相殺する。）

Na
bc = −Ja

d∇cJ
d
b + Ja

d∇bJ
d
c − Jd

b∇dJ
a

c + Jd
c∇dJ

a
b (2.72)

従って、Ja
b が共変的に一定である場合には複素多様体である。(2.68) のように定義された J は

明らかに共変的に一定であるから、スカラー多様体は複素多様体である。

従って、

J i
j = iδi

j , J i
j = iδi

j
, J i

j = J i
j = 0 (2.73)
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となるような複素座標 φi を導入することができる。この座標系では

êj
i = êj

i
= gij = gij = 0 (2.74)

が成り立つ。(2.73) が共変的に定数であるということはアフィン接続の混合成分（すなわち正則添
え字と反正則添え字を両方持つもの）が 0 であるということである。すなわち

Γi
jk

= Γi
jk

= Γi
jk

= Γi
jk = 0 (2.75)

である。さらにこのとき、

0 = 2gjlΓ
l
ik

= gij,k − gik,j (2.76)

であるが、この式はある関数 Ki を用いて

gij = Ki,j (2.77)

と（少なくとも局所的には）表せることを意味している。さらに gij = gji より、Ki = K,i のよう

にスカラー関数 K を用いて表すことができる。従って、gij = K,ij である。このような多様体は

ケーラー多様体と呼ばれる。

カイラル多重項の運動項を見てみると、スカラー多様体のケーラーポテンシャルは、計量 Kij お

よびその微分としてのみ現れる。従って、ケーラーポテンシャルに対する次の変換はカイラル多重

項の運動項ラグランジアンを不変に保つ。

K(φ, φ∗) → K ′(φ, φ∗) = K(φ, φ∗)− 4f(φ)− 4f∗(φ∗). (2.78)

ただし f(φ) はスカラー多様体上の任意の正則関数である。係数はあとで都合のいいように取った。
この変換はケーラー変換と呼ばれる。

フェルミオンについて χ̂i = êi
iχ

i のように変数変換すると、フェルミオンの高次の項を無視すれ

ば変換則は次のように超場形式で得られた結果に一致する。

δφi =
1
2
ξχi, δχi = − i

2
σµξ∂µφi, δχi =

i

2
σµξ∂µφ∗i. (2.79)

スカラー場の運動項 (2.50) およびフェルミオン運動項 (2.51) は次のように書くことができる。

Lφ = −gij∂µφi∂µφj , (2.80)

Lχ = igij(χ
iσµ∂µχj) + igij(χ

iσµχk)Γj

lk
(∂µφl). (2.81)

第２項を得るのに (2.67) および (2.75)を用いた。これも部分積分で現れる表面項を除き超場形式
で得られた結果を再現している。(2.81) の二項目の相互作用項には、スカラー多様体上のアフィン
接続が現れている。この点については次の節でもう少し詳しく見る。

2.2.4 Kähler 多様体

複素座標 za と za で張られる複素多様体を考えよう。複素座標を取っているので計量の次の成

分は 0 である。
gab = gab = 0. (2.82)
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共変的に一定な複素構造を持った複素多様体をケーラー多様体と呼ぶ。複素構造が共変的に一定で

あるということは、テンソルの正則成分と反正則成分が平行移動で混ざらないことを意味してい

る。すなわち、クリストッフェル記号の混合成分は 0 になる。

Γc
ab = Γc

ab
= Γc

ab = Γc
ab

= Γc
ab = Γc

ab
= 0. (2.83)

これらは計量 gab に対する積分可能条件になっており、計量はあるスカラー関数 K を用いて次の

ように表すことができる。

gab = K,ab. (2.84)

このような関数 K はケーラーポテンシャルと呼ばれる。ケーラーポテンシャルを用いれば、クリ

ストッフェル記号の 0 でない成分は次のように表すことができる。

Γa
bc = gadK,bcd, Γa

bc
= gadK,bcd. (2.85)

曲率テンソルもクリストッフェル記号と同様に、正則成分と反正則成分を混ぜるような成分は 0 で
ある。このことをもちいれば 0 でない成分は Rab

c
d と、添え字の入れ替えや添え字の上げ下げで

得られるものだけである。この成分はケーラーポテンシャルを用いて次のように与えられる。

Rab
c
d = −∂bΓ

c
ad. (2.86)

全ての添え字を下げたものは次のようになる。

Rabcd = Kabcd −KefKeacKfbd (2.87)

さらに、リッチテンソルは次のように簡単な形に表すことができる。

Rbd = −∂bΓ
a
ad = −1

2
∂b∂d log g. (2.88)

d = 2n 次元の Kähler 多様体上で共変的に定数である複素構造が定義できるということは、そ
のホロノミー群が複素構造を不変に保つことを意味している。このことから、Kähler 多様体のホ
ロノミー群が U(n) かその部分群であることが結論される。逆にホロノミー群が U(n) の部分群で
あるときには共変的に定数な I を定義することができ、Kähler 多様体である。

2.2.5 スカラー多様体上の共変性

ラグランジアン (2.48) は、スカラー場の正則な変数変換

φi → φ′i = φ′i(φi) (2.89)

のもとでその「形」を変えない。見かけ上の形は変わらないが、ケーラーポテンシャルの具体的関

数形は変化する。ラグランジアンはケーラーポテンシャルの関数形まで決めて初めて決まるもので

あるから、変数変換 (2.89) はラグランジアンの対称性ではない。（このことと、時空座標の座標変
換が一般相対性理論のアインシュタイン作用を不変にすること、すなわち理論の対称性であること

との違いに注意すること。これは座標変換によってテンソル場、例えば計量は変化するが、計量は

理論を決めたときに決まるものではなく、運動方程式を解くことで与えられる、力学的な自由度で

あるからである。）このような、モジュライ空間上の座標変換に対する共変性を明らかにしておく

と、超重力理論の作用を構成する上で都合がよい。[1]
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スカラー多様体上の座標変換 (2.89) の元で、他の成分場がどのように変換されるかを見てみよ
う。まず、フェルミオン ψi であるが、φ′i の超対称変換則が φ と同じ形になることを仮定してそ

の超対称パートナーとして χ′i を定義しよう。δφ′i は次のように与えられる。

δφ′i =
1
2

∂φ′i

∂φj
ξχj (2.90)

従って、χ′i が次のようになることが読み取れる。

χ′i =
∂φ′i

∂φj
χj . (2.91)

同様の関係式は、(2.89) を単にカイラル超場に対する変換式

Φ′i = Φ′i(Φi) = U

[
φ′i +

1
2

∂φ′i

∂φj
(θχj) +

1
8

(
∂φ′i

∂φj
F j − 1

2
∂2φ′i

∂φj∂k
(χjχk)

)
θ2

]
(2.92)

に格上げし、そのフェルミオン成分を抜き出すことによっても得ることができる。関係式 (2.91)
は、フェルミオン場 χi がスカラー多様体上のベクトルとして振舞うことを意味している。

カイラル超場に対する変換式 (2.92) から補助場成分を抜き出すことによってスカラー多様体上
の座標変換の下での補助場 F i についての変換則を決めると、

F ′i =
∂φ′i

∂φj
F j − 1

2
∂2φ′i

∂φj∂φk
χjχk (2.93)

となる。従って、F i はスカラー多様体上のベクトルとしては変換しない。しかし次のように定義

された F i
cov はスカラー多様体上でベクトルとして振舞う。

F i
cov = F i − 1

2
Γi

jkχjχk. (2.94)

成分場で書いたときにスカラー多様体上の座標変換の下での共変性を露にするためには、超場を成

分場で展開したあとに補助場 F i をここで定義された F i
cov で書き直す必要がある。

次に、超対称変換則がスカラー多様体上で共変な形に書けているかを見てみよう。まず、スカ

ラー場の超対称変換 (2.34) はスカラー場の値を変化させるが、ケーラーポテンシャルなど、スカ
ラー多様体上で定義された関数は（理論を決めた時点で与えられているので）変化しない。従っ

て、(2.34) によるスカラー場の値の変化はスカラー多様体上の座標変換ではなく、点の移動を表す
と考えるべきである。ここで、移動されるのは、4 次元時空から φi(xµ) という写像によってスカ
ラー多様体上に与えられた 4 次元時空の像である。つまり、スカラー多様体上の 3-ブレーンの移
動とみなすことができる。

フェルミオン場 χi は、このブレーン上で定義されているので、超対称変換に伴うブレーンの移

動によって、スカラー多様体の中を移動することになる。上で述べたように、フェルミオン場はス

カラー多様体上でベクトルとして振舞うから、スカラー多様体上での座標変換の元での共変性を保

つためには、この移動はスカラー多様体上のアフィン接続 Γk
ij を用いて定義される平行移動とみな

すべきである。すなわち、スカラー場の超対称変換は、スピノル場に対して次の変換を引き起こす。

δ‖χi = −δφkΓi
klχ

l. (2.95)

この変化分を打ち消してフェルミオンの超対称変換 (2.35) を再現するためには、フェルミオンを
(2.95) に加えてさらに次のように変換する必要がある。

δcovχi ≡ δχi + δφkΓi
klχ

l. (2.96)
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これは、χi に対する超対称変換を、スカラー多様体上の座標変換に対して共変化したものになっ

ている。例えば (2.96) とモジュライ空間上のベクトル vi の共変微分 ∇iv
j = ∂iv

j + Γj
ikvk を比較

すると同じ形になっていることがわかる。

χi など、スカラー多様体上のベクトルの、時空座標に対する微分を行う際にも、同様の項を付加

する必要がある。すなわち、時空座標が変化すると一般には φi(xµ) によって定義されるスカラー
多様体上の点も変化するため、スカラー多様体上でベクトルとして振舞う場に対しては次のように

スカラー多様体上のアフィン接続を含む項を付加して共変化しなければならない。

D(M)
µ vi ≡ ∂µvi + (∂µφk)Γi

klv
l. (2.97)

以上のことを踏まえて、カイラル多重項のフェルミオンと補助場の変換則の δcov 部分を見てみ

よう。フェルミオンの変換則 (2.96) に対して変換則 (2.34) および (2.35) を代入すると

δcovχi = − i

2
σµξ∂µφi +

1
2
ξF i +

1
2
(ξχk)Γi

klχ
l

= − i

2
σµξ∂µφi +

1
2
ξF i

cov (2.98)

が得られる。二行目へ移るにはフィルツ変換を用いて Γi
kl を含む項が (2.94) にある F i

cov の定義に

含まれる項に一致することを示せばよい。F i
cov の変換則は、補正項の Γi

jk も変換されることに注

意すれば

δcovF i
cov ≡ δF i

cov + δφkΓi
klF

l
cov

= δ

(
F i − 1

2
Γi

jkχjχk

)
+ δφkΓi

klF
l
cov

=
i

2
∂µχiσµξ − Γi

jk(χjδχk)− 1
2
δφl(∂lΓi

jk)χjχk − 1
2
δφ∗l(∂lΓ

i
jk)χjχk

+δφkΓi
klF

l
cov (2.99)

この第２項をさらに変形しよう。

− Γi
jk(χjδχk) = −Γi

jkχj(δcovχ
k − δφlΓk

lmχm)

=
i

2
Γi

jk(χjσµξ)∂µφk − 1
2
Γi

jk(χjξ)F k
cov + δφlΓi

jkΓk
lm(χjχm) (2.100)

(2.100) を再び (2.99) に戻せば、(2.100) の第１項は (2.99) の第１項と組み合わさって (2.97) で
定義された共変微分 D

(M)
µ を含む項が得られる。(2.100) の第 2項は (2.99) の第 5項を相殺する。

(2.100) の第 3項はフィルツ変換を用いると −(1/2)δφjΓi
jkΓk

lm(χlχm) と書き換えることができる
が、これは (2.99) の第 5項を相殺することがケーラー多様体上で成り立つ式 ∂iΓ

j
kl + Γj

imΓm
kl = 0

を用いると示される。さらにケーラー多様体では ∂lΓ
i
jk = Rlj

i
k が成り立つので δcovF i

cov は結局

次のように与えられる。

δcovF i
cov =

i

2
D(M)

µ χiσµξ − 1
2
δφ∗lRlj

i
k(χjχk). (2.101)

まとめておこう。
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カイラル多重項の変換則¶ ³

スカラー多様体上の一般座標変換の下での共変性が明らかなカイラル多重項のスカラー場の

変換則は

δφi =
1
2
ξχi (2.102)

と与えられる。フェルミオンおよび補助場はスカラー多様体上でベクトルとして振舞う。スカ

ラー場の超対称変換に伴う変化分を別にした超対称変換 δcov は、次のように与えられる。

δcovχi = − i

2
σµξ∂µφi +

1
2
ξF i

cov, (2.103)

δcovF i
cov =

i

2
D(M)

µ χiσµξ − 1
2
δφ∗lRlj

i
k(χjχk). (2.104)

µ ´
ラグランジアンについても、モジュライ空間上の正則座標変換のもとでの共変性を明らかにして

おこう。まず (2.45) によって与えられる運動項であるが、フェルミオンを含む項を

i

2
Kij(χ

iσµ∂µχj) +
i

2
Kijk(χiσµχj)(∂µφ∗k) =

i

2
Kij(χ

iσµD(M)
µ χj) (2.105)

のようにまとめることができる。微分を含まない項については F i
cov を用いて書き換えれば

KijF
iF ∗j − 1

2
KijkF i(χjχk)− 1

2
Kijk(χiχj)F ∗k +

1
4
Kijkl(χ

iχj)(χkχl)

= KijF
i
covF

∗j
cov −

1
4
KijΓ

i
klΓ

j
mn(χkχl)(χmχn) +

1
4
Kklmn(χkχl)(χmχn) (2.106)

となる。フェルミオンの 4 次の二つの項の係数は次のようにスカラー多様体上の曲率テンソルに
まとまる。

Kklmn −KijΓ
i
klΓ

j
mn = ∂kKlmn − (∂kKil)Γ

i
mn = Kil∂kΓi

mn = Rkmln (2.107)

これらを用いて、運動項ラグランジアン (2.45) を完全に書き換えれば次のようになる。

1
2
[K(Φ∗, Φ)]D = −Kij(∂µφi)(∂µφ∗j)

+
i

2
Kij(χ

iσµD(M)
µ χj)− i

2
Kij(χ

iσµD(M)
µ χj)

+KijF
i
covF

∗j
cov +

1
4
Rijkl(χ

iχk)(χjχl) (2.108)

ポテンシャル項 (2.47) については、補助場を F i
cov を用いて書き換えると、超ポテンシャルの二

階微分が共変微分になる。

− [W (Φ)]F = −(∂iW )F i
cov −

1
2
(∂iW )Γi

jk(χjχk) +
1
2
(∂i∂jW )(χiχj)

= −(∂iW )F i
cov +

1
2
(D(M)

i ∂jW )(χiχj) (2.109)

このように、運動項、ポテンシャル項ともにスカラー多様体上の正則座標変換の元で共変な形に

書き換えることができる。

2.2.6 U(1)R 変換

一般に、超対称性を持つ理論の運動項は、ボゾン場はそのままでフェルミオン場の位相を回転さ

せる変換に対する不変性を持っている。このような変換はボゾンとフェルミオンに対して異なる作
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用をするので超対称性と可換ではない。超対称性と非可換なボゾン的対称性は一般に R-対称性と
呼ばれる。

R-対称性は superfield を用いて表すと θ を回転するような変換として表すことができる。たと

えば、上記の作用 Lkin はカイラル superfield に対する次の変換によって表される U(1) 対称性を
持っている。

φi → φi, ψi → eiαψi, F ′i → e2iαF ′i. (2.110)

これは、superfield を用いると次のように表すことができる。シフトする前の補助場 F i も F ′i と

同じ変換をする。

Φ(x, θ) → Φ′(x, θ) = Φ(x, eiαθ). (2.111)

しばしば、この対称性のほかに Φ 全体を Φ → eiβΦ のように回転する対称性が存在する場合が
ある。superpotential W が存在すると、これらの対称性は破れるが、二つを適当に組み合わせた

対称性は残っている場合がある。その対称性を R-対称性と呼ぶ場合もある。たとえば、一番最初
にあげた自由な複素スカラー場とマヨラナフェルミオンからなる系はスカラー場だけを回転させ

る対称性を持っていたが、これもこのような R-対称性である。superfield を用いればこの変換は
Φ(x, θ) → e−iαΦ(x, eiαθ) と表すことができる。一般に、superpotential で書かれた相互作用ラグ
ランジアン LW を R-対称性で不変に保つためには、W は次のように変換すればよい。

W → e−2iαW. (2.112)

それぞれの場に対する電荷をまとめておくと、次のようになる。

ξ φ χi F i vµ λa Da W

R 1 0 −1 −2 0 1 0 2
(2.113)

後に超重力理論の作用を構成する際に、U(1)R 対称性は重要な役割を果たす。

2.3 ゲージ多重項

2.3.1 ゲージ場についての約束

大域的な対称性

δ(εa)φ = iεaTaφ (2.114)

をゲージ化するためには、ゲージ場を導入し、ラグランジアン中の微分を共変微分

D(G)
µ = ∂µ − iAµ = ∂µ − iAa

µTa (2.115)

に置き換えればよい。U(1) ゲージ群の表現は全て一重項であり、その生成子は対角行列であり、共
変微分を次のように書くことができる。

D(G)
µ = ∂µ − iAµTU(1) = ∂µ − iqAµ. (2.116)

随伴表現に属する場 φ に対する共変微分は次のように書くことができる。

D(G)
µ φ = ∂µφ− i[Aµ, φ]. (2.117)
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Ta はリー群の生成子であり、ここではエルミート行列として定義される。場の強さを表す２階テ

ンソル Fµν は、共変微分の交換関係として次のように定義される。

Fµν = i[D(G)
µ , D(G)

ν ] = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν ] = F a
µνTa. (2.118)

成分を用いて書くと、

F a
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ − fbc

aAb
µAc

ν (2.119)

結合定数 fab
c はその成分が実数になるように次のように定義した。

i[Ta, Tb] = fab
cTc. (2.120)

ちなみに、上の式で定義された構造定数は次のように置くことで随伴表現の生成子とみなすことも

できる。

i(T adj
b )a

c = fbc
a. (2.121)

これらの場の強さを用いれば、ゲージ場の運動項は次のように書くことができる。

Lgauge = − 1
4g2

F a
µνF a,µν . (2.122)

上記の方法で共変化されたラグランジアン密度からゲージ場の 1 次の項を抜き出すと、次のよ
うにカレントとゲージ場の結合が現れる。

∑

i

(−iAa
µTaφi)

∂L0

∂µφi
= −Aa

µJµ
a (2.123)

ただし、L0 はゲージ化する前のラグランジアン密度であり、Jµ
a は §1.3.2 で定義されたカレント

である。

完全反対称テンソルは次のように定義される。

ε0123 = +1. (2.124)

ωµ は次のように定義される Chern-Simons 形式である。

ωµ = εµνρσ

(
Aa

ν∂ρA
a
σ −

1
3
fabcA

a
νAb

ρA
c
σ

)
(2.125)

2.3.2 複素化された結合定数

運動項が次のように与えられる U(1) ゲージ場 Aµ の理論について考えよう。

S0 =
∫

d4x

[
− 1

4g2
FµνFµν − θ

32π2
εµνρσFµνF ρσ

]
(2.126)

ゲージ場の強さは Fµν = ∂µAν − ∂νAµ によって与えられる。電荷や磁荷をもつ粒子が無ければ第

2 項は位相項であって物理的な意味をもたない。しかし、電荷、磁荷を持つ粒子が存在する場合に
は重要な意味を持つ。一般の電荷 q、磁荷 qm を持つ粒子と背景のゲージ場との結合が次のように

与えられるとする。

SJ = −
∫

(qAµ + qmÃµ)dxµ, q, qmZ (2.127)
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Ãµ は Aµ の双対場であって、その場の強さ F̃µν = ∂µÃν − ∂νÃµ は大雑把には Fµν のホッジ双対

である。より厳密な Fµν と F̃µν の関係を与えることがここでの目的の一つである。電荷 q と磁荷

q̃ は常に整数であるようにゲージ場の規格化を定義する。qm 6= 0 の粒子が存在する場合、Aµ と

Ãµ を同時に扱う必要があるので、作用を書くのは難しい。そこで qm 6= 0 である粒子はプローブ
としてのみ扱うことにする。つまり、Aµ についての運動方程式を解く際には qm 6= 0 の粒子は無
視する。

qm = 0 の粒子のみを考慮すると、作用全体は次のように与えられる。

S = S0 − q

∫
Aµdxµ, q ∈ Z (2.128)

同じラグランジアンを次のように書くことでカレント jµ を定義する。

S = S0 −
∫

d4xAµjµ (2.129)

この作用から得られう Aµ に対する運動方程式は、次のようになる。

jµ = ∂ν

(
− 1

g2
Fµν − θ

8π2
εµνρσFρσ

)
(2.130)

カレント jµ の時間成分を空間積分したものが電荷 q となる。従って、粒子の電荷は次のように与

えることもできる。

Z 3 q =
∫

d3xj0 =
∫

d3x∂k

(
− 1

g2
F 0k − θ

8π2
ε0klmFlm

)

=
∮

dSk

(
− 1

g2
F 0k − θ

8π2
ε0klmFlm

)
(2.131)

次に、磁荷を持つ粒子を考えよう。q = 0 のとき、その粒子と背景ゲージ場の結合は次のように
与えられる。

Smag = −qm

∫
Ãµdxµ, qm ∈ Z (2.132)

磁荷が整数になるように Ãµ は規格化されている。これが 2π のシフトの不定性を除き一意的に定

義できるためには、任意の閉曲面上での積分に対して次の条件が満足されなければならない。
∮

dSk

(
1
2
ε0klmF̃lm

)
∈ 2πZ (2.133)

閉曲面の内部に荷電粒子が存在したとしてもこの条件は成り立たなければならない。内部に荷電粒

子がある場合の積分は (2.131) の関係を満足する。このとき常に (2.133) の条件が成り立つように
するには双対場の強さ F̃µν を単に Fµν のホッジ双対としてはだめで、次のように与えなければな

らないことが分かる。
1
2
ε0klmF̃lm = 2π

(
1
g2

F 0k +
θ

8π2
ε0klmFlm

)
(2.134)

あるいは、ローレンツ共変な形に書けば次の関係式を得る。

1
2
εµνρσF̃ ρσ =

2π

g2
Fµν +

θ

4π
εµνρσF ρσ (2.135)

この両辺に ε テンソルを掛けることで次のようにも書ける。

F̃µν = − 2π

2g2
εµνρσF ρσ +

θ

2π
Fµν (2.136)
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(2.135) と (2.136) の線形結合を取ることで次のように書くことができる。

F̃ (+)
µν =

(
θ

2π
+

2πi

g2

)
F (+)

µν (2.137)

ただし、反対称テンソルの自己双対部分 F
(+)
µν と反自己双対部分 F

(−)
µν は次のように定義される。

F (±)
µν =

1
2

(
Fµν ± i

2
εµνρσF ρσ

)
(2.138)

F̃
(±)
µν についても全く同様である。(2.138) に現れる複素係数を τ とする。すなわち、τ を次のよ

うに定義する。

τ =
θ

2π
+

2πi

g2
(2.139)

これは複素化されたゲージ結合定数と呼ばれる。

g や θ の代わりに、τ を用いて作用 (2.126) を書き換えよう。（反）自己双対テンソルの積につ
いて次の式が成り立つ。

F (±)
µν F (±)µν =

1
2

(
FµνFµν ± i

2
εµνρσFµνF ρσ

)
, F (+)

µν F (−)µν = 0 (2.140)

一つ目の式は複合同順である。これは次のように書き換えることができる。

FµνFµν = F (+)
µν F (+)µν + F (−)

µν F (−)µν , (2.141)
i

2
εµνρσFµνF ρσ = F (+)

µν F (+)µν − F (−)
µν F (−)µν (2.142)

これらを用いれば位相項まで含めた作用は次のように書くことができる。

S0 =
∫

d4x

[
i

4
τ̃F (+)

µν F (+)µν − i

4
τ̃∗F (−)

µν F (−)µν

]
= −1

2
Im

∫
d4x(τ̃F (+)

µν F (+)µν) (2.143)

ただし、作用中に 2π が現れることを防ぐために τ を次のようにリスケールした τ̃ を定義した。

τ̃ =
1
2π

τ. (2.144)

2.3.3 超場による構成

4 次元においてベクトル場は on-shell での自由度 2 を持っており、マヨラナフェルミオンと同
数であるから、ベクトル場 Aa

µ とマヨラナフェルミオン λa からなる超対称性の多重項を考えるこ

とができる。これをベクトル多重項と呼ぶ。ベクトル場はゲージ群の随伴表現に属しているから、

λa も同じく随伴表現に属している必要がある。

超対称性変換がラグランジアンに依存しないようにするためには補助場を導入しておくのがよ

い。どのような補助場を導入するべきかは off-shell の自由度をボゾンとフェルミオンの間で比較
することで推測できる。off-shell の自由度は Aa

µ が 3（ゲージ変換の自由度は除かれている。）、λa

が 4 であるから、不足しているボゾンの自由度を補うために実のスカラー場 Da を導入する。Da

もやはりゲージ群の随伴表現に属している。

このような多重項を超場を用いて記述するにはベクトル超場を用いる。ただし、ベクトル超場に

は上記の成分場よりも多くの成分場が含まれているから何らかの方法で多すぎる自由度を減らす必

要がある。これは、ゲージ対称性のパラメータを超場に格上げすることで解決する。
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表 2.2: ベクトル多重項の成分場の自由度。vµ の自由度からはすでにゲージ変換の分が除かれてい

ることに注意。

Aa
µ λa Da

on-shell 2 2 0
off-shell 3 4 1

まずはじめに U(1) の大域的対称性をゲージ化して U(1) ゲージ理論を得ることを考えよう。カ
イラル超場のラグランジアン (2.44) は、大域的な U(1) 変換 Φ → eiαΦ のもとで不変である。こ
れをゲージ対称性に格上げすることを考えよう。この場合、変換パラメータを座標 xµ のみではな

く θα にも依存する関数としておくのが自然である。ただし、φ がカイラル超場であるという性質

を保つためには、変換パラメータも同様にカイラル超場である必要がある。ここでは変換パラメー

タを Λ とし、Φ が次のように変換されるものとしよう。

Φ → Φ′ = eqΛΦ. (2.145)

ただし q は超場 Φ の U(1) 電荷である。この変換に対して不変になるよう、ラグランジアン (2.44)
を次のように変更する。

L =
1
2
[Φ∗e−2qV Φ]D (2.146)

ただし、V はゲージ変換のもとで次のように変換されるベクトル超場である。

δgaugeV =
1
2
(Λ + Λ∗) (2.147)

ここで導入された超場 V はゲージ場の役割を果たす。実際カイラル多重項 Λ を (2.31) のように
その成分で展開すれば、(2.147) のゲージ変換が成分場 vm に対してちょうど U(1) のゲージ変換
として作用することを確かめることができる。

ゲージ群が U(1) ではなく、非アーベルゲージ群の場合のゲージ多重項もほとんど U(1) の場合
と同様に構成することができる。まず、カイラル多重項が次のように変換されるとする。

Φ → Φ′ = eΛΦ. (2.148)

ただし、Φ はゲージ群のある表現に属する多成分のカイラル超場であり、Λ はリー代数に値を取る
カイラル多重項である。Λ ≡ ΛaTa を qΛ に置き換えれば U(1) の場合に帰着する。そして、ゲー
ジ不変な運動項が U(1) ゲージ理論の場合と類似の形

Φ†e−2V Φ (2.149)

になると仮定しよう。ここではベクトル超場 V もリー代数に値をとる。この運動項のゲージ不変

性のためにはベクトル多重項のゲージ変換が次のように与えられる必要がある。

e−2V → e−2V ′ = e−Λ†e−2V e−Λ (2.150)

U(1) の場合と異なり、Λ†、Λ、V は互いに可換ではないために全体を一つの e の肩にそのまま乗

せてはならない。
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ゲージ変換 (2.150) は Λ が無限小の微小量である場合次のようになる。

− δe−2V = 2
∫

dte−2tV δV e−2(1−t)V = Λ†e−2V + e−2V Λ (2.151)

両辺に右から e2V を掛け、左辺の被積分関数を e−2tV δV e2tV = e2tVadjδV と書き換えれば積分を

実行できて
1− e−2Vadj

Vadj
δV = Λ† + e−2VadjΛ (2.152)

従って δV は次のように与えられる。

δV =
Vadj

1− e−2Vadj
Λ† +

Vadj

e2Vadj − 1
Λ

=
1
2

(
1 + Vadj +

1
3
V 2

adj

)
Λ† +

1
2

(
1− Vadj +

1
3
V 2

adj

)
Λ +O(V 3)

=
1
2

(
Λ + Λ† + [V, Λ− Λ†] +

1
3
[V, [V, Λ + Λ†]]

)
+O(V 3) (2.153)

(2.147) あるいは (2.153) のゲージ変換を用いることで、ベクトル多重項の成分場のうち幾つか
を 0 に置くことができる。ここでは以下のゲージ (Wess-Zumino ゲージ)をとる。

B = η = C = 0 (2.154)

Wess-Zumino ゲージは超対称変換のもとで不変ではない。実際、(2.154) を満足する超場を超対
称変換すると、η や C の成分が 0 でなくなることがわかる。

δV = − i

8
θα(γm)αβξβvm +

i

16
√

2
θαθαξβλβ + · · · (2.155)

従って、変換パラメータ Λ を次のようにとってゲージ変換 (2.147) あるいは (2.153) を行いゲージ
を取り直す必要がある。

Λc =
i

4
θα(γm)αβξβvm − i

8
√

2
ξβλβθαθα − i

64
θγθγθα(γmγn)αβξβ∂mvn (2.156)

この結果、Wess-Zumino ゲージを保つ超対称変換 δWZ = δ + δgauge が次のようになる。

ベクトル多重項の変換則¶ ³

ディラック表示では次のように与えられる。

δWZvµ = − 1
2
√

2
ξα(γµ)αβλβ − 1

2
√

2
ξα(γµ)αβλβ , (2.157)

δWZλα = − 1
4
√

2
(γµν)αβξβFµν +

i

2
√

2
ξαD, (2.158)

δWZD =
i

2
√

2
ξα(γµ)α

βD(G)
µ λβ − i

2
√

2
ξα(γµ)α

βD(G)
µ λβ (2.159)

ワイル表示では変換則は次のように与えられる。

δva
µ =

1
2
√

2
(−iξσµλ

a
+ iλaσµξ),

δλa =
i

2
√

2
ξDa − 1

2
√

2
F\ a

2ξ,

δDa =
1

2
√

2
(ξσµD(G)

µ λ
a

+ ξσµD(G)
µ λa). (2.160)

µ ´
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以前に与えた (Wess-Zumino ゲージをとらない) 超対称変換と比較すると、δλ に含まれるベクト

ル場がゲージ不変な場の強さの形で現れていることがわかる。

ただし、ゲージ対称性に対する共変微分 D
(G)
µ は随伴表現に属する場 λ に対して次のように定

義する。

D(G)
µ λ = ∂µλ− i[vµ, λ]. (2.161)

また、ゲージ場の強さは次のように定義される。

Fµν = ∂µvν − ∂νvµ − i[vµ, vν ] (2.162)

次に、ラグランジアンを構成するために、ゲージ共変なカイラル多重項 Wα を定義することを

考えよう。λα を初項とするスピノルカイラル超場は次のように定義することができる。

Wα = −2
√

2iDβDβ(e2V Dαe−2V ) (2.163)

ここで、上付き添え字の微分演算子は、左から θα で微分し、得られた式の下付き添え字を上げた

ものである。つまり、次の式が成り立つ。

Dαθβ = Dγ1γαθβ = 1γαδβ
γ = 1βα (2.164)

成分場で表した式は、Wess-Zumino ゲージの V を代入すれば簡単に得ることができる。非アーベ

ルゲージ群の場合に Wα をベクトル超場の成分場を用いて表すために、まず次のように書き換え

よう。

Wα = 4
√

2iDβDβ

∫ 1

0

dte2tV (DαV )e−2tV

= 4
√

2iDβDβDαV + 4
√

2iDβDβ [V,DαV ] +O(V 3) (2.165)

右辺第１項は V について線形であり、U(1)の場合はこれ以外の項は消える。その場合Wess-Zumino
ゲージの V を代入すれば

Wα
U(1) = 4

√
2iDβDβDαV

= U

(
λα − 1

4
√

2
(γmn)α

βθβFU(1)
mn +

i

2
√

2
θαD − 1

8
(θγθγ)(γm)α

β∂mλβ

)
(2.166)

ただしこの式の中の場の強さ F はゲージ場 v に対して線形であり F = dv と与えられる。Wess-
Zumino ゲージでは、非アーベル群の場合でも O(V 3) 項は 0 である。従ってあとは第２項を計算
すればよい。第２項に Wess-Zumino ゲージの V を代入すると、次のようになる。

4
√

2iDβDβ [V, DV α] = U

(
i

4
√

2
(γmn)α

βθβ [vm, vn] +
i

8
(θγθγ)(γm)α

β [vm, λβ ]
)

(2.167)

これを (2.166) とあわせれば、非アーベル群の場合の Wα が次のように得られる。

Wα = U

(
λα − 1

4
√

2
(γmn)α

βθβFmn +
i

2
√

2
θαD − 1

8
(θγθγ)(γm)α

βD(G)
m λβ

)
(2.168)

この場は U(1) の場合にはゲージ不変であるが、非アーベルゲージ群の場合にはWα はゲージ変

換 (2.150) のもとで次のように随伴表現として変換される。

Wα → W ′α = eΛWαe−Λ. (2.169)
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このゲージ変換が Wα がカイラル超場であるという性質を保つことに注意しよう。

ここで定義された Wα はゲージ共変であり、超場 V の場の強さに相当するものである。二つ掛

けてトレースを取れば、次のようにゲージ不変なスカラーを得ることができる。

1
2

tr[WαWα]F = tr
[
−λα(γµ)α

βD(G)
µ λβ − 1

4
FµνFµν − i

8
εµνρσFµνFρσ +

1
2
D2

]
(2.170)

これを用いてラグランジアンは以下のように与えることができる。まず、運動項は次のように与え

られる。

Lvector
kin = − 1

2g2
Re[W aW a]F

=
1
g2

(
−1

4
F a

µνF aµν + iλaσµD(G)
µ λ

a
+

1
2
DaDa

)
. (2.171)

次の作用は位相的、すなわちいかなる無限小変換に対しても不変である。当然超対称変換に対して

も不変である。

Lvector
top = − θ

2(2π)2
Im[W aW a]F

= − θ

8(2π)2
εµνρσF a

µνF a
ρσ = − θ

2(2π)2
∂µωµ. (2.172)

(2.171) と (2.172) をまとめて表すのに複素パラメータ

τ̃ =
θ

(2π)2
+

i

g2
(2.173)

を導入するのが便利である。τ̃ を用いると、二つのラグランジアンの和は Lvector
kin + Lvector

top =
− 1

2 Im[τ̃ δabW
aW b]F と書くことができる。この式では τ̃ は F 項を取り出す記号の中に含まれて

いるので、カイラル多重項がある場合には τ̃ をカイラル多重項の正則関数に一般化することがで

きる。さらに τ̃ δab をより一般の行列 τ̃ab に一般化することもできる。これらの一般化を行ったラ

グランジアンを以下に与える。

ベクトル多重項の運動項¶ ³

Lvector = −1
2

Im[τ̃abW
aW b]F

= Im τ̃ab

[
1
2
DaDb +

i

2
(λaσµD(G)

µ λ
b
)− i

2
(D(G)

µ λaσµλ
b
)− 1

4
F a

µνF bµν

]

+Re τ̃ab

[
1
2
D(G)

µ (λaσµλ
b
)− 1

8
iσµνρσF a

µνF b
ρσ

]

+
[ 1
2
√

2
λa(Db + iF\ b

2)τ̃ab,iχ
i

+
i

4
(λaλb)

(
τ̃ab,iF

i
cov −

1
2
D

(M)
i ∂j τ̃ab(χiχj)

)
+ h.c.

]
(2.174)

µ ´
カイラル superfieldの正則関数 τ̃ab は周期関数、あるいはゲージ運動項関数 (gauge kinetic function)
と呼ばれる、後でみるように、電磁双対性を考える場合には

τab = 2πτ̃ab (2.175)

を用いるほうが自然であるが、ここではラグランジアン中に 2π が何度も現れるのを避けるために

τ̃ab を用いる。
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2.3.4 Fayet-Iliopoulos 項

ζ がリー群の中心に属するパラメータであれば、次のラグランジアンは超対称性変換及びゲージ

変換のもとで不変である。

Lvector
FI = −ζa[V a]D = −ζaDa. (2.176)

これは Fayet-Iliopoulos 項と呼ばれる。このラグランジアンが実であるためには、パラメータ ζa

は実でなければならない。

この FI 項を含むラグランジアンと変換則から、補助場の運動方程式を用いて補助場を消去して
みよう。ラグランジアンは

L = −1
2

Im[τ̃abW
aW b]F − ζa[V a]D

= (Im τ̃ab)
(
−1

4
F a

µνF bµν + iλaσµD(G)
µ λ

b
)

+
1
2
(Im τ̃ab)DaDb − ζaDa. (2.177)

である。運動方程式を解くと、補助場が次のように与えられる。

Da = (Im τ̃−1)abζb. (2.178)

これを上記のラグランジアンに代入すれば FI パラメータはエネルギーを定数ずらすだけであるか
ら、重力を含まない理論においては無視することができる。（ここでは τ̃ab は場に依存しないとい

う仮定をしている。）すると、ラグランジアンは次のように与えられる。

L = (Im τ̃ab)
(
−1

4
F a

µνF bµν + iλaσµD(G)
µ λ

b
)

(2.179)

変換則に対しても代入すれば、

δAa
µ =

1
2
√

2
(−iξσµλ

a
+ iλaσµξ), δλa =

i

2
√

2
ξ(Im τ̃−1)abζb − 1

2
√

2
F\ a

2ξ. (2.180)

補助場を消去すると、FI パラメータは (2.180) 中の λa の変換則にのみ含まれる。このとき、ζa

は必ずしも実数である必要は無い。ζa を任意の複素数としてもラグランジアン (2.179) はやはり
超対称変換 (2.180) のもとで不変である。
実は、パラメータ ζa の虚部はゲージ場 F a

µν の双対場である F̃aµν に対して導入された FI パラ
メータであるとみなすことができる。このことを見やすくするために、§7.4.2で導入される電荷行
列を用いて複素に拡張した FI パラメータを

ζi = Ma
i ζa + Miaζ̃a (2.181)

と定義しよう。すると、ゲージーノの変換則は

δλa = − 1
2
√

2

(
F\ (+)a

2 − iMa
i gijζ∗

j

)
ξ. (2.182)

と書くことができる。従って、(F (+)a
2 , F̃

(+)
2a ) を Sp(2k, Z) の 2k 表現として変換する双対変換のも

とで (ζa, ζ̃a) も 2k 表現として変換される。（詳しくは §7.4.2を参照のこと。）この理由により、ζa

と ζ̃a はしばしば電気的 FI パラメータおよび磁気的 FI パラメータと呼ばれる。
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2.4 荷電カイラル多重項

2.4.1 Wess-Zumino ゲージ

Wess-Zumino ゲージを保つためのゲージの取り直しは、電荷を持つカイラル多重項の超対称変
換にも影響を与える。カイラル多重項に対するゲージ変換が

δgaugeΦ = ΛΦ. (2.183)

と与えられるとしよう。ただし、Λ はリー代数に値をとる変換パラメータである。より一般には、
スカラー多様体上の任意の正則なアイソメトリーをゲージ化することが可能であるが、ここでは

(2.183) のように線形変換の形で与えられるもののみを考えることにする。
超対称変換の結果破れた Wess-Zumino ゲージを回復するためのゲージの取り直し (2.156) の効

果を求めると、

δgaugeΦ̃ = Λ̃Φ̃

= 2
(

i

8
θα(γm)αβξβvm − i

16
√

2
ξβλβθαθα

)(
φ +

1
2
θαχα +

1
8
Fθαθα

)

=
i

4
θα(γm)αβξβvmφ− i

8
√

2
ξβλβθαθαφ +

i

16
θδθδξ

α(γm)αβvmχβ (2.184)

従って、Wess-Zumino ゲージを保つ超対称変換は、カイラル多重項に対して次のように作用する。

δWZφ =
1
2
ξαχα, (2.185)

δWZχα = −1
2
(γm)αβξβD(G)

m φ +
1
2
Fξα, (2.186)

δWZF =
1
2
ξα(γm)α

βD(G)
m χβ − i√

2
ξβλβφ (2.187)

ゲージの取り直しであらわれる、ベクトル場を含む補正項のおかげで微分が共変微分

D(G)
µ φ = ∂µφ− ivµφ, D(G)

µ χ = ∂µχ− ivµχ. (2.188)

に置き換わっている。

さて、こうして得られた変換則をスカラー多様体上の共変性が明らかな形に書き換えておこう。

補助場 F i を (2.94) によって定義される F i
cov で書き換えると、

カイラル多重項の変換則¶ ³

カイラル多重項の変換則




δφi =
1
2
ξχi

δcovχi = − i

2
σµξD(G)

µ φi +
1
2
ξF i

cov,

δcovF i
cov =

i

2
D(M,G)

µ χiσµξ − 1
2
δφ

j
Rjk

i
l(χkχl)− i√

2
(ξλ

a
)(Ta)i

jφ
j .

(2.189)

µ ´
F i

cov の変換則中に現れる共変微分 D
(M,G)
µ は、スカラー多様体上の正則座標変換とゲージ変換に

ついて共変化された微分であり、次のように定義される。

D(M,G)
µ χi = ∂µχi + (D(G)

µ φj)Γi
jkχk − iva

µ(Ta)i
jχ

j (2.190)
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次に、荷電カイラル多重項の運動項ラグランジアンを与えよう。一般のケーラーポテンシャル

K(Φ, Φ∗) によって記述される系の場合にはΦ∗ をすべて Φ∗e−2V aTa で置き換えればよい。(2.145)
のもとで Φ∗e−2V → Φ∗e−2V e−2Λ のように変換されるから、次のラグランジアンは局所的ゲージ

変換で不変である。

カイラル多重項の運動項¶ ³

カイラル多重項の運動項

Lkin =
1
2
[K(Φ, Φ∗e−2V )]D

= −KijD
(G)
µ φiD(G)µφ

j
+ iKij(χ

iσµD(G,M)
µ χj) + KijF

i
covF

j

cov

+
1
4
Rijkl(χ

iχk)(χjχl)

−1
2
DaKi(Ta)i

jφ
j − 1

2
Daφ

i
(Ta)i

jKj

−
√

2iφ
i
(Ta)i

jKjk(λaχk) +
√

2i(χiλ
a
)Kij(Ta)j

kφk. (2.191)
µ ´
ポテンシャル項 (2.47) については、微分を含まないので、ゲージ化に際して修正の必要はない。

2.4.2 補助場の運動方程式とポテンシャル

次のラグランジアンを考える。

L = kinetic terms of chiral mult. (2.191)

+ potential terms (2.109)

+ kinetic terms of gauge mult. (2.174)

+ FI terms (2.176) (2.192)

この中には、F i
cov と Da が補助場として含まれている。それらの運動方程式を解こう。まず、ラ

グランジアンの中から F i
cov を含む部分を抜き出すと

L = KijF
i
covF

∗j
cov +

(
−WiF

i
cov +

i

4
(λaλb)τ̃ab,iF

i
cov + c.c.

)
(2.193)

従って、運動方程式を解くと、

F ∗icov = Kij

(
Wj − i

4
τ̃ab,j(λaλb)

)
(2.194)

次に、ラグランジアンの中から Da を含む項を抜き出すと

L =
1
2

Im τ̃abD
aDb

−1
2
DaKi(Ta)i

jφ
j − 1

2
Daφ

i
(Ta)i

jKj

+
1

2
√

2
Db

(
τ̃ab,i(λaχi) + τ̃∗

ab,i
(λ

a
χi)

)

−ζa
DDa. (2.195)
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が得られる。従って、Da についての運動方程式の解は

Da = (Im τ̃−1)ab

[
1
2

(
Ki(Tb)i

jφ
j + φ

i
(Tb)i

jKj

)
− 1

2
√

2

(
τ̃bc,i(λcχi) + τ̃∗

bc,i
(λ

c
χi)

)
+ ζa

]

(2.196)
ケーラーポテンシャルがゲージ不変であることを表す式

Ki(Tb)i
jφ

j = φ
i
(Tb)i

jKj (2.197)

を用いると、前半部分を一つの項にまとめることもできる。

これらを再びラグランジアンに代入することで、ポテンシャル項を得ることができる。フェルミ

オンを含む項を無視すると、

V = KijF
iF ∗j +

1
2
(Im τ̃ab)DaDb

= KijWiW
∗
j

+
1
2
(Im τ̃−1)ab(Ki(Ta)i

jφ
j + ζa)(Ki(Tb)i

jφ
j + ζb) (2.198)

このポテンシャルが最小値 0 を取るのは

Wi = 0, Ki(Ta)i
jφ

j + ζa = 0, (2.199)

が成り立つ点であり、これらの条件式はそれぞれ F 項条件、D 項条件と呼ばれる。

2.4.3 ゲージ変換の一般化

ここまでは、スカラー場およびそれと同じ超対称多重項に属するフェルミオンが次のように線形

にゲージ変換されることを仮定していた。

δgaugeφ
i = iεa(Ta)i

jφ
j , δgaugeχ

i = iεa(Ta)i
jχ

j . (2.200)

これに対応して共変微分は次のように定義されていた。

D(G)
µ φi = ∂µφi − iAa

µ(Ta)i
jφ

j , D(G)
µ χi = ∂µφi − iAa

µ(Ta)i
jχ

j . (2.201)

ゲージ変換 (2.200) の線形性は、スカラー多様体上の座標変換を行うと崩れてしまうので、スカ
ラー多様体上の座標変換の下での共変性を明らかにするためには次の形に書き換えておくのがよい。

δgaugeφ
i = εatia (2.202)

ただし、tia はスカラー多様体上の計量、複素構造を不変に保つ正則キリングベクトルである。こ

のようなキリングベクトルによって生成されるスカラー多様体の対称性はアイソメトリーと呼ば

れる。

このようなアイソメトリーをゲージ化する準備として、次の節でまず（複素とは限らない）一般

の多様体について、キリングベクトルやアイソメトリーの性質をまとめておく。

2.4.4 キリングベクトルとリー微分

ある多様体 M 上での座標変換 y′m = y′m(y) を考えよう。この式は、多様体上のある一点に
注目したときに、その点での旧座標 ym と新座標 y′m の関係を与えている。この座標変換のもと
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で、M 上の場がどのように変換されるかを見てみよう。まず、もっとも簡単な例としてスカラー

場を考えてみる。旧座標 ym の関数として表した場を φ(ym)、新座標 y′m の関数として表した場

を φ′(y′m) としよう。多様体上のある一点に注目すればスカラー場の値は座標変換によって変化し
ないから、二つの関数の間には次の関係式が成り立つ。

φ(ym) = φ′(y′m). (2.203)

共変ベクトルや反変ベクトルの添え字を持った場に対しては、基底 dym や ∂ym を用いて添え字を

つぶしておけばスカラー場の場合と同様な関係式が成り立つ。

φm(y)dym = φ′m(y′)dy′m, φm(y)∂ym = φ′m(y′)∂y′m . (2.204)

局所回転群の下でスピノルを含む一般の表現として変換される場を表現するためには多脚場 ek̂
m を

用いて局所直交系を設定する必要がある。φ が局所直交系の添え字を持っているとしても、それは

座標変換のもとでは影響を受けないので、無視してよい。

無限小変換 ym = y′m + εtm(y) について見てみよう。ここで、tm(y) は多様体M 上のベクトル

場であり、ε は無限小のパラメータである。この無限小変換のもとで、スカラー場はその関数形を

以下のように変化させる。

φ′(yl) = φ′(y′l + εtl)

= φ′(y′l) + εtp∂′pφ
′(y′l) +O(ε2)

= φ(yl) + εtp∂pφ(yl) +O(ε2). (2.205)

この式の一行目では新座標と旧座標の関係を用い、二行目へ移る際に ε に対してテーラー展開を

行った。三行目へは第１項に対して (2.203) を用い、第２項に対しては ε をすでにひとつ含んでい

るために O(ε2) の微小量を無視すればプライムの付いている量と付いていない量を区別する必要
の無いことを用いた。

座標変換による関数 φ の変化を変換パラメータ ε で微分したものはリー微分と呼ばれ、(2.205)
より次のように与えられる。

L′tφ = lim
ε→0

φ′(yl)− φ(yl)
ε

= tp∂pφ (2.206)

ここで、リー微分がある点での φ の値の変化ではなく、新座標と旧座標で座標が同じ yl によって

与えられる異なる点での値の差によって定義されていることに注意すること。

共変ベクトルおよび反変ベクトルのリー微分は、(2.204) を用いて次のように与えられる。

L′tφm = tp∂pφm + (∂mtp)φp, L′tφm = tp∂pφ
m − (∂pt

m)φp. (2.207)

これは一般座標変換のもとでテンソルとして振舞う。実際、微分を次のように共変微分で置き換え

ることができる。

L′tφm = tpDpφm + (Dmtp)φp, L′tφm = tpDpφ
m − (Dpt

m)φp. (2.208)

共変微分に含まれるクリストッフェル記号は二つの項の間で丁度相殺するのでこれは (2.207) に等
しい。以下でしばしば用いられるので、ベクトル tm の共変微分を次のように書くことにする。

tm
n ≡ Dmtn. (2.209)
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さらに一般のテンソルに対しては次のように一般化できる。

L′tφm1···ma

n1···nb = tpDpφm1···ma

n1···nb +
a∑

i=1

tmi

pφm1···mi···ma

n1···nb −
b∑

i=1

tp
niφm1···ma

n1···ni···nb

(2.210)
ベクトル場 tm による計量のリー微分が 0 であるとき、すなわち

L′tgmn = Dmtn + Dntm = 0. (2.211)

が成り立つとき、対応する座標変換はアイソメトリーであると呼ばれ、ベクトル場 tµ はキリング

ベクトルと呼ばれる。以下で考えるリー微分は、一般の座標変換に対してではなく、常に (2.211)
を満足するキリングベクトルによるもののみを考える。

局所直交系の添え字は一般座標変換においては意味を持たないと述べた。そのため多脚場のリー

微分は共変ベクトルのリー微分と同様に定義され、次のように与えられる。

L′temk̂
= tpDpemk̂

+ tm
pe

pk̂
= t

mk̂
(2.212)

このリー微分は、t
m̂n̂
をパラメータとする局所座標回転を組み合わせることで打ち消すことができ

る。そこで、上で与えたリー微分とこの局所回転の合成を新たなリー微分として定義しておくと便

利である。この新たなリー微分を Lt と置こう。もとのリー微分との関係は次のように与えられる。

Lt = L′t +
1
2
t
m̂n̂

Sm̂n̂ (2.213)

Sm̂n̂ はリー微分が作用する場のスピンに対応する局所回転の表現である。以下ではこの局所回転

まで含めた微分をリー微分として採用する。

一般のスピンを持った場に対してのリー微分を現すために、反対称テンソル tmn を演算子とし

て t̂ と表す表記法を用いると便利である。たとえば、共変ベクトル、反変ベクトル、スピノルに対

して t̂ は次のように作用する。

(t̂φ)m ≡ tm
nφn, (t̂φ)m ≡ tmnφn, (t̂φ)a ≡ 1

4
t
m̂n̂

(γm̂n̂)abφb. (2.214)

このような表記法を用いれば、リー微分は次のように表される。

Lt = tµDµ + t̂ (2.215)

アイソメトリーの群を生成するキリングベクトルの組を ta とする。a は群の生成子をラベルす

る添え字である。キリングベクトル ta によるリー微分を単に La と書くことにしよう。曲率テン

ソルの第一ビアンキ恒等式 Rpq−rk + Rqr−pk + Rrp−qk = 0 より、次の式が成り立つ。

DpDqta,r + DqDrta,p + DrDpta,q = 0. (2.216)

さらに、この式から次の公式が得られる。

Rpq−rst
s
a + Drta,pq = 0. (2.217)

この式は行列表示をすると、次のように簡単にあらわすこともできる。

tsaR̂sr = Dr t̂a. (2.218)
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キリングベクトルのリー微分を次のように定義しよう。

tm[a,b] = Latmb = tpaDpt
m
b − tpbDpt

m
a = (t̂atb)m − (t̂bta)m (2.219)

この定義より、tm[a,b] は a と b について反対称である。さらに、このベクトルはキリングベクトル

である。そのことを確かめるために tm[a,b] を微分してみよう。

Dmt[a,b],n = ((Dmt̂a)tb)n − ((Dmt̂b)ta)n + (t̂aDmtb)n − (t̂bDmta)n

= (tpaR̂pmtb)n − (tpbR̂pmta)n + (t̂aDmtb)n − (t̂bDmta)n

= −tpatqbRpqm−n − (t̂bt̂a)mn + (t̂at̂b)mn (2.220)

一行目では tm[a,b] の定義式 (2.219) を用い、二行目へ移行する際に公式 (2.218) を用いた。三行目
へは曲率テンソルの第一ビアンキ恒等式を用いた。この式の最後の表式は m と n について明らか

に反対称である。これは tm[a,b] がキリングベクトル条件 (2.211) を満足することを意味している。
(2.209) によって t̂[a,b] を定義すれば、(2.220) によって次の公式を満足する。

t̂[a,b] = [t̂a, t̂b]− tma tnb R̂mn (2.221)

もしキリングベクトルの完全系が用意されていれば、tm[a,b] は次のようにキリングベクトル tma の

線形結合として表されるはずである。

tm[a,b] = fab
ctmc . (2.222)

fab
c は構造定数と呼ばれる。リー微分の交換関係は再びリー微分を与える。この構造定数は上で

定義した fab
c によって与えられる。

[La,Lb] = Lt[a,b] = fab
cLc (2.223)

従って、リー微分はリー代数をなす。

2.4.5 アイソメトリーのゲージ化

次のラグランジアンで与えられる n 個のスカラー場の理論を考えよう。

L = −1
2
hmn∂µqm∂µqn (2.224)

q は計量が hmn で与えられる n 次元スカラー多様体の座標とみなすことができる。スカラー多様

体が isometry を持つとし、対応するキリングベクトルを tmA とする。このとき上記のラグランジ

アンは次の大域的対称性のもとで不変である。

δgaugeq
m = εAtmA ≡ εm (2.225)

このアイソメトリーがなすリー群の構造定数を fA
BC とする。

このアイソメトリー群をゲージ化することを考えよう。パラメータ εA を時空の場所ごとに異な

る座標の関数に一般化し、スカラー場が次のように変換されるとしよう。

δgaugeq
m = εA(xµ)tmA (2.226)
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このスカラー場 qm の共変微分を次のように定義することができる。

D(G)qm = dqm − V AtmA (2.227)

共変微分の肩の G はゲージ対称性に対する共変微分であることを表している。V A
µ は次のように

変換されるゲージ場である。

δgaugeV
A = dεA + fA

BCV BεC (2.228)

対応する場の強さは次のように与えられる。

FA
µν = ∂µV A

ν − ∂νV A
µ + fA

BCV B
µ V C

ν (2.229)

D(G)qm が実際に共変微分になっていることを確かめるためにゲージ変換してみると次のように変

換パラメータの微分を含んでいないことがわかる。

δgauge(D(G)qm) = εAdtmA − V AεB [tnB∂ntmA + fC
ABtmC ] = εA(D(G)qn)∂ntmA (2.230)

二番目の変形の際に (2.222) と (2.219) を用いた。このことを用いれば、上記のスカラー場のラグ
ランジアン中のスカラー場の微分 ∂µqm を共変微分 D

(G)
µ qm に置き換えておけばラグランジアン

はゲージ変換に対して不変になることが示される。

座標 qm の微分はスカラー多様体上のベクトルとして振舞う。したがって一般のスカラー多様体

上のベクトル場 ψm のゲージ変換も (2.230) と同じ形で与えられる。

δgaugeψ
m = εAψn∂ntmA (2.231)

この変換則に従うベクトルの内積はゲージ変換のもとで不変である。

δ(hmnψm
1 ψn

2 ) = εA(DmtAn)(ψm
1 ψn

2 + ψn
1 ψm

2 ) = 0 (2.232)

変換則 (2.231) に現れる ∂ntmA は共変微分ではないことに注意しよう。これを共変微分を用いて次

のように書いておくのが便利である。

δgaugeψ
m = εAψn(DntmA − Γm

nktkA) = −εA[(t̂A + tkAΓ̂k)ψ]m (2.233)

ここで、t̂A と Γ̂k はそれぞれ tA
m

n と Γm
kn の行列表示であり、どちらも ψm のベクトル添え字

に作用する。スカラー多様体上の局所回転群の一般の表現に属する場 ψ に対しては、次のように

ゲージ変換が作用する。

δgaugeψ = −εA(t̂A + tkAΩ̂k)ψ (2.234)

(2.234) に従って変換される場に対しては、共変微分を次のように定義することができる。

D(G,M)
µ ψ = D(M)

µ ψ + V A
µ t̂Aψ

= ∂µψ + (∂µqm)Ω̂mψ + V A
µ t̂Aψ (2.235)

共変微分の肩に G と M をつけたのは、ゲージ接続の寄与のほかにスカラー多様体の接続の寄与も

含まれているからである。スカラー多様体が平坦であり、ゲージ変換が線形である場合には (2.200)
に与えた共変微分になる。
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共変微分 (2.235) が本当に共変であるかを確かめるためにゲージ変換をしてみると次のように
なる。

δgauge(D(G,M)ψ) = −(εnΩ̂n + εAt̂A)D(G,M)ψ

+dqmεA(tnAR̂nm −Dmt̂A)ψ

+V AεB(fC
AB t̂C + tmB Dmt̂A − [t̂A, t̂B ])ψ (2.236)

キリングベクトルの公式 (2.218)、(2.221)を用いれば、二行目と三行目がどちらも 0 であることが
わかる。したがって D(G,M)ψ のゲージ変換は ξ の変換則 (2.234) とまったく同じ形になる。

δgauge(D(G,M)ψ) = −(εnΩ̂n + εAt̂A)D(G,M)ψ (2.237)

共変微分の交換関係について見てみよう。まず、スカラー場の上では交換関係は次のように与え

られる。

D(G,M)
µ D(G)

ν qm −D(G,M)
ν D(G)

µ qm = −(∂µV A
ν − ∂νV A

µ )tmA − V A
µ V B

ν (tAm
ntnB − tB

m
ntnA)

= −(∂µV A
ν − ∂νV A

µ + fA
BCV B

µ V C
ν )tmA

= −FA
µνtmA (2.238)

すなわち、−Fµν をパラメータとするゲージ変換の結果と同じになる。

一般のスカラー多様体上のテンソル場の場合には、時空のスピン接続の寄与まで考慮しておくと、

[D(ω,G,M)
µ , D(ω,G,M)

ν ] = [D(ω)
µ , D(ω)

ν ]

+(∂µqm)(∂νqn)R̂mn

+(∂µV A
ν )t̂A + V A

ν (∂µqm)Dmt̂A

−(∂νV A
µ )t̂A − V A

µ (∂νqm)Dmt̂A

+V A
µ V B

ν [t̂A, t̂B ]

= Rµν + FA
µν t̂A + (D(G)

µ qm)(D(G)
ν qn)R̂mn (2.239)

最後の表式へ移る際に (2.218) と (2.221) を用いた。

2.4.6 ケーラー変換とモーメントマップ

N = 1 超対称理論においては、スカラー多様体はケーラーである。この場合のアイソメトリー
とキリングベクトルについてまとめておく。ゲージ変換を次のように置こう。

δφi = εatia. (2.240)

ただし、ta はスカラー多様体上のベクトル場である。ベクトルの別の成分 tia の複素共役が同じベ

クトルの成分 tia になるという意味で、このベクトルは実である。

この変換のもとで、ケーラーポテンシャルは必ずしもゲージ不変でなくてもよい。ただし、スカ

ラー多様体の計量はゲージ不変でなければならないので、K のゲージ変換は次のようにケーラー

変換の形に書けなければならない。

δgaugeK = εa(tiaKi + tiaKi) = −4εa(fa + f∗a ) (2.241)
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変換 (2.240) はスカラー多様体の対称性、すなわちアイソメトリーになっていなければならな
い。これはベクトル場 ta によるリー微分が計量を変化させないということを意味する。この条件

は実座標で

Ltagmn = Dmta,n + Dnta,m = 0 (2.242)

と書くことができる。さらに、このアイソメトリーがスカラー多様体上の複素構造を保存するため

には、

Lta
Im

n = ta
m

kIk
n − Im

kta
k

n = 0 (2.243)

である必要がある。これらを、複素座標で書き直せば

Dita,j = 0, Dita,j + Djta,i = 0 (2.244)

が得られる。ここで、ベクトル µa を ta に複素構造を掛けたものとして次のように定義する。

µa,i = ita,i, µa,i = −ita,i. (2.245)

このベクトルも ta と同じ意味で実である。また、次の式を満足する。

Diµa,j = 0, Diµa,j = Djµa,i. (2.246)

これらの式は、µa,i がスカラー多様体上のある関数の微分として与えられることを意味している。

つまり、

µa,i = ∂iµa, µa,i = ∂iµa (2.247)

となる実関数 µa が存在する。

この解は次のように与えることができる。

µa = i(tjaKj + 4f∗a (z∗)) = −i(tiaKi + 4fa(z)) (2.248)

二つの表式を与えたが、一つ目は (2.247)の第１式の一般解を、二つ目は (2.247)の第２式の一般解
を与えている。これら二つが等しいということはK のゲージ変換のもとでの性質を表す式 (2.241)
によって保障される。K がゲージ変換であったとしても、(2.241) からは Im f の定数部分は決め

ることができないが、これは微分方程式を解く際に現れる積分定数の自由度を表している。

ここで定義したモーメントマップは、補助場 Da と密接に関係している。たとえば、ゲージ変換

が線形で ti = i(Ta)i
jφ

j のように与えられ、しかもケーラーポテンシャルK がゲージ不変である

場合、Re fa = 0 である。しかし fa の虚部の定数部分には任意性がある。そこで 4fa = iζa とお

いておこう。この場合モーメントマップは

µa =
1
2

(
Ki(Ta)i

jφ
j + φ∗i(Ta)i

jKj

)
+ ζa (2.249)

と与えられるが、これはベクトル多重項の補助場 Da の運動方程式を解いて得られた (2.196) の、
括弧の中のフェルミオンを含まない部分に一致している。また、正則関数 fa の中で完全には決ま

らない定数部分が FI パラメータに対応していることがわかる。ケーラーポテンシャルがゲージ不
変な場合には fa は純虚定数であり、その値によって FI パラメータを定義することができるが、
ケーラーポテンシャルがゲージ不変ではなく、fa が非自明な関数になる場合には FI パラメータは
一意的には決まらない。
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2.5 変換則とラグランジアンのまとめ

あとで参照するために補助場を消去した後のラグランジアンをフェルミオンについて二次の項ま

で与えておこう。Lkin = (1/2)[K(Φ,Φ∗e−2V )]D の中で補助場を含まない項は

Lφ = −KijD
(G)
µ φiD(G)µφ

j
, (2.250)

Lχ = iKij(χ
iσµD(G,M)

µ χj), (2.251)

Lyukawa =
√

2tjaKjk(λaχk) +
√

2(χiλ
a
)Kijt

j
a. (2.252)

L = −[W (Φ)] + c.c. の中で補助場を含まない項は

Lχmass =
1
2
(D(M)

i ∂jW )(χiχj) + c.c. (2.253)

L = −(1/2) Im[τ̃abW
aW b]F（ワイル表示）の中で補助場を含まない項は

Lv = Im τ̃ab

[
−1

4
F a

µνF bµν

]
+ Re τ̃ab

[
−1

8
iσµνρσF a

µνF b
ρσ

]
, (2.254)

Lλ = Im τ̃ab

[
i

2
(λaσµD(G)

µ λ
b
)− i

2
(D(G)

µ λaσµλ
b
)
]

+ Re τ̃ab

[
1
2
D(G)

µ (λaσµλ
b
)
]

, (2.255)

L3 =
1

2
√

2
λa(iF\ b

2)τ̃ab,iχ
i + c.c.. (2.256)

補助場の運動方程式を解いてラグランジアンに再代入して得られる項は

Lpot = −Kij(∂iW )(∂iW
∗), (2.257)

LD = −1
2
(Im τ̃−1)abµaµb, (2.258)

LDλχ =
1

2
√

2
(Im τ̃−1)abµa

(
τ̃bc,i(λcχi) + τ̃∗

bc,i
(λ

c
χi)

)
, (2.259)

Lλmass =
i

4
KijW ∗

i
τ̃ab,j(λaλb) + c.c. (2.260)

ベクトル多重項の変換則は

δva
µ =

1
2
√

2
(−iξσµλ

a
+ iλaσµξ), (2.261)

δλa = − 1
2
√

2
F\ a

2ξ +
i

2
√

2
ξ(Im τ−1)abµb. (2.262)

カイラル多重項の変換則は

δφi =
1
2
ξχi (2.263)

δχi = − i

2
σµξD(G)

µ φi +
1
2
ξKijW j . (2.264)

2.6 カレント

2.6.1 カレント超場

作用がある内部対称性のもとで不変であるとき、それに対応したネーターカレントを定義するこ

とができる。このネーターカレントが超場でどのように表されるかをみておこう。ここでは簡単な
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例として次の作用で表されるカイラル多重項の系を考える。

S =
1
2
[K(Φm, Φ∗m)]D − ([W (Φm)]F + c.c.) = 2[DαDαK]F − ([W ]F + c.c.) (2.265)

この作用から得られる運動方程式を、超場の式として求めよう。そのためには上記の作用を成分に

分解せずに、超場の変分 δΦm のもとでの停留値条件を求めれば、そのような運動方程式が得られ

る。ただし、Φm はカイラル多重項であるという拘束条件があるので、その条件を満足するような

変分だけを考える必要がある。そこで変分を δΦm = DαDαXm とおこう。Xm は任意の（カイラ

ルとは限らない）超場である。この変分による作用の変化は次のようになる。

δS =
1
2
[KmDαDαXm]D − [WmDαDαXm]F

=
1
2
[XmDαDαKm]D − [DαDα(WmXm)]F

=
[
1
2
XmDαDαKm − 1

4
WmXm

]

D

(2.266)

Xm は任意の超場であるから、この式が 0 になるための条件として次の運動方程式が得られる、

DαDαKm − 1
2
Wm = 0 (2.267)

さて、上記の作用が次の線形変換のもとで不変であるという対称性を持っていたとしよう。εa は

実の変換パラメータである。

δgaugeΦm = iεa(Ta)m
nΦm, δgaugeΦ∗m = −iεaΦ∗n(Ta)n

m (2.268)

Ta はエルミートな生成子であり、(Ta)m
n = (Ta)m

n が成り立つとする。この変換のもとで、ケー

ラーポテンシャルと超ポテンシャルが不変である場合を考えよう。これは次の式が成り立つことを

意味する。

Km(Ta)m
nΦn − Φ∗n(Ta)n

mKm = 0, Wm(Ta)m
nΦn = 0. (2.269)

この対称性に対するカレントを jµ
a としよう。このカレントは、ゲージ場 Aa

µ を導入して対称性

をゲージ化すれば、Aa
µ と物質場の結合項から読み取ることができる。すなわち、ゲージ場 Aa

µ は

カレント jµ
a と次のように結合する。

S = S0 −
∫

d4xAa
µjµ

a +O(A2) (2.270)

ここでは、ゲージ場の高次の項は無視することにする。

カレント jµ
a を超場の成分として現すことを考えよう。jµ

a が超場 Ja の中に次のように含まれて

いると仮定する。

Ja = · · ·+ i

8
(θα(γν)αβθβ)jaν + · · · (2.271)

つまり、Ja の vµ 成分がカレント jµ
a の符号を反転させたものになるとする。この超場を用いれ

ば、(2.270) のカレント結合項は次のように書ける。

S = S0 − [V aJa]D +O(V 2). (2.272)

ただし、ベクトル超場の積についての公式

[V1V2]D = · · · − v1µvµ
2 · · · (2.273)
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を用いた。

そのために、ベクトル超場 V a と物質場の結合項に注目しよう。ベクトル多重項と物質場の結合

は次の作用に含まれる。

S =
1
2
[K(Φ∗e−2V , Φ)]D (2.274)

これを V でべき展開し、(2.272) と比較することで Ja が次のように与えられることがわかる。

Ja = Km(Ta)m
nΦn = Φm(Ta)m

nKn (2.275)

この Ja は「カレント超場」と呼ばれる。カレント超場 Ja の成分を展開すれば、スカラー成分 B

がモーメントマップに、ベクトル成分 vµ がカレントに対応することがわかる。

B(Ja) = µa, vµ(Ja) = −jµ
a . (2.276)

通常のカレントの保存則は、ゲージ場 Aa
µ のゲージ変換のもとでカレント結合項が不変であるこ

とから得ることができる。同様に、V のゲージ変換のもとで上記のラグランジアンが不変である

ことを要請してみよう。Va のゲージ変換は、カイラル超場 Λ を用いて δVa = (1/2)(Λa + Λ∗a) と
与えられる。この変換のもとでの不変性は Ja が次の性質を持つことを要求する。

DαDαJa = DαDαJa = 0. (2.277)

このことは運動方程式を用いれば簡単に示すことができる。カレント超場の一つ目の式に DαDα

を作用させ、運動方程式を用いると、

DαDαJa = DαDαKm(Ta)m
nΦn =

1
2
Wm(Ta)m

nΦn (2.278)

これは超ポテンシャルのゲージ不変性より、0であることが保障されている。この複素共役 DαDαJa

についても全く同様に 0 であることが示される。
一般に (2.277) を満足する超場は線形超場（linear superfield）と呼ばれ、対応する多重項は線

形多重項（linear multiplet）と呼ばれる。次の条件を満足する一般の線形超場 L を考えよう。

DαDαL = DαDαL = 0. (2.279)

この成分は次のように与えられる。

L =




B + 1
2θαηα

+ 1
2θαηα − i

8 (θα(γµ)αβθβ)vµ − 1
16 (θαθα)(θβ(γµ)β

γ∂µηγ)

− 1
16 (θαθα)(θβ(γµ)β

γ∂µηγ) − 1
128 (θαθα)(θβθβ)∂2B


 (2.280)

ただし、ベクトル成分 vµ は次の拘束条件を満足していなければならない。

∂µvµ = 0. (2.281)

この条件は、形式的に vµ = εµνρσ∂νbρσ と解くこともできる。

ゲージ場の運動方程式（Maxwell 方程式）を超場を用いて表そう。U(1) ゲージ場の場の強さを
与えるカイラル超場は

W a
α = 4

√
2iDβDβDαV a (2.282)

と定義される。この定義から従うビアンキ項等式は

DαWα = 4
√

2iDαDβDβDαV a = 4
√

2iDαDβDβDαV a = −DαWα (2.283)
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ただし、任意の超場に対してDαDβDβDα = DαDβDβDα が成り立つことを用いた。

ゲージ場の運動項は次のように与えられる。

S = − 1
4g2

[W a
αWαa]F + c.c. (2.284)

ゲージ場の運動方程式を得るために、この作用をベクトル超場 V で変分してみよう。

δS = −2
√

2i

g2
[(DβDβDαδV a)Wαa]F + c.c.

= − i√
2g2

[(DαδV a)Wαa]D + c.c.

=
[
δV a

(
i√
2g2

DαWαa + c.c.
)]

D

(2.285)

従って、V の変分から得られる運動方程式は (2.272) 中のカレントとの結合から現れる項も含め
ると、

i√
2g2

DαWαa + c.c. = Ja (2.286)

あるいは、ビアンキ項等式と組み合わせれば

i
√

2
g2

DαWαa = − i
√

2
g2

DαWαa = Ja (2.287)

カレント保存則 ∂µjµ = 0 は Maxwell 方程式から得ることができる。それと同様に、Ja が線形超

場であることは上記の運動方程式から直ちに示される。

2.6.2 超カレント

エネルギー運動量テンソルに対して、カレント超場に相当するものを作ることを考えよう。エネ

ルギー運動量テンソルのパラメータはローレンツベクトルであるから、対応するカレント超場も

ローレンツベクトル添え字を持つ実超場であると考えられる。この実超場を Jµ としよう。Jµ の

成分場のうち Bµ と ηµ、vνµ を次のように定義する。

Jµ = Bµ +
1
2
θαηαµ − i

8
(θα(γν)αβθβ)vνµ + · · · (2.288)

これらのうち、vνµ の中にエネルギー運動量テンソルが含まれるはずである。vνµ は二つの添え字

の入れ替えについての対称性をもたないことに注意すること。次のように対称部分と反対称部分に

分けておく。

vνµ = v(s)
νµ + v(a)

νµ (2.289)

エネルギー運動量テンソルを含むのは、対称部分 v
(s)
µν である。Jµ に対して、どのような拘束条件

を課せば良いかを考えてみよう。内部対称性に対するカレント超場と同様に Jµ が線形超場である

という条件

DαDαJµ = DαDαJµ = 0 (2.290)

を課すことが考えられる。しかしこの条件からは ∂µvµν = 0 という式は得られるものの、vµν の

対称成分 v
(s)
µν に対する保存則は得られない。∂µv(s)µν = 0 という保存則を得るためにはより強い

条件を課すことが必要である。かといって

DαJµ = 0 (2.291)
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のような条件を課してしまうと独立なテンソル成分 vνµ を含まなくなってしまう。そこで、(2.290)
よりは強く (2.291) よりは弱い次の条件式を考えてみよう。

(γµ)αβDβJµ = 0 (2.292)

(2.292) を満足する超場 Jµ の独立成分を調べてみると、Bµ、ηµ、v
(s)
µν だけであり、これら以外の

成分場はそれらを用いて書くことができることがわかる。また、これらの成分場も次の拘束条件を

満足している。

∂µBµ = ∂µηµ = ∂µv(s)µν = 0, (2.293)

(2.293) はエネルギー運動量テンソルの保存則と解釈できる式 ∂µv(s)µν = 0 を含んでいる。実は、
条件式 (2.292) はこれらの保存則以外にも次の関係式を与える。

γµηµ = v(s)µ
µ = 0. (2.294)

これらの意味についてはあとで考えることにして、まずは (2.293) の物理的な意味について考えて
みよう。

(2.293) は、エネルギー運動量テンソル以外にも保存するカレントがあることを意味している。
まず、ηµ はスピノルカレントであるから、超対称性カレントを与えているであろうということは

容易に想像できる。実際に ηµ が超対称性カレントであることを見るために、ηµ の変換則を見て

みよう。

δηµ
α = −1

4
(γν)αβξβ(∂νBµ + ivν

µ) (2.295)

ただし (2.292) より Jµ の C 成分（すなわち θαθα 成分）が 0 であることを用いた。この両辺の
µ = 0 成分を取り、δ∗ = [iξαQ̂α, ∗] のように変換 δ を電荷との交換関係によって表せば、次のよ

うになる。

[iξβQ̂β ,

∫
d3xη0

α] =
i

4
ξβ(γν)αβP̂ν (2.296)

ただし、v
(s)
µν がエネルギー運動量テンソルであると仮定し、運動量演算子を

P̂µ = −
∫

d3xv(s)
µ

0. (2.297)

によって定義した。Bµ を含む項（あとで改めて示すように、v
(a)
µν も Bµ で書くことができる。）は

カレント Bµ の保存則を用いると消えることがわかる。この交換関係は、ηµ の積分が次のように

超対称電荷を与えることを意味している。

Q̂α = i

∫
d3xη0

α, Q̂α = −i

∫
d3xη0

α (2.298)

が得られる。超対称性カレントとの関係は次のように与えられる。

jµ
Q = iγ5ηµ

α (2.299)

同様に、カレント Bµ に対応する保存電荷の交換関係を見てみよう。Bµ の超対称性変換は次の

ように与えられる。

δBµ =
1
2
ξαηµ

α (2.300)

この両辺の µ = 0 成分を積分し、変換を超対称電荷との交換関係として表すと、次の式を得る。

[iξαQ̂α,

∫
B0d3x] = − i

2
ξαQ̂α +

i

2
ξαQ̂α (2.301)
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超ポテンシャルの電荷を 2 とするように規格化された R 変換に対応する電荷を Â とすると、超

対称性電荷と次の交換関係を満足する。

[Â, Q̂α] = −Q̂α, [Â, Q̂α] = Q̂α (2.302)

これらを比較すると、次の関係式が得られる。
∫

B0d3x = −1
2
Â (2.303)

つまり、カレント Bµ に対応する保存電荷は R 電荷である。

一般の超対称性理論では R 電荷は保存しない。従って、条件式 (2.292) を満足する超場によっ
てエネルギー運動量テンソルが与えられるのは保存する R 電荷を持つような場合だけである。さ

らに (2.292) はエネルギー運動量テンソルや超対称性カレントに対しても、一般の理論においては
成り立たない関係式 (2.294) を与える。これらの関係式が全て満足される理論は、N = 1 の超共形
対称性を持つ理論である。

ここで、具体的に次の理論を考えよう。

S =
1
2
[ΦmΦ∗m]D − ([W (Φm)]F + c.c.) (2.304)

この理論がコンフォーマルであるための条件は、超ポテンシャルが３次の斉次式であることであ

る。このとき、系は次の U(1)R 対称性を持つ。

φm → e(2i/3)αφm, χm → e−(i/3)αχm (2.305)

(2.303) より、この対称性に対応するカレントの −1/2 倍が超場 Jµ の初項成分 Bµ を与える。

Bµ = −1
2
jµ
R, jµ

R =
2i

3
φ∗m∂µφm − 2i

3
φm∂µφ∗m +

i

3
χm

α (γµ)αβχm
β (2.306)

ただし、jµ
R は超ポテンシャルの電荷が 2 になるような規格化によって定義された R カレントで

ある。初項が決定されたので、超場 Jµ に拡張するのは簡単である。

Jµ = − i

3
Φ∗m∂µΦm +

i

3
Φm∂µΦ∗m − 2i

3
(γµ)αβDαΦmDβΦ∗m (2.307)

この超カレントが条件 (2.292) を満足することは簡単に示すことができる。運動方程式 (2.267) を
用いることで次の式を示すことができる。

(γµ)αβDβJµ =
i

3
Dα(WmΦm − 3W ) (2.308)

ただし W が 3 次の斉次式であり理論がコンフォーマルであることを用いていない。超ポテンシャ
ルが 3 次の斉次式である場合には (2.308) の右辺は 0 になり、確かに (2.291) を満足する。
コンフォーマル対称性が無い場合には、エネルギー運動量テンソルを含む超場 Jµ に対する関係

式としては (2.291) は強すぎる。一般の理論については、条件 (2.292) を少し緩めて次のようにお
けばよい。

(γµ)αβDβJµ = DαK (2.309)

ただし K は任意のカイラル超場である。実際にこの式の両辺を成分場で展開することにより、エ

ネルギー運動量テンソル、超対称性カレントの保存則に相当する式が得られることを示そう。
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まず、エネルギー運動量テンソルの保存則を導出する。Bµ に対する場の強さ、およびその双対

場を次のものも定義しておく。

Bνµ = ∂νBµ − ∂µBν , B̃νµ =
1
2
ενµρσBρσ (2.310)

(γµ)αβDβJµ の中で vνµ を含む項だけに注目しよう。

(γµ)αβDβJµ = · · · − 1
8
(γµγν)αγθγ(−ivνµ + ∂νBµ)

+
i

128

[
(γµγλγν)α

γθγ∂λvνµ − 2iDµ(γµ)αβθβ
]
(θδθδ) (2.311)

DαK の対応する項は F を含む次の項である。

DαΦ = · · ·+ 1
4
Fθα − 1

64
(γµ)αβθβ(θγθγ)∂µF (2.312)

θα の係数を比較することで、次の式が得られる。

1
2
(γµγν)αγ(ivνµ − ∂νBµ) = F1αγ (2.313)

この式が成り立つためには左辺が γµν を含んではならない。これより、次の式が成り立つ必要が

ある。 [
iv(a)

νµ −
1
2
Bνµ

](+)

= 0 (2.314)

ただし [· · ·](+) は自己双対部分を表す。この条件は次のように書くこともできる。

i(v(a)
νµ + iṽ(a)

νµ )− 1
2
(Bνµ + iB̃νµ) = 0 (2.315)

この式の実部と虚部は等価な式を与える。

v(a)
νµ =

1
2
B̃νµ (2.316)

従って、

vνµ = v(s)
νµ +

1
2
B̃νµ (2.317)

このとき (2.313) は次のようになる。

F =
1
2
(iv(s)

µ
µ − ∂µBµ) (2.318)

θβ(θδθδ) の係数を比較して得られる関係式は

(γµγλγν)αβ∂λ(
i

2
vsym

νµ +
i

4
B̃νµ)−Dµ(γµ)αβ = (γµ)αβ∂µF (2.319)

これより次の式が得られる。

i

(
∂λv(s)

µ
λ − 1

2
∂µv(s)

ρ
ρ

)
− 1

2
∂λBλ

µ −Dµ = ∂µF (2.320)

右辺の F に (2.318) を代入し、両辺の虚部を取ると、次の式が得られる。

∂λ(v(s)
µ

λ − δλ
µv(s)

ρ
ρ) = 0. (2.321)
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従って、

Tνµ = v(s)
νµ − ηνµv

(s)λ
λ (2.322)

をエネルギー運動量テンソルだと思えば、確かにその保存則が得られる。

実際に (2.307) から成分場 vνµ を計算すると、次のようになる。

vνµ = ∂νφm∂µφ∗m + ∂µφm∂νφ∗m − 1
3
ηµν(∂λφm)(∂λφ∗n)

−1
3
∂µ∂ν(φmφ∗m) +

i

3
ενµρσ(∂ρφ

m)(∂σφ∗n) +
1
3
ηµνFmF ∗m + · · · (2.323)

ただし、· · · はフェルミオンを含む項である。従って、(2.322) によって与えられる Tνµ は確かに

エネルギー運動量テンソルを与える。

Tνµ = ∂νφm∂µφ∗m + ∂µφm∂νφ∗m − ηµν [(∂λφm)(∂λφ∗n) + ηµνFmF ∗m]

+
1
3
(ηµν∂λ∂λ − ∂µ∂ν)(φmφ∗m) + · · · (2.324)

次に、超対称性カレントについての保存則を得るために、ηµ を含む部分に注目する。

(γµ)αβDβV µ =
1
2
(γµηµ)α

+
1
32

(θγ(γν)γδθ
δ)

[
(γµγλγν∂ληµ)α −

√
2i(γµγνλµ)α

]

+
1
32

(θγθγ)
[
(γµγλ∂ληµ)α +

√
2i(γµλµ)α

]
+ · · · (2.325)

DαK の中の対応する項は

DαΦ =
1
2
χα +

1
16

(θγ(γν)γδθ
δ)(γνµ∂µχ)α + · · · (2.326)

これらより、次の関係式を得ることができる。

χ = γµηµ, (2.327)

2γνµ∂µχ = γµγλγν∂ληµ −
√

2iγ5γµγνλµ, (2.328)

0 = γµγλ∂ληµ +
√

2iγ5γµλµ (2.329)

これらを組み合わせることで、次の式を示すことができる。

∂λ(ηλ − γλγµηµ) (2.330)

コンフォーマルな場合の超対称性カレントは (2.299) のように与えられることを用いて規格化を定
めれば、保存する超対称カレントが次のように与えられる。

jµ
Q = iγ5(ηµ − γµγνην) (2.331)

具体的な Jµ の式 (2.307) を用いて成分場 ηµ を計算すると、

ηµ
α = − i

3
(∂µχα)φ∗ +

i

3
χα∂µφ∗ +

i

6
(γνγµχ)α∂νφ∗ − i

6
(γµχ)αF (2.332)

これを (2.331) に代入すれば

jµ
Qα = −1

2
(γνγµχ)α∂νφ∗ − 1

2
(γµχ)αF − 1

3
∂ν(γµνχαφ∗) (2.333)

となり、確かに超対称性カレントを与えている。（第３項はカレントの保存則には寄与しない。）
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第3章 成分形式による超重力理論

3.1 単純超重力理論

3.1.1 作用と変換則

4次元で重力多重項のみを含む最も単純な超重力理論は力学変数として多脚場 em̂
µ とグラビティー

ノ ψµ を含み、ラグランジアンは次のように与えられる。[2, 3]

単純超重力理論¶ ³

Lgrav = Le + Lψ, Le =
e

k2
R(ω), Lψ = −e

2
ψµγµνρD(ω)

ν ψρ. (3.1)

このラグランジアンは次の超対称変換の下で不変である。

δψµ =
1
k

D(ω)
µ ξ, δem̂

µ =
k

4
(ξγm̂ψµ). (3.2)

µ ´
スカラー曲率は

R(ω) = eµ

m̂
eν

n̂
R(ω)

µν
m̂n̂(ω) (3.3)

と定義されており、曲率テンソルはスピン接続だけを用いて

R(ω)
µν

m̂n̂ = ∂µων
m̂n̂ − ∂νωµ

m̂n̂ + ωµ
m̂

k̂
ων

k̂n̂ − ων
m̂

k̂
ωµ

k̂n̂ (3.4)

と与えられる。また、グラビティーノの共変微分もスピン接続を用いて

D(ω)
ν ψρ = ∂νψρ +

1
4
ων

m̂n̂γ
m̂n̂

ψρ (3.5)

と定義される。

さらに、ラグランジアンを完全に定義するには、スピン接続を多脚場とグラビティーノを用いて

書き下す必要がある。これについて次に考える。

3.1.2 捩率

単純超重力理論において、捩率は次のように与えられる。

T k̂
µν =

k2

4
(ψµγk̂ψν) (3.6)

これを得るにはいくつかの方法がある。
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1.5階方式 成分場を用い、ネーター手続きによってラグランジアンを構成する場合、捩率は実は

どのようにとっても良い。例えば、(3.1) に与えたグラビティーノのラグランジアンは、捩率を 0
としたときのスピン接続 ω(e) を用いても次のように書くことができる。

Lψ = −e

2
ψµγµνρD(ω(e))

ν ψρ − e

8
ψµγµνργm̂n̂ψρ

(
1
2
T

m̂n̂−ν
− T

νm̂−n̂

)
. (3.7)

このとき、Tλ
µν が捩率であるということを忘れて、単に (1.109) で定義されるテンソルだとみなす

ことができる。つまり、捩率がどのように与えられようと、相互作用項を適当に与えることで同じ

ラグランジアンを書くことができる。従って、捩率をどのように取るべきかは、どのような捩率を

採用すると計算が楽かということで決めるのがよい。

計算を楽にする一つの方法はラグランジアン (3.1) に含まれるスピン接続 ωµ
m̂n̂ を独立な場だ

と思って運動方程式を解くことによって ω を決めるというものである。これにより ω が多脚場と

グラビティーノの関数として与えられ、捩率も一意的に定まる。この方法は 1.5 階方式として知
られている。このように捩率を決めた場合、ラグランジアンが超対称変換で不変かどうかをチェッ

クする際に、スピン接続に含まれる多脚場やグラビティーノについては超対称変換をする必要がな

い。たとえ超対称変換をしたとしても、スピン接続の任意の変分に対してラグランジアンは不変で

あるから、新たな項を与えない。このことで計算の手間をかなり減らすことができる。

実際にこの方法でスピン接続を決めたときに捩率 (3.6) が得られることを確かめておこう。まず、
アインシュタイン作用をスピン接続で変分すると、

δωLe =
2e

k2
eµ

m̂
eν

n̂
D(ω)

µ δων
m̂n̂

=
e

k2
(T k̂

m̂n̂
eν

k̂
+ T k̂

k̂m̂
eν

n̂
+ T k̂

n̂k̂
eν

m̂
)δων

m̂n̂ (3.8)

二行目への移行に部分積分を行った。もし捩率がなければ一行目は全微分であるから、部分積分を

行うと 0 になるが、捩率がある場合にはそれによる補正項が残される。
一方、グラビティーノの作用の共変微分中のスピン接続の変分からは

δωLψ = −e

8
ψµγµνρδων

m̂n̂γ
m̂n̂

ψν (3.9)

を得る。従って、ω に対する運動方程式は

T k̂

m̂n̂
eν

k̂
+ T k̂

k̂m̂
eν

n̂
+ T k̂

n̂k̂
eν

m̂
=

k2

8
ψµγµνργ

m̂n̂
ψρ (3.10)

となる。右辺の γ 行列の積 γµνργ
m̂n̂

= 〈γµνργ
m̂n̂
〉1+〈γµνργ

m̂n̂
〉3+〈γµνργ

m̂n̂
〉5 のうち、〈γµνργ

m̂n̂
〉3

は二つのグラビティーノの入れ替えの対称性から 0 になり、〈γµνργ
m̂n̂
〉5 も 4 次元では 0 になるの

で、次の式が得られる。

k2

8
ψµγµνργ

m̂n̂
ψρ =

k2

8
ψµ〈γµνργ

m̂n̂
〉1ψρ

=
k2

4
(ψ

m̂
γk̂ψ

n̂
)eν

k̂
+

k2

4
(ψ

n̂
γk̂ψ

k̂
)eν

m̂
+

k2

4
(ψ

k̂
γk̂ψ

m̂
)eν

n̂
(3.11)

これを (3.10) に代入すれば次の式が得られる。

T k̂

m̂n̂
eν

k̂
+ T k̂

k̂m̂
eν

n̂
+ T k̂

n̂k̂
eν

m̂
=

k2

4
(ψ

m̂
γk̂ψ

n̂
)eν

k̂
+

k2

4
(ψ

n̂
γk̂ψ

k̂
)eν

m̂
+

k2

4
(ψ

k̂
γk̂ψ

m̂
)eν

n̂
(3.12)

もし捩率が (1.109) のように与えられればこの式が成り立つことは直ちにわかる。また逆に、適当
に添え字を入れ替えて足し引きすることでこの式を直接解くことができて、その結果 (1.109) が唯
一の解として得られることも簡単に確かめられる。
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超場形式 超空間を用いて超重力理論を構成する場合、捩率は以下のように決定される。この構成

法では、多脚場 em̂
µ とグラビティーノ ψα

µ は超空間上の多脚場 EM
α̂ の成分として次のように与え

られる。

Eµ
m̂(x, θ) = eµ

m̂ + · · · , Eµ
α̂(x, θ) = kψµ

α̂ + · · · . (3.13)

ただし、· · · はフェルミオン座標 θ に対して 1 次以上の項を表す。さらに、超空間上の捩率には余
分な場が現れないようにするために、次の条件が「手で」課される。

T
m̂n̂

k̂(x, θ) = T
m̂α̂

k̂(x, θ) = 0, T
α̂β̂

k̂(x, θ) =
1
4
(γk̂)

α̂β̂
(3.14)

最後の拘束条件は、θ 共変微分の反交換関係

{D
α̂
, D

β̂
} = −1

4
(γk̂)

α̂β̂
D

k̂
+ · · · (3.15)

を再現するために必要である。（· · · は超重力理論で存在する曲率項を表す。）(3.14) は座標変換の
もとで拘束条件が不変になるように、テンソルの添え字が局所直交系のものになっていることに

注意。

超空間上ではなく、通常の時空上の捩率も (3.14) を用いて決めることができる。超空間上での
捩率は、超空間上での多脚場によって

DMEN
K̂ − (−)MNDNEM

K̂ = TMN
K̂ (3.16)

と定義されている。この式の添え字 M と N は超空間上の大域座標のものである。特に、M と

N をボゾン座標の添え字 µ と ν に取り、θ = 0 成分のみを取り出せば次のように x 空間の捩率

T m̂
µν(x) が決まる。

Tµν
m̂(x) = D(ω)

µ eν
m̂ −D(ω)

ν eµ
m̂ = (−)KLEµ

K̂Eν
L̂T

K̂L̂
m̂|θ=0 = −k2ψµ

α̂ψν
β̂T

α̂β̂
m̂ =

k2

4
ψµγm̂ψν

(3.17)
これは (3.6) の捩率に一致する。

tensor calculus Tensor calculus は、超重力理論を構成するのに、超対称代数のゲージ化から出
発する。つまり、共変微分を次のように定義し、ゲージ場として多脚場 em̂

µ、グラビティーノ kψα
µ、

スピン接続 ωµ
m̂n̂ を導入する。

Dµ = ∂µ − eµ
m̂P

m̂
− 1

2
ωµ

m̂n̂M
m̂n̂

− kψµ
αQα (3.18)

そして、それぞれの生成子に対応する曲率を、共変微分の交換関係によって定義する。

− [Dµ,Dν ] = Rµν
m̂(P )P

m̂
+ Rµν

α(Q)Qα +
1
2
Rµν

m̂n̂(M)M
m̂n̂

(3.19)

たとえば Rµν
m̂(P ) は次のように与えられる。

Rµν
m̂(P ) = D(ω)

µ eν
m̂ −D(ω)

ν eµ
m̂ − k2

4
ψµγm̂ψν = Tµν

m̂ − k2

4
ψµγm̂ψν (3.20)

ここで、グラビティーノ項は超対称代数に含まれる次の反交換関係からの寄与である。

{Qα, Qβ} = −1
4
(γm̂)αβP

m̂
(3.21)

このように定義された「ゲージ理論」を重力理論に変形するために、次の拘束条件をおく。

Rµν
m̂(P ) = 0. (3.22)

これにより、捩率が決まり、(3.6) が得られる。
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3.1.3 不変性のチェック

ここでは、捩率が (1.109) のように与えられるとして (3.1) のラグランジアンが局所的超対称変
換 (3.2) の下で不変であることを確認しよう。ここでは、このノートのほかの部分とは異なり、グ
ラビティーノについて高次の項も全て考慮する。

アインシュタイン作用に含まれる多脚場の変分は、

δLe =
e

k2
δem̂

µ (eµ

m̂
R(ω) − 2R

(ω)

m̂

µ), (3.23)

と与えられる。捩率として 1.5 階方式で得られるものを採用しているので、スピン接続の超対称変
換は考える必要がない。

グラビティーノの運動項に含まれるグラビティーノの変換は

δψLψ = − e

2k
ψµγµνρD(ω)

ν D(ω)
ρ ξ − e

2k
D(ω)

µ ξγµνρD(ω)
ν ψρ.

= − e

2k
ψµγµνρD(ω)

ν D(ω)
ρ ξ +

e

2k
D(ω)

ν ψµγµνρD(ω)
ρ ξ. (3.24)

となるが、二つの項は、もし捩率が無ければ部分積分で等しい。

捩率がある場合には、第２項を部分積分で第１項の形にしたときに捩率を含む項が現れる。

δLψ = − e

2k
(ψµγµνρ[D(ω)

ν , D(ω)
ρ ]ξ)

+
e

2k
T k̂

k̂ν
(ψµγµνρD(ω)

ρ ξ) +
e

4k
Tµ

n̂m̂
(ψµγm̂n̂ρD(ω)

ρ ξ) +
e

4k
T ρ

n̂p̂
(ψµγµn̂p̂D(ω)

ρ ξ) (3.25)

1 行目は共変微分の交換関係から曲率テンソルが得られる。2 行目はよく見ると、上付き添え字の
入れ替えの下で完全反対称である。従って次のように書くことができる。

δLψ = − e

8k
(ψµγµνργm̂n̂ξ)R(ω)

νρm̂n̂
+

e

k
T [κ

κν(ψµγµνρ]D(ω)
ρ ξ) (3.26)

(3.26) の第１項の γ 行列の積を計算すると、次のように変形できる。

− e

8k
(ψµγµνργm̂n̂ξ)R(ω)

νρm̂n̂
= − e

8k
(ψµγµνρm̂n̂ξ)R(ω)

νρm̂n̂

+
e

2k
(ψµγµνρξ)R(ω)

νρ +
e

4k
(ψµγνρσξ)R(ω)

νρσ
µ

+
e

4k
(ψµγµξ)R(ω) − e

2k
(ψµγνξ)R(ω)

ν
µ (3.27)

ただし、R
(ω)
µν = R

(ω)
µλν

λ である。このテンソルは捩率がある場合には対称テンソルにならないこと

に注意しよう。また、捩率が 0でない場合には R
(ω)
[νρσ]

µ も 0にはならない。4次元では γµνρm̂n̂ = 0
であるから 1 行目は 0 である。３行目は (3.23) と相殺する。

(3.26) の二つ目の項は実は 0 であることが次のようにして示される。まず、上付き添え字の反
対称性から、次のように変形できる。

e

k
T [κ

κν(ψµγµνρ]D(ω)
ρ ξ) = − e

24k
Tκ′

κν(ψµγµ′ν′ρ′D(ω)
ρ ξ)εκ′µ′ν′ρ′ε

κµνρ

= − ie

4k
Tλ

κν(ψµγλγ5D(ω)
ρ ξ)εκµνρ (3.28)

さらに捩率の具体形 (1.109) を代入し、スピノルのワイル表示に移れば

− ike

8
(ψκσλψν)(ψµσλD(ω)

ρ ξ)εκµνρ + c.c. (3.29)
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となる。中央の ψν)(ψµ の部分に対してフィルツ変換を行うことを考えよう。µ と ν についての

反対称性より、フィルツ変換を行うとこの部分は対称なスピノル添え字をもつ行列 σ
m̂n̂
に置き換

えられる。しかし、4 次元では σλσ
m̂n̂

σλ = 0 が成り立つのでこの式は 0 である。
従って、ここまでで相殺されずに残ったのは次のものである。

δL =
(
− e

2k
εµνρλ(ξσλψµ)R(ω)

νρ − e

4k
ενρσλ(ξσλψµ)R(ω)

νρσ
µ + c.c.

)
+ δeLψ (3.30)

まず、グラビティーノ運動項に含まれる多脚場の変分を計算しよう。グラビティーノ運動項ラグラ

ンジアンは次のように書き換えられる。

Lψ =
ie

2
εµνρσψµγ5γσD(ω)

ν ψρ (3.31)

ただし、ここでは εµνρσ を（テンソル密度ではなく）テンソルとして定義した。従って eεµνρσ は

多脚場に依存せず、超対称変換すべきなのは γσ = γ
k̂
ek̂
σ に含まれる多脚場のみである。従って多

脚場を変換すると

δeLψ =
ke

8
εµνρσ(ξσk̂ψσ)(−iψµσ

k̂
D(ω)

ν ψρ − iψµσ
k̂
D(ω)

ν ψρ) + c.c.

= −ke

4
εµνρσ(ξσ

k̂
ψσ)(iψµσk̂D(ω)

ν ψρ +
1
k2

D(ω)
ν T k̂

µρ) + c.c. (3.32)

この最後の表式の第１項は (3.29) と同じ理由で 0 であることが示される。第２項は次のビアンキ
恒等式を用いて曲率の式に書き換えることができる。

εµνρσD(ω)
ν T k̂

µρ = 2εµνρσD(ω)
ν D(ω)

µ ek̂
ρ = εµνρσR(ω)

νµ
k̂

l̂
êl
ρ = εµνρσR(ω)

µνρ
k̂ (3.33)

この結果、

δeLψ =
e

4k
εµνρσ(ξσ

k̂
ψσ)R(ω)

µνρ
k̂ + c.c. (3.34)

が得られる。これを再び (3.30) に代入すれば

δL =
e

2k
(ξσλψµ)

(
ελµνρR(ω)

νρ +
1
2
ελνρσR(ω)

νρσ
µ − 1

2
εµνρσR(ω)

νρσ
λ

)
+ c.c. (3.35)

この式の括弧の中は 0 である。実際、第１項を変形していくと、第２項、第３項の符号を逆にし
たものになることが以下のように示される。

ελµνρR(ω)
νρ = ελµνρR(ω)

νκρ
κ

=
1
2
ελµνρ(R(ω)

νκρ
κ + R(ω)

κρν
κ + R(ω)

ρνκ
κ)

=
1
4
ελµνρενκρσεσφχψR

(ω)
φχψ

κ

=
1
2
δλµ
κσεσφχψR

(ω)
φχψ

κ

=
1
2
(εµφχψR

(ω)
φχψ

λ − ελφχψR
(ω)
φχψ

µ) (3.36)

これで、(3.1) が局所的な超対称変換 (3.2) の下で不変であることが示された。

3.1.4 グラビティーノ質量と宇宙項

重力とグラビティーノからなる単純超重力理論は局所的超対称性を破ることなく質量パラメータ

を導入して変形することができる。[4] まずグラビティーノに次の質量項を導入しよう。

Lψmass = −
em∗

3/2

2
ψµσµνψν + h.c. (3.37)
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この質量項は通常のスピン 1/2 フェルミオンの場合同様カイラル対称性 ψµ → eiαψµ を破る。グ

ラビティーノに対するこのカイラル対称性は R-対称性にほかならない。質量項が R-対称性を破る
ということは、別の見方をすれば質量パラメータが R-電荷を持っていることを意味している。上
記の質量項を不変にするためにはパラメータ m3/2 が R-電荷 2 を持っているとすればよい。これ
はちょうど正則 superpotential W の持っているR-電荷に等しい。ここではスカラー場が存在しな
い場合を考えているので、superpotential は単なる定数である。実際にあとでわかるように、スカ
ラー場が存在して superpotential がそれらの関数になっている場合にもグラビティーノの質量は
superpotential のに依存し、m3/2 は W に比例している。

ラグランジアン Lgrav + Lψmass が実際に質量 m3/2 のグラビティーノを与えることを運動方程

式を解くことによって確認しよう。背景時空は平坦であると仮定すると、運動方程式は

σµνρ∂νψρ + im∗
3/2σ

µνψν = 0. (3.38)

この運動方程式を xµ で微分すれば、添字の反対称性より第１項が消え、σµν∂µψν = 0 を得る。
(3.38) に左から σµ を掛けてこの関係式を用いれば σµψµ = 0 を得る。この二つの関係式を用いれ
ば、(3.38) は次のように変形できる。

σν∂νψµ − im∗
3/2ψµ = 0. (3.39)

これはフェルミオンがベクトル添え字を持っていることを除けば質量 m3/2 の粒子のディラック方

程式に他ならない。

Lgrav +Lψmass の超対称変換を考えてみよう。Lgrav はもともと超対称変換のもとで不変である

が、Lmass を加えたために、そのグラビティーノの超対称変換は次の新たな変分を与える。

δLψmass = −1
k

em∗
3/2ψµσµνD(ω)

ν ξ + h.c. (3.40)

この変分は部分積分を行えば Lgrav から得られるグラビティーノの運動方程式に比例している。

従ってグラビティーノの超対称変換に新たな変分を付け加えることで、Lgrav の変分によって相殺

できるはずである。実際

δ′ψµ = −i
m∗

3/2

2k
σµξ (3.41)

という項をグラビティーノの変換則に付け加えておけば δ′Lgrav は (3.40) のちょうど逆符号の変分
を与える。この変換則の変更はさらに次の新たな変分を与える。

δ′Lψmass = −3ie|m3/2|2
2k

ψµσµξ + h.c. = 6e
|m3/2|2

k2
em̂
µ δeµ

m̂
(3.42)

これはちょうど多脚場の変分のトレースに比例しているから、次の宇宙項を導入すればその超対称

変換によって相殺することができる。

Lcc = 6e
|m3/2|2

k2
. (3.43)

すなわち、グラビティーノの質量が m3/2 である単純超重力理論は負の宇宙定数 Λ = −6|m3/2|2/k2

を持つ。こうしてすべての変分が相殺することが確かめられた。結局次のラグランジアン及び変換

則が得られる。
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質量変形された 4 次元 N = 1 単純超重力理論¶ ³

L =
1
k2

(eR+6e|m3/2|2)+ie(ψµσµνρD(ω)
ν ψρ)−

em∗
3/2

2
(ψµσµνψν)− em3/2

2
(ψµσµνψν) (3.44)

δψµ =
1
k

(
D(ω)

µ ξ +
im3/2

2
σµξ

)
, δeµ

m̂
=

k

4
(−iψ

m̂
σµξ + iψ

m̂
σµξ) (3.45)

µ ´
グラビティーノの変換則が変化しているということは、後で解説する補助場を含めた off-shell 形
式では、質量変形の結果重力多重項中の補助場が期待値を持つことを意味している。

もし背景時空が平坦であれば、局所的超対称性のゲージ場であるグラビティーノが質量項を持つ

ということは、超対称性が破れていることを意味している。一般にこのような破れがあるカイラル

多重項の F 成分が真空期待値を持つことによって自発的に起こった場合には、この F は真空の

エネルギーに対して |F |2 の寄与を与える。この寄与まで含めると、真空のエネルギーは大雑把に
いって |F |2 − |m3/2|2/k2 によって与えられる。従って、もし宇宙項が 0 であることを要求すれば
超対称性の破れとグラビティーノ質量の間には |m3/2|/k ∼ |F | の関係がある。

3.2 カイラル多重項

3.2.1 ネーター項

もっとも一般的なケーラーポテンシャルで与えられるカイラル多重項の運動項 (2.108) を重力に
結合することを考えよう。ここでは、ゲージ場が存在しない場合を考える。出発点は、(2.108) に
与えられた大域的超対称性を持つラグランジアン L = (1/2)[K(Φ, Φ∗)]D を一般座標変換に対して
共変化した次のラグランジアンである。

Lφ = −eKij∂µφi∂µφ
j
, (3.46)

Lχ =
ie

2
Kij(χ

iσµD(M,ω)
µ χj)− ie

2
Kij(D

(M,ω)
µ χiσµχj). (3.47)

変換則は、ゲージ場と結合していないカイラル多重項の変換則 (2.102) および (2.103) を一般座標
変換のもとで共変な形に直した次のものを採用する。

δφi =
1
2
ξχi, δχi = − i

2
σµξ∂µφi, (3.48)

ここではまず超ポテンシャル W (Φ) が 0 の場合のみを考える。そのため補助場 F i はフェルミオ

ンについて高次の項に影響するだけであり、考えなくてよい。

ネーター手続きの第一段階として上記のラグランジアンを変換したときに現れる変分を求めよ

う。この変換則は大域的超対称性の場合には作用を不変にするから D
(ω)
µ ξ に比例するはずである。

まず始めにスカラー場の運動項の超対称変換から考えよう。この項はスカラー場、多脚場を含

む。スカラー場の超対称変換からは次の変分が得られる。

δφLφ = −eδKij∂µφi∂µφ
j − eKij∂µδφi∂µφ

j − eKij∂µφi∂µδφj (3.49)

ここではどの場の超対称変換を行うかを表すために δφ や δχ のように添え字をつけた。第１項に

含まれるケーラー計量の変分は

δφKij = Kijkδφk + Kijkδφ
k

= KjlΓ
k
ikδφk + KilΓ

l
jk

δφ
k

(3.50)
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のようにモジュライ空間上のクリストッフェル記号を与える。この寄与を合わせると第二項、第３

項の変分の微分はモジュライ空間上の共変微分になり、(3.49) 全体は次のように書きかえられる。

δφLφ = −eKij(D
(M)
µ δφi)(∂µφ

j
) + c.c. (3.51)

フェルミオンのラグランジアン Lχ に含まれるフェルミオンを変分すると、次のようになる。た

だし、微分がフェルミオン χi に掛からないように部分積分を行った。

δχLχ = −e

2
Kij(χ

iσµσλξ)(D(M,ω)
µ ∂λφ

j
)− e

2
Kij(χ

iσµσλD(ω)
µ ξ)(∂λφ

j
)

+c.c. (3.52)

第１項を見てみよう。φ の二階微分は

D(M,ω)
µ ∂λφ∗j = ∂µ∂λφ∗j − Γκ

µλ∂κφ∗j + Γj

kl
(∂µφ∗k)(∂λφ∗l) (3.53)

となり、フェルミオンの高次の項を除けば µ と λ の入れ替えについて可換である。従って (3.52)
第１項のスピノルの積は χiξ となり、δφi に比例する。この結果、次の式が得られる

δχLχ = eKij(D
(M)
µ δφi)(∂µφ

j
)− e

2
Kij(χ

iσµσλD(ω)
µ ξ)(∂λφ

j
) + c.c. (3.54)

この第１項は (3.51) と相殺する。これまでに得られた結果をまとめると、

δφLφ + δχLχ = −e

2
Kij(χ

iσµσλD(ω)
µ ξ)∂λφ

j
+ c.c. (3.55)

これは δψµ ∝ D
(ω)
µ ξ を含むから、ネーター項の導入で相殺することができる。

(3.55) を相殺するために次のネーター項を導入する。

LJchiral =
ke

2
Kij(χ

iσµσλψµ)(∂λφ
j
) + c.c. (3.56)

このネーター項の ψµ の変分はちょうど上記の変分を相殺するが、χ を変分すると新たな項が得ら

れる。

δχLJchiral = −kie

4
(ξσκσµσλψµ)Kij(∂κφi)(∂λφ

j
) + c.c..

= eT m̂
ν δeν

m̂
+

e

2k
Sλν(ξσλµνψµ + ξσλµνψµ). (3.57)

ただし Tµν と Sµν はそれぞれスカラー場のエネルギー運動量テンソル

Tµν = Kij [(∂µφi)(∂νφ
j
) + (∂νφi)(∂µφ

j
)− gµν(∂λφi)(∂λφ

j
)] (3.58)

および次のように定義される反対称テンソルである。

Sµν = −k2i

4
Kij [(∂µφi)(∂νφ

j
)− (∂νφi)(∂µφ

j
)] (3.59)

変分 (3.57) の第１項はエネルギー運動量テンソルを含み、ちょうどスカラー場の運動項 Lφ に含

まれる多脚場の変分と相殺する。

ここまでの結果を全てまとめると、

δ(Lφ + Lχ + LJchiral) = (δφLφ + δχLχ + δψLJchiral) + (δeLφ + δχLJchiral)

=
e

2k
Sλν(ξσλµνψµ + ξσλµνψµ). (3.60)

中間の式の一つ目の括弧は O(k0) の項であり、相殺している。二つ目の括弧は O(k1) の項であり、
この部分がまだ相殺されないで残っている。この項をどう相殺するかは 4 次元の N = 1 超重力理
論の重要な性質とかかわってくる。
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3.2.2 ケーラー接続

(3.60) をどのように相殺するかを考えよう。まず気づくことは、この項が重力部分の計算で現れ
た (3.25) とよく似ているということである。並べて書いてみよう。

δL(φ,χ) =
e

2k
Sνρ(ψµσµνρξ) + c.c., (3.61)

δLψµ
=

ie

2k
ψµσµνρ[D(ω)

ν , D(ω)
ρ ]ξ + c.c. (3.62)

従って、もし、共変微分 D
(ω)
µ に対して何らかの変更を行い、新たな共変微分 D

(ω,S)
µ を定義する

ことで

[D(ω,S)
ν , D(ω,S)

ρ ]ξ = · · ·+ iSνρξ (3.63)

のように交換関係から Sµν が現れるようにすることができれば、(3.60) を相殺することができる。
そのようなことか可能かどうかを見るために反対称テンソル Sµν について調べてみよう。この

反対称テンソルを 2-形式として表わせば次のようになる。

S2 ≡ 1
2
Sµνdxµ ∧ dxν = − ik2

4
Kijdφi ∧ dφ

j
(3.64)

これはスカラー多様体上の 2 形式とみなすことができる。Sµν が共変微分の交換関係から得られ

る、「場の強さ」であればビアンキ項等式を満たしている必要があるが、実際 S2 の外微分は次の

ように 0 になる。すなわち S2 は閉形式である。

dS2 = 0. (3.65)

従って、スカラー多様体上で S2 = dS1 を満足するポテンシャル S1 を（少なくとも局所的には）

定義することができる。

S1 =
ik2

8
(Kidφi −Kidφ

i
) (3.66)

これはケーラー接続とよばれるスカラー多様体上の 1-形式である。こうして定義される S1 = Sµdxµ

を用いて、グラビティーノの変換則とグラビティーノの運動項に含まれる微分を

D(ω)
µ ψν → D(ω,S)

µ ξ ≡ (D(ω)
µ − iSµ)ψν , D(ω)

µ ξ → D(ω,S)
µ ξ ≡ (D(ω)

µ − iSµ)ξ (3.67)

のように、「ゲージ場」 Sµ を含むものに置き換えておけば、グラビティーノの運動項の変分 (3.25)
に現れた共変微分の交換関係から、アインシュタイン作用の変分と相殺する曲率テンソルを含む項

のほかに、ちょうど (3.63) にあるように (3.60) を相殺する項が現れる。ここで導入した「ゲージ
場」 Sµ が何らかの U(1) 変換に対応しているとすれば、それは多脚場 em̂

µ やスカラー場 φi には

作用せず、グラビティーノ ψµ や変換パラメータ ξ に作用する。従ってこの変換が U(1)R 変換で

あると推測できる。だとすれば、R 電荷 −1 を持つフェルミオン χi の微分は次のように置き換え

るべきである。

D(ω,M)
µ χi → D(ω,M,S)

µ χi ≡ (D(ω,M)
µ + iSµ)χi. (3.68)

実際にこの置き換えはネーター項の ψµ の超対称変換が (3.55) をうまく相殺するためにも必要で
ある。(3.55) にある共変微分がどこからきたのか辿ってみると、もともとフェルミオン χi の運動

項の共変微分であったことが分かる。

(3.67) における共変微分の導入によってゲージ化された「対称性」が何であるかを見てみよう。
ただし、ここで導入されたゲージ場 S1 は時空上のダイナミカルな場ではなくスカラー多様体上で
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与えられた 1 形式である。このことは、スカラー多様体上の計量Kij と同様、ラグランジアンを

与えるということの中に S1 の関数形を与えるということまで含まれていることを意味する。従っ

て、S1 を変化させるような「ゲージ変換」は、スカラー多様体上の正則座標変換同様理論の対称

性ではない。

ケーラー接続 S1 をゲージ場として変換するようなスカラー多様体上の「ゲージ変換」が何であ

るかを考えてみよう。「場の強さ」S2 が不変になるような「ゲージ変換」は、スカラー多様体上の

関数 λ(φ, φ∗) を用いて次のように与えることができる。

δS1 = dλ = λidφi + λidφ∗i (3.69)

一方、(3.66) を用いると、このゲージ変換はケーラーポテンシャルを変化させることがわかる。

δS1 =
k2i

8
(δKidφi − δKidφ

i
) (3.70)

これらを比較して

δKi = −8iλi, δKi = 8iλi (3.71)

この式が成り立つためには、

δK = −4f(φ)− 4f∗(φ∗), λ = − ik2

2
(f − f∗) (3.72)

のように、δK および λ がスカラー多様体上の正則関数を用いて書かれている必要がある。(3.72)
は (2.78) に与えたケーラー変換にほかならない。大域的超対称理論の場合、この変換はケーラー多
様体上の計量やクリストッフェル記号などを変化させないので、ラグランジアンも変化させない。

フェルミオンの共変微分の中に Sµ が含まれるということは、ケーラー変換 (3.72) が次の U(1)R

変換を同時に引き起こすことを意味している。

φm → φ′m = φm, ξ → ξ′ = eiλξ, ψµ → ψ′µ = eiλψµ, χi → χ′i = e−iλχi. (3.73)

ここで U(1)R 変換と呼んでいるものは、ケーラー変換同様理論の対称性ではないことに注意しよ

う。通常 U(1)R 対称性と呼ばれるものはグラビティーノや変換パラメータを回転させると同時に、

ポテンシャル項が不変になるようにスカラー場なども適当に回転させる。しかしここで考えている

U(1)R 変換はスカラー多様体上の局所変換でありスカラー場を変化させない。これは一般にはス

カラー多様体上の座標変換と同様にラグランジアンを変化させる。

一般のケーラー変換は次のように与えられる。

K(φ, φ) → K(φ, φ)− 4f(φ)− 4f(φ), XR → exp
Rk2

2
[f(φ)− f(φ)]XR. (3.74)

ただし、XR は R-電荷が R である場であり、それぞれのフェルミオン場に対して次のように与え

られる。

R[ξ] = R[ψµ] = 1, R[em̂
µ ] = R[φi] = 0, R[χi] = −1. (3.75)

これは、必ずしもラグランジアンを不変に保つ通常の「U(1)R 対称性」の電荷にはならないこと

に注意すること。エルミート共役をとればこの電荷は符号が反転する。これらの場に対して、ケー

ラー接続 Sµ まで含めた共変微分は次のように定義される。

D(S)
µ XR = (∂µ − iRSµ)XR. (3.76)
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ここまでに得られたラグランジアンと変換則についてまとめておこう。

中性カイラル多重項の運動項¶ ³

ポテンシャルを持たない中性カイラル多重項を重力に結合させるには、フェルミオンの二次ま

でを見る近似においては場の R 電荷に応じて微分を共変微分 D
(S)
µ に置き換え、ネーター項

を導入するだけでよい。

まず、重力部分は

Le =
e

k2
R, (3.77)

Lψ = ie(ψµσµνρD(ω,S)
ν ψρ). (3.78)

カイラル多重項の運動項は

Lφ = −eKij∂µφi∂µφ
j
, (3.79)

Lχ = ieKij(χ
iσµD(M,ω,S)

µ χj). (3.80)

重力との結合を表すネーター項は

LJchiral =
ke

2
Kij(χ

iσµσλψµ)(∂λφ
j
) + c.c. (3.81)

重力多重項の変換則

δ0
ψψµ =

1
k

D(ω,S)
µ ξ, δeµ

m̂
=

k

4
(−iψ

m̂
σµξ + iψ

m̂
σµξ), (3.82)

カイラル多重項の変換則は

δφi =
1
2
ξχi, δ0

χχi = − i

2
σµξ∂µφi, (3.83)

あとで見るように、超ポテンシャルを導入するとフェルミオンの変換則にはさらに項が加わ

る。ここで、フェルミオンの変換則に 0 をつけたのは、超ポテンシャルが 0 である場合の変
換則と言う意味である。

µ ´
上記のラグランジアンの局所的超対称変換のもとでの変分の相殺は以下のようになる。

δφLφ + δ0
χLχ + δ0

ψLJchiral = 0, (3.84)

δ0
χLJchiral + δeLφ + (δeLe + δ0

ψLψ) = 0. (3.85)

3.2.3 重力との結合によってスカラー多様体に課される条件

スカラー多様体上で定義された 2 形式 S2 は (3.64) で与えられているようにスカラー多様体上
のケーラー形式

ω2 =
i

2
Kijdφi ∧ dφ∗j (3.86)

に比例している。また、S2 のフラックスは、フェルミオンが持つ R-電荷に結合しているので、ディ
ラックの量子化条件によって量子化されている必要がある。すなわち、次の式が成り立つ。

2πZ 3
∮

S2 = −k2

2

∮
ω2 (3.87)
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積分はスカラー多様体上の任意の 2 サイクル上で行われる。ケーラー形式がこのような量子化条
件を満足する多様体は Hodge 多様体と呼ばれる。[5]

3.2.4 ポテンシャル項の導入

超ポテンシャル W を導入し、それによるポテンシャル項をラグランジアンに付け加えることを

考えよう。超ポテンシャル W は R 電荷 2 を持つので、スカラー多様体上の U(1)R 変換のもとで

W → W ′ = ek2(f−f∗)W と変換されそうであるが、W は正則関数でなければならないから、この

ような変換は許されない。この問題を解決するには、W に ek2K/4 をかけたW を定義すればよい。

W = ek2K/4W. (3.88)

W と W のケーラー変換の下での変換性は次のようになる。

W →W ′ = ek2(f−f∗)ek2K/4W, W → W ′ = e2k2fW. (3.89)

この変換は W の正則性を保つ。W の変換にように、f と f∗ が対称に現れない変換にも対応す

るために、共変微分 D
(S)
µ を少し一般化しておこう。

R-電荷 r のほかにワイルウェイトと呼ばれる数 w を導入し、それらが (r, w) である場 X(r,w)

は次のように変換されるとする。

X(r,w) → ek2(w Re f+ir Im f)X(r,w). (3.90)

対応する共変微分は次のように定義すればよい。

D(S)
µ = ∂µ +

(w + r)k2

8
(∂µφi)Ki +

(w − r)k2

8
(∂µφ∗i)Ki (3.91)

w = 0 の場合には先ほどの場合に帰着する。
それぞれの場に対して (r, w) は次のように与えられる。

ξ ψµ χi λa W eK

r 1 1 −1 1 2 0
w 0 0 0 0 2 −8

(3.92)

ネーター手続きを用いてポテンシャル項を重力に結合させよう。超対称性が大域的である場合に

は、W 6= 0 の導入は、運動方程式を解いた結果として次のポテンシャル項をラグランジアンに付
け加える。ここで現れる W を上記の W に入れ替えた次のものから出発する。

Lpot = −e(D(S)
i W)Kij(D(S)

j
W), (3.93)

Lχmass =
e

2
(D(M,S)

i D
(S)
j W)(χiχj) + c.c.. (3.94)

さらに、W を導入することによりフェルミオン χi の変換則に F -term の寄与が加わるはずであ
るが、その補正項も R-対称性のもとで共変化して次のようにおいてみよう。

δ′χχi =
1
2
ξKijD

(S)

j
W. (3.95)

これに対し、W = 0 の時の χi の変換則は δ0
χχi と表すことにする。また、ψµ の変換則にも補正

が必要なことがあとでわかるので、その補正を含まない部分は δ0
ψ と表すことにする。
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作用の変換を見てみよう。チェックしなければならないのは、新たに導入したラグランジアンの

変分と χ の変換則に追加した項によってもともとあったラグランジアンから現れる変分である。

次の変分からカレントが得られる。

δ′χLχ + δ0
χLχmass =

ie

2
(χiσµD(S)

µ ξ)D(S)
i W +

k2ie

4
Kji(χ

iσµξ)(Dµφ
j
)W + h.c. (3.96)

右辺の第２項は、k2 に比例しているが、この項が現れるのはケーラー変換についての共変化を行

い W を W に置き換えたことのためである。この項を得るために、次の公式を用いた。

DiW = ∂iW +
k2

2
KiW, DjDiW =

k2

2
KijW. (3.97)

(3.96) の第１項はグラビティーノの変分を含んでいるから、次のネーター結合を導入すれば、その
δ0
ψ 変分によって相殺することができる。

LJW = −kie

2
(D(S)

i W)(χiσµψµ) + c.c. (3.98)

(3.96) の第２項を相殺するためには、グラビティーノに対する次の変換則を導入する。

δ′ψψµ =
ki

4
Wσµξ. (3.99)

この新たな変換則を用いるとネーター項の変分からは

δ′ψLJchiral = −k2ie

4
WKij(χ

iσλξ)(∂λφ
j
) + h.c. (3.100)

が得られ、これは (3.96) の第２項と相殺する。従って

δ′χLχ + δ0
χLχmass + δ0

ψLJW + δ′ψLJchiral = 0. (3.101)

LJW の中に含まれている χ の変分から新たに次の変分が現れる。

δ′χLJW = −kie

4
(D(S)

i W)Kij(D(S)

j
W)(ξσµψµ) + c.c. (3.102)

これは δeLpot によって相殺できる。

δ′χLJW + δeLpot = 0. (3.103)

δ0
χLJW = −ke

4
(D(S)

i W)(∂νφi)(ξσνσµψµ) + c.c. (3.104)

これとよく似た項は以前に得られたネーター結合項 LJchiral を δ′χ で変分したものからも得られる。

δ′χLJchiral =
ke

4
(D(S)

i W)(∂νφi)(ξσµσνψµ) + c.c.. (3.105)

これらを合計して部分積分することで次の変分を得る。

δ0
χLJW + δ′χLJchiral =

ke

2
(D(S)

ν W)(ξσµνψµ) + c.c.

=
ke

2
W(D(S)

µ ξσµνψν) +
ke

2
W(ξσµνD(S)

µ ψν) + h.c. (3.106)
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第１項は次のグラビティーノ質量項の δ0
ψ 変換で相殺できる。

Lψmass = −k2e

4
W(ψµσµνψν) + c.c. (3.107)

(3.106) の第２項は δ′ψLψ によって相殺できる。すなわち

δ0
χLJW + δ′χLJchiral + δ0

ψLψmass + δ′ψLψ = 0 (3.108)

(3.97) を用いれば次の式を示すことができる。

δ′χLχmass + δφLpot = −k2e

4
(DiW)W(χiξ) + c.c.. (3.109)

さらに LJW の変分からも同類項が得られる。

δ′ψLJW = −k2e

2
(D(S)

i W)W(χiξ) + h.c. (3.110)

これら二つの和は次のように書ける。

− 3k2e

2
δφWW + h.c. (3.111)

さらに mass term より

δ′ψLψmass =
3k2e

2
eK/2|W |2em̂

µ δeµ

m̂
. (3.112)

これら二つの変分は次の宇宙項の導入で相殺することができる。

Lcc =
3k2e

2
eK/2|W |2 (3.113)

すなわち、次の相殺が起こる。

δ′χLχmass + δφLpot + δ′ψLJW + δφLcc = 0, (3.114)

δ′ψLψmass + δeLcc = 0. (3.115)

ここで得られたグラビティーノの質量項 (3.107) と宇宙項 (3.113) の関係はすでに §3.1.4 で与
えられていたものと同じである。ただし今度はグラビティーノの質量は定数ではなく、スカラー場

の関数として次のように与えられている。

m3/2 =
k2

2
W. (3.116)

以上ですべての項が相殺され、局所的超対称変換のもとで不変な作用を得る事ができた。新たに

加わった項をまとめておくと、
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ポテンシャル項¶ ³

超ポテンシャル W を導入すると、ラグランジアンに次の項が加わる。まず、大域的超対称性

の段階ですでに存在する項の共変化したものが以下の 2 つ。

Lpot = −e(D(S)
i W)Kij(D(S)

j
W), (3.117)

Lχmass =
e

2
(D(M,S)

i D
(S)
j W)(χiχj) + h.c.. (3.118)

ただし、W ≡ ek2K/4W。次に、上記のラグランジアンから得られるカレントとグラビティー

ノの結合を表すネーター項。

LJW = −kie

2
(D(S)

i W)(χiσµψµ) + h.c. (3.119)

さらに、次のグラビティーノ質量項と宇宙項が必要である。

Lψmass = −k2e

4
W(ψµσµνψν) + h.c., (3.120)

Lcc =
3k2e

2
|W|2 (3.121)

χ の変換則には次のように補助場 F の寄与が付け加わる。

δ′χχi =
1
2
ξKijD

(S)

j
W. (3.122)

さらにグラビティーノの変換則にも次の項が追加される。

δ′ψψµ =
ik

4
Wσµξ. (3.123)

µ ´
相殺の様子をまとめておこう。

δ′χLχ + δ0
χLχmass + δ0

ψLJW + δ′ψLJchiral = 0, (3.124)

δ′χLJW + δeLpot = 0, (3.125)

δ0
χLJW + δ′χLJchiral + δ0

ψLψmass + δ′ψLψ = 0, (3.126)

δ′χLχmass + δφLpot + δ′ψLJW + δφLcc = 0, (3.127)

δ′ψLψmass + δeLcc = 0. (3.128)

3.2.5 カイラル多重項まとめ

大域的な超対称性を持つカイラル多重項の理論は次のように与えられる。

Lglobal
chiral =

1
2
[K(Φ, Φ∗)]D − ([W (Φ)]F + c.c.) (3.129)

これを一般座標変換のもとで共変化し、ξ を時空座標の関数として超対称変換を計算すると、次の

結果を得る。

δLchiral = −e

2
Kij(χ

iσµσλDµξ)(∂λφ∗j) +
ie

2
(χiσµDµξ)∂iW + c.c. (3.130)
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これに対してネーター項 LJ = eJµψµ を導入し、この項のカレントの超対称変換と、もとのカイ

ラル多重項のラグランジアンの多脚場の変分を合わせると、

(eδJµψµ + c.c.) + δeLchiral =
e

2k
Sνρ(ψµσµνρξ) +

ke

2
(∂νW )(ξσµνψµ) + c.c. (3.131)

ただし、S2 = dS1 であり、

S1 =
ik2

8
(Kidφi −Kidφ∗i) (3.132)

この式の第１項はケーラー変換の共変化 Dµ → D
(S)
µ = Dµ − iRSµ によって相殺する。このとき

W は W = ek2K/4W で置き換えられる。第２項は重力多重項の質量項の導入で相殺する。

Lmass =
(
−k2e

4
W(ψµσµνψν) + c.c.

)
+

3k2e

2
|W|2 (3.133)

このときグラビティーノの変換則には次の項が加わる。

δ′ψµ =
ik

4
Wσµξ (3.134)

3.3 ゲージ多重項

3.3.1 ネーター項

ベクトル多重項を重力場に結合させよう。ここではまずカイラル多重項はないものと仮定する。

また、FI パラメータも 0 であるとしておく。ベクトル多重項とカイラル多重項の両方を含む理論
についてはあとで改めて考える。

超対称性が大域的である場合のベクトル多重項のラグランジアンは (2.174) に与えられている。
ここではカイラル多重項を導入しないので関数 τab は単なる定数であり、τ̃ab の微分を含む項は無

視することにする。

以下のネーター処方の計算は補助場を含まない形式で行う。そこでまず運動方程式を用いて補助

場を消去しておく必要があるが、(2.174) を用いて補助場の運動方程式を解くと、Da = 0 となる
ので、ここでは単に Da を無視することができる。

このことを踏まえ、ネーター手続きの出発点となるラグランジアンを次の部分の和として表そう。

Lv = −e

4
(Im τ̃ab)F a

µνFµνb, (3.135)

Lλ = −ie(Im τ̃ab)(λ
a
σµD(G,ω)

µ λb) (3.136)

これは L = −(1/2) Im[τ̃abW
aW b]（ワイル表示）を一般座標変換について共変化したものである。

変換則は、(2.160) を一般座標変換のもとで共変な形に直した次のものを採用する。

δva
µ = − i

2
√

2
ξσµλ

a
+

i

2
√

2
λaσµξ, δλa = − 1

2
√

2
F\ a

2ξ (3.137)

これら以外に、重力部分として 70ページの枠内に与えられたものがあるとする。
局所的超対称性で不変な作用を構成する第一段階として、ネーターカレントを求めよう。そのた

めには上で与えたラグランジアンを (3.137) で変換してみればよい。もともと大域的な超対称性は
あるので、結果は Dµξ に比例するはずである。
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まず、フェルミオンの運動項の変分は

δLλ =
ie

2
√

2
(Im τ̃ab)(λ

a
σµD(G,ω)

µ F\ a
2ξ) + c.c.

=
ie

2
√

2
(Im τ̃ab)(λ

a
σµ(D(G,ω)

µ F\ a
2)ξ) +

ie

2
√

2
(Im τ̃ab)(λ

a
σµF\ a

2D(ω)
µ ξ) + c.c. (3.138)

F a
2 に対するビアンキ項等式を用いれば、この第１項は

ie

2
√

2
(Im τ̃ab)(λ

a
σµ(D(G,ω)

µ F\ a
2)ξ) =

ie

2
√

2
(Im τ̃ab)(λ

a
σνξ)DµF aµν + c.c.

= −e(Im τ̃ab)δvνDµF aµν (3.139)

となり、部分積分すればちょうどゲージ場運動項のゲージ場に対する超対称変換と相殺することが

わかる。

(3.138) の第２項は次のネーター結合項の導入によって相殺できる。

LJvector =
kie

2
√

2
(Im τ̃ab)

[
(ψµF\ b

2σ
µλ

a
) + (λaσµF\ b

2ψµ)
]

(3.140)

このラグランジアンの λa の変分を行うと、新たに次の変分が現れる。

δLJvector =
kie

8
(Im τ̃ab)

[
− (ψµF\ b

2σ
µF\ a

2ξ) + (ξF\ a
2σµF\ b

2ψµ)
]

(3.141)

これは丁度 Lv の多脚場の変分によって得られる項と相殺される。これですべての変分が相殺され

ていることが結論された。

まとめておこう。

ベクトル多重項¶ ³

重力部分

Lgrav =
1
k2

eR + ie(ψµσµνρD(ω)
ν ψρ) (3.142)

δψµ =
1
k

D(ω)
µ ξ, δeµ

m̂
=

k

4
(−iψ

m̂
σµξ + iψ

m̂
σµξ) (3.143)

ベクトル多重項の運動項

Lv = −e

4
(Im τ̃ab)F a

µνFµνb, (3.144)

Lλ = −ie(Im τ̃ab)(λ
a
σµD(G,ω)

µ λb) (3.145)

ネーター結合項

LJvector =
kie

2
√

2
(Im τ̃ab)

[
(ψµF\ b

2σ
µλ

a
) + (λaσµF\ b

2ψµ)
]

(3.146)

ベクトル多重項の変換則

δva
µ = − i

2
√

2
ξσµλ

a
+

i

2
√

2
λaσµξ, δλa = − 1

2
√

2
F\ a

2ξ (3.147)

µ ´

3.3.2 中性カイラル場

ゲージ多重項とカイラル多重項が共存する場合について考えよう。ただし、ここではカイラル多

重項は全て中性、すなわち電荷を持たず、ゲージ場との極小結合が無い場合に限る。カイラル多重
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項が中性な場合であっても、結合定数 τ̃ab がカイラル多重項のスカラー場に依存することができる

ため、一般にはゲージ場とカイラル多重項の相互作用が存在する。

具体的には、大域的超対称性を持つ次のラグランジアンを重力に結合することを考える。

L =
1
2
[K(Φ,Φ∗)]D − ([W (Φ)]F + c.c.)− 1

2
Im[τ̃ab(Φ)W aW b]F (3.148)

（スピノル超場の積はワイル表示で表されている。）ゲージ多重項が無い場合のラグランジアンと

変換則は 80ページと 84に与えられているので、ここでもそれらをそのまま用いよう。ゲージ多重
項に依存する部分については、大域的な場合のラグランジアンと前節で求めたベクトル多重項につ

いてのネーター項を参考にし、次の 5 つの部分の和として表そう。

Lv = −e

4
(Im τ̃ab)F a

µνFµνb − e

8
(Re τ̃ab)iσµνρσF a

µνF b
ρσ =

ie

4
τ̃abF

+a
µν F+bµν , (3.149)

Lλ =
ie

2
(Im τ̃ab)

[
(λaσµD(G,ω,S)

µ λ
b
)− (D(G,ω,S)

µ λaσµλ
b
)
]

+
e

2
(Re τ̃ab)D(G)

µ (λaσµλ
b
), (3.150)

L3 =
ie

2
√

2
τ̃ab,i(λaF\ b

2χ
i) + h.c., (3.151)

Lλmass = +
ie

4
Kij τ̃ab,i(λaλb)Wj + h.c., (3.152)

LJvector =
kie

2
√

2
(Im τ̃ab)

[
(ψµF\ b

2σ
µλ

a
) + (λaσµF\ b

2ψµ)
]

(3.153)

変換則は、(2.160) を一般座標変換のもとで共変な形に直した次のものを採用する。

δva
µ = − i

2
√

2
ξσµλ

a
+

i

2
√

2
λaσµξ, δλa = − 1

2
√

2
F\ a

2ξ (3.154)

このラグランジアンは局所的な超対称変換の下で（フェルミオンについて２次までの近似で）不変

である。相殺の様子は次のようになる。ただし、δλ のうち、補助場由来の部分を δ′λ、それ以外を

δ0
λ と表す。

δ0
λLλ + δvLv + δ0

χL3 + δ0
ψLJvector = 0, (3.155)

δ0
λL3 + δφLv = 0, (3.156)

δ0
λLJvector + δeLv = 0, (3.157)

δ′χL3 + δ0
λLλmass = 0. (3.158)

うしろ 3 つの相殺をチェックするのは簡単である。

δ0
λL3 = −δφLv =

ie

8
τ̃ab,i(ξF\ a

2F\ b
2χ

i) + h.c. (3.159)

δ0
λLJvector = −δeLv =

kie

8
(Im τ̃ab)

[
− (ψµF\ b

2σ
µF\ a

2ξ) + (ξF\ a
2σ

µF\ b
2ψµ)

]
(3.160)

δ′χL3 = −δ0
λLλmass =

ie

4
√

2
τ̃ab,i(λaF\ b

2ξ)K
ijDjW + h.c.. (3.161)

(3.155) の相殺が起こることを詳しく示しておこう。まず、フェルミオンの運動項を変分するこ
とから始めよう。Lλ は次のように書くこともできる。

Lλ =
e

2
τ̃ab(λaσµD(G,ω,S)

µ λ
b
) + h.c. (3.162)
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このラグランジアンの gaugino の超対称変換から次の変分を得る。

δLλ =
e

4
√

2
(λ

a
σµD(G,ω,S)

µ (τ̃abF\ b
ξ))− e

4
√

2
τ̃ab(λaσµD(G,ω,S)

µ (F\ b
2ξ)) + h.c. (3.163)

ここで現れたそれぞれの項について順に見ていこう。(3.163) の第１項は

e

4
√

2
(λ

a
σµD(G,ω)

µ (τ̃abF\ b)ξ) +
e

4
√

2
τ̃ab(λ

a
σµF\ b

D(G,ω,S)
µ ξ)

=
e

2
√

2
(λ

a
σνξ)D(G,ω)

µ (τ̃abF\+bµν) +
e

4
√

2
τ̃ab(λ

a
σµF\ b

D(G,ω,S)
µ ξ)

= − e

2
√

2
τ̃abF

+bµνD(G,ω)
µ (λ

a
σνξ) +

e

4
√

2
τ̃ab(λ

a
σµF\ b

D(G,ω,S)
µ ξ) (3.164)

上の式の一行目は微分の分配則を用いた。二行目へ移る際に第１項に対して自己双対テンソルが満

足する公式（反）自己双対テンソルを含む式を扱う際に次の公式は便利である。

σµX\ −2 = 2X−µνσµ, X\ +
2 σµ = 2σνX+νµ, σµX\ +

2 = 2X+µνσµ, X\ −2 σµ = 2σνX−νµ. (3.165)

を用い、三行目へ移る際には第１項を部分積分した。(3.163) の第２項は

− e

4
√

2
τ̃ab(λaσµ(D(G,ω)

µ F\ b
2)ξ)−

e

4
√

2
τ̃ab(λaσµF\ b

2D
(G,ω,S)
µ ξ)

= +
e

4
√

2
τ̃ab(λa(D(G,ω)

µ F\ b
2)σ

µξ)− e

4
√

2
τ̃ab(λaσµF\ b

2D
(G,ω,S)
µ ξ)

= +
e

4
√

2
(λaD(G,ω)

µ (τ̃abF\ b
2)σ

µξ)− e

4
√

2
(λaF\ b

2(D\ (G,ω)
τ̃ab)ξ)− e

4
√

2
τ̃ab(λaσµF\ b

2D
(G,ω,S)
µ ξ)

=
e

2
√

2
τ̃abF

+bµνD(G,ω)
µ (λaσνξ)− e

4
√

2
(λaF\ b

2(D\ (G,ω)
τ̃ab)ξ)− e

4
√

2
τ̃ab(λaσµF\ b

2D
(G,ω,S)
µ ξ)(3.166)

上の式の一行目は微分の分配則を用いた。二行目へ移る際にビアンキ恒等式 〈D\F\ a〉3 = 0 を用いて
第１項の行列の順序を入れ替えた。三行目へ移る際には、次に行う部分積分の準備として F\ 2 に作

用する微分を τF\ の微分から τ の微分を取り除く形に変形した。最後に第１項に対して自己双対

テンソルの満足する関係式 (3.165) を用いてから部分積分した。(3.164) の第１項と (3.166) の第
１項はゲージ場運動項のゲージ場の超対称変換と相殺する。(3.166) の第２項は τab が正則関数で

あれば (∂\φi)ξ を含み、δχi に比例している。３点結合項 L3 の χi の超対称変換と相殺する。残っ

た項は (3.164) の第２項と (3.166) の第３項である。もう一度まとめて書くと、

e

4
√

2
τ̃ab(λ

a
σµF\ b

D(ω,S)
µ ξ)− e

4
√

2
τ̃ab(λaσµF\ b

2D
(ω,S)
µ ξ) + c.c. (3.167)

この項は D
(ω,S)
µ ξ に比例しており δ0

ψLJvector によって相殺される。

3.4 荷電カイラル多重項

3.4.1 ゲージ変換とケーラー変換

大域的な超対称理論のところでもそうであったように、ゲージ変換は必ずしもケーラーポテン

シャルを不変に保つ必要は無く、ケーラー変換の分だけなら変化させても良い。超重力理論におい

てはケーラー変換は U(1)R 対称性と関係しているため、このことは重要である。まず、ゲージ変

換とケーラー変換についての幾つかの関係式を思い出そう。
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• ゲージ変換はケーラーポテンシャルを必ずしも不変にせず、(2.241) に与えられているよう
にケーラー変換の分だけ変化させる。

δgaugeK = εa(tiaKi + tiaKi) = −4εa(fa + f∗a ) (3.168)

• ケーラー変換は U(1)R 変換を伴う。変換則は (3.74) に与えられている。例えば R 電荷 1 の
変換パラメータに対しては

K(φ, φ) → K(φ, φ)− 4f(φ)− 4f(φ), ξ → exp
k2

2
[f(φ)− f(φ)]ξ. (3.169)

となる。

• 超ポテンシャルも R-電荷を持つから、ケーラー変換 (3.169) のもとで次のように変換される
必要がある。

W → W ′ = e2k2fW. (3.170)

(3.168) と (3.169) この二つを組み合わせると、ゲージ変換は次のようにケーラー変換を通して
余分な変換をする。

ξ → exp
[
k2

2
εa(fa − f∗a )

]
ξ. (3.171)

この変換パラメータが定数ではないため、微分を共変微分にする必要がある。ξ の微分を見てみ

ると

δ(∂ξ) =
k2

2
εa(fa − f∗a )∂ξ +

k2

2
εaD(G)

µ (fa − f∗a )∂ξ +
k2

2
(D(G)

µ εa)(fa − f∗a )∂ξ (3.172)

右辺の 3 つの項のうち、第２項は fa がスカラー多様体上の関数であるために現れる項であり、

(3.66) で定義されるケーラー接続によって考慮されている。ただし Sµ の中の微分を共変微分に置

き換えておく必要がある。ここでは (3.66) の微分を共変微分で置き換えたものを S0
µ としておく。

S0
µ =

k2i

8
(KiD

(G)
µ φi −KiD

(G)
µ φ

i
) (3.173)

(3.172) の右辺第３項は ε が時空座標に依存するために現れる項である。この部分をなくすために

共変微分は S0
µ 以外に別の項が必要で、次のように取る必要がある。

Dµ = ∂µ − iS0
µ −

k2

2
(fa − f∗a )Aa

µ (3.174)

そこで、この項まで含めた Sµ を次のように定義する。

Sµ = S0
µ −

ik2

2
(fa − f∗a )Aa

µ =
ik2

8
(Ki∂µφi −Ki∂µφ

i
) +

k2

4
µaAa

µ (3.175)

ただし、ゲージ場を含む項をまとめたときにその係数として得られる µa は (2.248) に与えられて
いるモーメントマップである。

超ポテンシャルが 0 で無いときには (3.168) と (3.170) を組み合わせることによりゲージ変換が
引き起こすケーラー変換によって超ポテンシャルが次のように変換されなければならない。

W → W ′ = e2k2εafaW. (3.176)
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この変換が場 φi に対するゲージ変換によって自動的に実現されなければならない。このことは

|W|2 = ek2K/2|W |2 (3.177)

がゲージ不変であるということと同じである。また、この条件は次のように書くこともできる。

tiaDiW =
ik2

2
Wµa (3.178)

W の共変微分はDiW = ∂iW + (k2/2)KiW であることを用いた。

この関数がゲージ不変であるようにゲージ変換が決められていれば、W のゲージ変換 (3.176)
からスカラー場の正則関数 fa が自動的に定まる。これは理論の FI パラメータの値も（スカラー
場の原点の取り方に起因する任意性を除き）決まることを意味している。超重力理論においては超

ポテンシャル W は必ずしもゲージ不変でなくても良いため、それぞれの場の電荷に対する条件が

一つ減るが、そのかわり FI パラメータは独立なパラメータではなく、W のゲージ変換性から一意

的に決定される。

特に、W がゲージ変換の下で線形に変換されるとき、その電荷が次のように FI パラメータに
比例する。

W → W ′ = e2iqaεa

W, qa =
k2

4
ζa (3.179)

3.4.2 FI パラメータと R-対称性のゲージ化

前の節では、カイラル多重項がある場合に、スカラー多様体上のゲージ変換とケーラー変換、そ

して U(1)R 変換の関係から幾つかの結論を導いた。そのうちの幾つかは、カイラル多重項が無い

場合であってもやはり成り立つ。

カイラル多重項が n 個ある場合、スカラー多様体は複素 n 次元である。カイラル多重項が無い

場合には 0 次元、すなわち点状のスカラー多様体を考えることができる。このときケーラーポテン
シャル K はその点上の関数、すなわち単なる数であり、ゲージ不変である。従って、ケーラー変

換を与える関数 fa はその実部が 0 である定数であり、次のように置くことができる。

fa =
i

4
ζa. (3.180)

実パラメータ ζa は FI パラメータに他ならない。
変換パラメータ ξ など、U(1)R 電荷を持つものに対してゲージ変換は (3.171) に従って次のよ

うに作用する。

ξ → exp(iqaεa)ξ. (3.181)

ただし qa は ζa と次のように関係している。

ζa =
4
k2

qa (3.182)

つまり、ゲージ場 Aa
µ は ξ と電荷 qa で結合している。言い換えると R-対称性がゲージ化されて

おり、R-電荷はゲージ場 qaAa
µ に結合している。

カイラル多重項が無い場合、超ポテンシャル W は単なる定数でしかありえないから、ζa 6= 0 の
ときに (3.179) の変換性と矛盾しないためにはW = 0 でなければならない。
上で与えた FI パラメータと R-対称性のゲージ化の関係を、カイラル多重項が無い場合にスカ

ラー多様体の上のケーラー変換などを介さずに直接求めておこう。
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前の節で与えた、重力多重項とベクトル多重項から成る系は、次の U(1)R 対称性のもとで不変

である。

ψµ → eiαψµ, λa → eiαλa, ξ → eiαξ. (3.183)

そこで、この対称性をゲージ化することを考えよう。

通常、大域的な対称性をゲージ化する場合、もとの理論にはなかった新たなゲージ場を導入す

る。しかし超重力理論においては、新たに場を導入すると超対称変換のもとでの不変性が自明では

なくなってしまう。そこでここでは、もともとゲージ場を含む超重力理論から出発し、荷電場との

結合を導入したうえで再びネーター処方によって超対称なラグランジアンを得るという手順を踏む

ことにする。

まず、荷電場とゲージ場の相互作用を導入するために、ゲージ変換のもとでフェルミオンに作用

する共変微分を次のように変更する。

D(ω)
µ ξ → D(ω,G)

µ ξ = (D(ω)
µ − iqava

µ)ξ (3.184)

この変更によって、(3.25) にある共変微分の交換関係から、次のようにゲージ場の場の強さに比例
する項が現れる。

[D(G,ω)
µ , D(G,ω)

ν ]ξ =
(

1
4
Rµνρσσρσ − iqaF a

µν

)
ξ (3.185)

つまり、ラグランジアンの超対称変換は次の項を余分に与える。

δL = − e

2k
(ψµσµνρξ)qaF a

νρ + c.c.

= − e

2k
qa(ψµσµF\ a

2ξ)− e

2k
qa(ψµF\ a

2σ
µξ) + c.c. (3.186)

この第１項は

Lψλ = −
√

2e

k
qa(ψµσµλ

a
) + c.c. (3.187)

を導入すれば、この項の λa の超対称変換で相殺できる。第２項は LJvector と比較すると、λ の変

換則に次の項を新たに導入すれば δ′λLJvector によって相殺できる。

δ′λa =
√

2i

k2
(Im τ̃−1)abqbξ (3.188)

これらの変更によって新たに現れる変分のうち、次の二つは相殺する。

δ′λLλ + δψLψλ = 0. (3.189)

残るは次の変分である。

δ′Lψλ =
2ie

k3
(ψµσµξ)(Im τ̃−1)abqaqb + c.c. =

8e

k4
eµ

m̂
δem̂

µ (Im τ̃−1)abqaqb (3.190)

これは次の宇宙項の導入で相殺できる。

Lc.c. = −8e

k4
(Im τ̃−1)abqaqb (3.191)

λa の変換則の変化 (3.188) はちょうどベクトル多重項の補助場 Da が存在したときに現れるもの

と同じ形をしている。(2.160) と比較してみると、補助場の値が次のように与えられると、(3.188)
が現れることがわかる。

Da =
4
k2

(Im τ̃−1)abqb (3.192)

さらにこの式を (2.196) と比較すると、(3.182) に与えられた FI パラメータがあるとDa がこの値

になることがわかる。また、宇宙項 (3.191) は補助場 Da が (3.192) の値を取ることによるポテン
シャル項に他ならない。
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3.4.3 ラグランジアンと変換則

もっとも一般的なケーラーポテンシャルで与えられるカイラル多重項の運動項を重力に結合する

ことを考えよう。実は、答えから先に行ってしまうと、中性カイラル場の場合の超重力理論のラグ

ランジアンを適当にゲージ化したものに大域的な超対称ゲージ理論のラグランジアンから予想され

る D-term ポテンシャル項や湯川相互作用項などを一般座標変換について共変化したものを付け
加えておけば、局所的超対称変換で不変なラグランジアンがほとんど得られる。唯一これまでの計

算で現れていないのは LJD である。ケーラーポテンシャルや超ポテンシャルはゲージ変換のもと

で §3.4.1で述べたような性質を持っているものとする。ラグランジアンは以下の 19 の部分の和で
ある。

まず、重力部分は次のように与えられる。

Le =
e

k2
R, (3.193)

Lψ = ie(ψµσµνρD(ω,S)
ν ψρ). (3.194)

これはカイラル多重項が電荷を持たない場合と形式的に同じであるが、共変微分に含まれる Sµ は

(3.175) で定義されるゲージ場を含むものである。ベクトル多重項の運動項は大域的な場合のラグ
ランジアン L = −(1/2) Im[τ̃abW

aW b]（ワイル表示）を一般座標変換などについて共変化した次
のものである。

Lv = −e

4
(Im τ̃ab)F a

µνFµνb − e

8
(Re τ̃ab)iσµνρσF a

µνF b
ρσ, (3.195)

Lλ =
ie

2
(Im τ̃ab)

[
(λaσµD(G,ω,S)

µ λ
b
)− (D(G,ω,S)

µ λaσµλ
b
)
]

+
e

2
(Re τ̃ab)D(G)

µ (λaσµλ
b
), (3.196)

L3 =
ie

2
√

2
τ̃ab,i(λaF\ b

2χ
i) + h.c. (3.197)

カイラル多重項の運動項は L = (1/2)[K(Φ, Φ∗e−2V )]D を一般座標変換のもとで共変化した次のも
のである。

Lφ = −eKijD
(G)
µ φiD(G)µφ

j
, (3.198)

Lχ = ieKij(χ
iσµD(G,M,ω,S)

µ χj), (3.199)

Lyukawa =
√

2etai(λaχi) +
√

2e(χiλ
a
)tai. (3.200)

カイラル多重項とゲージ場との結合によって現れる D-term は次の二つ。どちらも補助場 D を消

去して得られる項である。

LD = −e

2
(Im τ̃−1)abµaµb, (3.201)

LDλχ =
e

2
√

2
(τ̃ab,i)(χiλb)(Im τ̃−1)acµc + h.c. (3.202)

超ポテンシャル項 L = −[W (Φ)]F +c.c. から現れるのは以下の 3 つ。ただし W は W = ek2K/4W

で置き換えられる。

Lpot = −e(D(S)
i W)Kij(D(S)

j
W), (3.203)

Lχmass =
e

2
(D(M,S)

i D
(S)
j W)(χiχj) + h.c., (3.204)

Lλmass = +
ie

4
Kij τ̃ab,i(λaλb)Wj + h.c. (3.205)
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大域的な理論には存在しない、カレントと重力との結合を表すネーター項が以下の 4 つ。

LJvector =
kie

2
√

2
(Im τ̃ab)

[
(ψµF\ b

2σ
µλ

a
) + (λaσµF\ b

2ψµ)
]
, (3.206)

LJchiral =
ke

2
Kij(χ

iσµσλψµ)(D(G)
λ φ

j
) + h.c., (3.207)

LJW = −kie

2
(D(S)

i W)(χiσµψµ) + h.c., (3.208)

LJD = − ke

2
√

2
(ψµσµλ

a
)µa + h.c., (3.209)

この中で最後の項はこれまでの計算では現れてない項である。これはゲージ多重項の補助場 D を

含む超対称カレントに対するネーター項である。さらに、超ポテンシャルが 0 でない場合に次の
グラビティーノ質量項と宇宙項が必要である。

Lψmass = −k2e

4
W(ψµσµνψν) + h.c., (3.210)

Lcc =
3k2e

2
ek2K/2|W|2 (3.211)

超場を用いた超重力理論の構成においてはこれらは重力多重項の補助場を消去したときに現れる項

である。

変換則についても、大域的な場合に得られた結果と、カイラル多重項が中性な場合の超重力理論

の結果から簡単に推測することができる。

重力多重項の変換則は次のように与えられる。

δeµ

m̂
=

k

4
(−iψ

m̂
σµξ + iψ

m̂
σµξ), (3.212)

δψµ =
1
k

D(ω,S)
µ ξ +

ik

4
Wσµξ. (3.213)

ベクトル多重項の変換則は次のように与えられる。

δva
µ = − i

2
√

2
ξσµλ

a
+

i

2
√

2
λaσµξ, (3.214)

δλa = − 1
2
√

2
F\ a

2ξ +
i

2
√

2
(Im τ̃−1)abµbξ. (3.215)

カイラル多重項の変換則は

δφi =
1
2
ξχi, (3.216)

δχi = − i

2
σµξD(G)

µ φi +
1
2
ξKijD

(S)

j
W. (3.217)

ただし、tia はゲージ変換を表すスカラー多様体上のキリングベクトルであり、µa は (2.248) に
与えられたモーメントマップである。共変微分 D

(G)
µ は D

(G)
µ φi = ∂µφi − Aa

µtia のように定義さ

れる。

3.4.4 変分計算

ここでは前にあげたラグランジアンが実際に局所的超対称変換のもとで不変であることを確認す

る。以下の計算の都合上、フェルミオンの変換則は次のように補助場由来の部分とそれ以外の部分
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に分けておく。




δ0
ψψµ =

1
k

D(ω,S)
µ ξ

δ′ψψµ =
ik

4
Wσµξ





δ0
λλa = − 1

2
√

2
F\ a

2ξ

δ′λλa =
i

2
√

2
(Im τ̃−1)abµbξ





δ0
χχi = − i

2
σµξD(G)

µ φi

δ′χχi =
1
2
ξKijD

(S)

j
W

(3.218)
まず、ゲージ多重項についての次の相殺は荷電カイラル多重項が無かったときと同じである。

δ0
λLλ + δvLv + δ0

χL3 + δ0
ψLJvector = 0, (3.219)

δ0
λL3 + δφLv = 0, (3.220)

δ0
λLJvector + δeLv = 0, (3.221)

δ′χL3 + δ0
λLλmass = 0. (3.222)

次に、カイラル多重項と関係する部分で、超ポテンシャルを含まない部分に注目しよう。

δφLφ + δ0
χLχ + δ0

λLyukawa + δ0
ψLJchiral = 0, (3.223)

δvLφ + δ0
χLyukawa + δ′λLλ + δ0

χLDλχ + δ0
ψLJD = 0, (3.224)

δ′λL3 + δ0
λLDλχ = 0, (3.225)

δφLD + δ′λLDλχ + δ′λLyukawa = 0, (3.226)

(δ0
χLJchiral + δ′λLJD + δ0

λLJD + δ′λLJvector)

+(δeLφ + δeLD) + (δeLe + δ0
ψLψ) = 0, (3.227)

(3.223) を示そう。カイラル多重項が中性な場合の (3.55) と同じ計算を行おう。中性なカイラル
多重項の場合と異なるのは φ の二階微分はカイラル多重項がゲージ場に結合している場合には可

換ではなく、今度はゲージ場の強さに二つの微分は、ゲージ場の強さに比例する部分を与える。

D(G,M,ω)
µ D

(G)
λ φ

j −D
(G,M,ω)
λ D(G)

µ φ
j

= −Fµλtja (3.228)

こうして現れる F a
µν が λ の超対称変換に比例する項を与える。この結果次の式を得る。

δφLφ + δ0
χLχ = −

√
2etai(χiδ0

λλa)− e

2
Kij(χ

iσµσλD(ω)
µ ξ)(D(G,S)

λ φ
j
) + h.c. (3.229)

新たに現れた δ0
λλa を含む項は湯川項 Lyukawa の δ0

λ 変分によって相殺される。第２項は δ0
ψLJchiral

によって相殺される。以上で (3.223) が示された。
次に (3.224) を示そう。湯川項の δ0

χ 変分は新たに次の項を与える。

δ0
χLyukawa = − ie√

2
(λaσµξ)taiD

(G)µφi + h.c. (3.230)

これは部分的に Lφ の共変微分中に含まれるゲージ場の変分、

δvLφ = eδva
µtaiD

(G)µφi + h.c.

=
ie

2
√

2

(
−ξσµλ

a
+ λaσµξ

)
taiD

(G)
µ φi + h.c. (3.231)

と相殺して、次の変分が残る。

δvLφ + δ0
χLyukawa = − ie

2
√

2

(
ξσµλ

a
+ λaσµξ

)
taiD

(G)µφi + h.c.

= − e

2
√

2

(
ξσµλ

a
+ λaσµξ

)
D(G)

µ µa (3.232)
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δ′λλ の導入によって、ベクトル多重項のラグランジアン中の λ を含む項から次の変分を得る。

δ′λLλ = − e

2
√

2
µa(ξσµD(G,ω)

µ λ
a
)

− ie

4
√

2
D(G)

µ (τ̃∗ab)(ξσ
µλ

b
)(Im τ̃−1)acµc + h.c., (3.233)

この第２項は次のものと相殺する。

δ0
χLDλχ = − ie

4
√

2
(τ̃ab,i)(ξσµλb)(Im τ̃−1)acµcD

(G)
µ φi + h.c. (3.234)

(3.233) の第１項と (3.232) の和は部分積分をすることで D
(ω,S)
µ ξ に比例した項を与えるが、その

項は δ0
ψLJD で相殺できる。従って (3.224) が示された。

(3.225) のように相殺する二つの項は次のように与えられる。

δ′λL3 = −δ0
λLDλχ = −e

8
τ̃ab,i(ξF\ b

2χ
i)(Im τ̃−1)acµc + h.c. (3.235)

(3.226) を示そう。D-term ポテンシャル項の変分は

δφLD = −e

2
δφ(Im τ̃−1)abµaµb − e(Im τ̃−1)abµaδφµb

= − ie

4
(τ̃ab,iδφ

i)(Im τ̃−1)ac(Im τ̃−1)bdµcµd

+ie(Im τ̃−1)abµaδφ
k
tak + h.c., (3.236)

となるが、第１項は

δ′λLDλχ =
e

8
(τ̃ab,i)(χiξ)(Im τ̃−1)acµc(Im τ̃−1)bdµd + h.c., (3.237)

第２項は

δ′λLyukawa =
ie

2
(Im τ̃−1)abµb[tai(ξχi)− (χiξ)tai] = e(Im τ̃−1)abµaδµb. (3.238)

で相殺される。従って (3.226) が示された。
(3.227) を示すためにネーター項の次の変分を見てみよう。

δ0
χLJchiral = −kie

4
(ξσκσµσλψµ)Kij(D

(G)
κ φi)(D(G)

λ φ
j
) + h.c., (3.239)

δ′λLJD = −ke

8
(−iψµσµξ + iξσµψµ)(Im τ̃−1)abµaµb, (3.240)

δ0
λLJD =

ke

8
(ψµσµF\ a

2ξ − ξF\ a
2σµψµ)µa, (3.241)

δ′λLJvector =
ke

8
µa(ψµF\ a

2σµξ − ξσµF\ a
2ψµ) (3.242)

これらをすべて加えると、新たに現れた変分は次のように二つの部分にまとまる。

δ0
χLJchiral + δ′λLJD + δ0

λLJD + δ′λLJvector = eT m̂
ν δeν

m̂
+

e

2k
Sνλ(ψµσµνλξ + ψµσµνλξ). (3.243)

ただし Tµν と Sµν はそれぞれスカラー場のエネルギー運動量テンソル

Tµν = Kij [(D
(G)
µ φi)(D(G)

ν φ
j
)+ (D(G)

ν φi)(D(G)
µ φ

j
)− gµν(D(G)

α φi)(D(G)αφ
j
)]− gµν(Im τ̃−1)abµaµb

(3.244)
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および次のように定義される反対称テンソルである。

Sµν = − ik2

4
Kij [(D

(G)
µ φi)(D(G)

ν φ
j
)− (D(G)

ν φi)(D(G)
µ φ

j
)] +

k2

4
µaF a

µν (3.245)

変分 (3.243) の第１項はエネルギー運動量テンソルを含み、ちょうどスカラー場の運動項 Lφ およ

びポテンシャル項 LD に含まれる多脚場の変分と相殺する。一方 (3.243) の第２項は、カイラル多
重項が中性な場合同様にグラビティーノの運動項の超対称変換で現れた (3.25) の共変微分の交換
関係から現れる項と相殺する。実際反対称テンソル Sµν は 2-形式として表わせば次のような閉形
式になる。

S2 = − ik2

4
Kij(D

(G)φi) ∧ (D(G)φ
j
) +

k2

4
µaF a

2 = dS1 (3.246)

S1 は (3.175) で定義されている。従って、グラビティーノの運動項の変分 (3.25) に現れた共変微
分の交換関係から、アインシュタイン作用の変分と相殺する曲率テンソルを含む項のほかに、ちょ

うど (3.243) の第２項を相殺する項が現れる。従って (3.227) の相殺が示された。
ポテンシャル項に関係した部分の計算に移ろう。次の相殺は §3.2.4で与えた中性カイラル多重項

の場合の計算とほとんど同じである。違いはスカラー場の微分 ∂µφi が共変微分 D
(G)
µ φi に置き換

わるだけであるので、ここでは計算は省略する。

δ′χLχ + δ0
χLχmass + δ0

ψLJW + δ′ψLJchiral = 0, (3.247)

δ′χLχmass + δφLpot + δ′ψLJW + δφLcc = 0, (3.248)

δ0
χLJW + δ′χLJchiral + δ0

ψLψmass + δ′ψLψ = 0, (3.249)

δ′χLJW + δeLpot = 0, (3.250)

δ′ψLψmass + δeLcc = 0, (3.251)

中性カイラル多重項の場合にはなかったのは次の 3 つである。

δ′χLDλχ + δ′λLλmass = 0, (3.252)

δ′χLyukawa + δ′ψLJD = 0, , (3.253)

δ′ψLJvector = 0. (3.254)

(3.252) で相殺する二つの項は次のように与えられる。

δ′χLDλχ = −δ′λLλmass =
e

4
√

2
(τ̃ab,i)KikD

(S)

j
W(λbξ)(Im τ̃−1)acµc + h.c. (3.255)

(3.253) のように相殺する二つの項は次のように与えられる。

δ′χLyukawa = −δ′ψLJD = −k2ie

2
√

2
W(λaξ)µa + h.c. (3.256)

(3.254) は恒等式 σµF\ a
2σµ = 0 を用いることでそれだけで 0 になることが示される。

以上ですべての項が相殺され、局所的超対称変換のもとで不変な作用を得る事ができた。

3.4.5 不変関数 G で書かれたラグランジアン

最後にケーラー変換を用いて W = 2/k3 というゲージ固定を行おう。このゲージ変換の結果得

られた K を特に G と書くことにする。この場合 W の共変微分が

D
(S)
i W =

1
k

Gi, D
(M,S)
i D

(S)
j W =

1
k

(
Gij −GijkGklGl +

k2

2
GiGj

)
. (3.257)
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さらに、R-電荷が R の場に対する共変微分が

D(S)
µ = ∂µ +

Rk2

8
(GiDµφ−GiDµφ

i
) (3.258)

と与えられることを用いれば、関数 G のみを含む次のラグランジアンが得られる。これは [6] に
与えられているラグランジアンのフェルミオンの 2 次までのオーダーと一致する。(ただしここで
用いているケーラーポテンシャル G は [6] で用いている G と G = −G/2 の関係にある。)

Le =
e

k2
R, (3.259)

Lψ = ie(ψµσµνρDνψρ)

−ik2e
1
8
(GiDνφ−GiDνφ

i
)(ψµσµνρψρ), (3.260)

Lv = −e

4
(Im τ̃ab)F a

µνFµνb − e

8
(Re τ̃ab)iσµνρσF a

µνF b
ρσ, (3.261)

Lλ =
ie

2
(Im τ̃ab)

[
(λaσµD(G,ω)

µ λ
b
)− (D(G,ω)

µ λaσµλ
b
)
]

+
e

2
(Re τ̃ab)D(G)

µ (λaσµλ
b
)

−k2ie

8
(Im τ̃ab)(GiDµφi −GiDµφ

i
)(λaσµλ

b
), (3.262)

L3 =
ie

2
√

2
τ̃ab,i(λaF\ b

2χ
i) + h.c., (3.263)

Lφ = −eGijD
(G)
µ φiD(G)µφ

j
, (3.264)

Lχ =
ie

2
Gij(χ

iσµD(G,M,ω)
µ χj)

+ie(D(G)
µ φk)

(
k2

8
GijGk − 1

2
Gkij

)
(χiσµχj) + h.c., (3.265)

Lyukawa = −
√

2iφ
i
(Ta)i

jGjk(λaχk) +
√

2i(χiλ
a
)Gij(Ta)j

kφk, (3.266)

LD = −e

2
(Im τ̃−1)abµaµb, (3.267)

LDλχ =
e

2
√

2
(Im τ̃−1)ab(τ̃bc,i)µa(χiλc) + h.c., (3.268)

Lpot = − e

k2
ek2G/2GiG

ijGj , (3.269)

Lχmass =
e

2
ek2G/4

(
1
k

Gij − 1
k

GijkGklGl +
k

2
GiGj

)
χiχj + h.c., (3.270)

Lλmass =
ie

4k
ek2G/4GijGj τ̃ab,i(λaλb) + h.c., (3.271)

LJvector =
kie

2
√

2
(Im τ̃ab)

[
(ψµF\ b

2σ
µλ

a
) + (λaσµF\ b

2ψµ)
]
, (3.272)

LJchiral =
ke

2
Gij(χ

iσµσλψµ)(D(G)
λ φ

j
) + h.c., (3.273)

LJD = − ke

2
√

2
(ψµσµλ

a
)µa + h.c., (3.274)

LJW = − ie

2
ek2G/4Gi(χiσµψµ) + h.c., (3.275)

Lψmass = − e

2k
ek2G/4(ψµσµνψν) + h.c., (3.276)

Lcc =
6e

k4
ek2G/2 (3.277)
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重力多重項の変換則

δψµ =
1
k

Dµξ+
k

8
(GiDµφ−GiDµφ

i
)ξ+

i

2k2
ek2G/4σµξ, δeµ

m̂
=

k

4
(−iψ

m̂
σµξ+iψ

m̂
σµξ), (3.278)

ベクトル多重項の変換則

δva
µ = − i

2
√

2
ξσµλ

a
+

i

2
√

2
λaσµξ, δλa = − 1

2
√

2
F\ a

2ξ +
i

2
√

2
(Im τ̃−1)abµbξ (3.279)

カイラル多重項の変換則

δφi =
1
2
ξχi, δχi = − i

2
σµξD(G)

µ φi +
1
2k

ek2G/4ξGijGj . (3.280)
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第4章 超場形式による 4 次元超重力理論

ポアンカレ超重力理論にはいくつかの補助場の取り方があるが、重力場 eµ
m の独立な成分は局

所ローレンツ回転の分を除いて 10 個、グラビティーノ ψµ
α については 16 個の自由度を持つので

最低でも 6 自由度のボゾン場が必要である。そのような補助場として、複素スカラー場一つと実
ベクトル場一つを含む理論は極小超重力理論と呼ばれる [7, 8]。ここではそのような超重力理論の
変換則および作用を超場形式を用いて導出する。

4.1 超空間

ここでは、次元を 4 次元には限定せず、一般の超場形式について議論する。

4.1.1 フェルミオン的座標の導入

局所的超対称変換を一般座標変換と統合するために、ボゾン的座標 xµ のほかにフェルミオン的

な座標 θα でも張られるような空間を考える。これは超空間 (superspace)と呼ばれる。超場は超空
間上の場として定義される。以下では超空間上の座標の添字を大文字のローマ字 K,L, M, . . . を用

い、そのうちのボゾン的座標を表わすのには小文字のギリシア文字 κ, λ, µ, . . . を、フェルミオン

的座標を表わすのには小文字のギリシア文字 α, β, γ, . . . を用いる。一方超空間上の局所直交座標

のボゾン的座標、フェルミオン的座標の両方を走る添字を Â, B̂, Ĉ, . . . を用い、そのうちのボゾン

的座標は k̂, l̂, m̂, . . .、フェルミオン的座標は α̂, β̂, γ̂, . . . を用いて表わすことにする。

zM = (xµ, θα), yÂ = (ym̂, θα̂). (4.1)

局所直交系の座標のうち、ボゾン的座標は時空の次元に応じたローレンツ群 SO(1, d − 1) のベク
トル表現に属し、フェルミオン座標はそのスピノル表現に属するものとする。（局所ローレンツ変

換群は SO(1, d − 1|n) のような超群に拡大されないことに注意。）超対称性が複数ある場合には
フェルミオン座標は複数あってもよいが、ここではその場合も一まとめにして θα と表わすことに

する。スピノル添え字を奇数個持つ量はグラスマン数であるが、それらの交換から現れる負号をあ

らわすために、次の式にあるような記号を導入する。

XMYN = (−)MNYNXM , (4.2)

ここで (−) の肩に乗っている添え字は、その添え字がベクトル添え字である場合には 0 を、スピ
ノル添え字である場合には 1 をあらわすものとする。
超空間上の多脚場を導入する準備として、局所座標系での計量や添え字の上げ下げについて見て

おこう。まず、局所直交系での添え字の上げ下げを行う行列を C
ÂB̂
とし、添え字を上げる操作を

次のように定義する。

XÂ = CÂB̂X
B̂

. (4.3)
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CÂB̂ はボゾン的な成分のみをもつと仮定しておく。すなわち Cm̂α̂ = Cα̂m̂ = 0 である。また CÂB̂

は対称でも反対称でも無いので、添え字の順序には常に注意しておかなければならない。添え字の

入れ替えに対して CÂB̂ は次のように振舞う。

CÂB̂ = (−)ABCB̂Â. (4.4)

(4.3) より、添え字を下げるためには CÂB̂ の逆行列を用いて X
Â

= (C−1)
ÂB̂

XB̂ とすればよい。

この規則を用いて CÂB̂ 自身の二つの添え字を下げると、

C
ÂB̂

≡ (C−1)
ÂĈ

(C−1)
B̂D̂

CĈD̂ = (C−1)
B̂Â

. (4.5)

となる。この、下つき添え字の C
ÂB̂
を用いれば、添え字を下げる規則は次のように表される。

X
Â

= XB̂C
B̂Â

(4.6)

(4.3) と (4.6) の規則は、添え字を上げ下げする場合には C を用い、常に左上と右下で縮約する、

と覚えておけばよい。具体的には C
ÂB̂
は次のように定義される。

C
ÂB̂

=

(
η

m̂n̂

C
α̂β̂

)
(4.7)

C
α̂β̂
は荷電共役行列である。

超空間の接空間の座標と局所直交座標を結びつけるために多脚場 EM
Â を定義する。また、逆行

列 E
Â

M を次のように定義する。

EM
ÂE

Â
N = δN

M , E
Â

NEN
B̂ = δB̂

Â
. (4.8)

超場の成分はグラスマン数であることもあるために掛ける順序には常に注意しなければならない。

多脚場による添字の変換を行う場合にも常に次の式のように左上の添字と右下の添字を縮約するこ

とにする。

v
Â

= E
Â

NvN , vÂ = vNEN
Â. (4.9)

この規則は逆行列の定義 (4.8) においても満足されている。多脚場の 1 形式もこのルールに従って
EÂ = dzMEM

Â と定義される。二つ以上の添字をもつテンソルの場合には、ベクトルのテンソル

積と同じように扱われなければならない。たとえば TMN と T
ÂB̂
の間の関係は次のように与えら

れる。

TMN = (−)(N+B̂)ÂEM
ÂEN

B̂T
ÂB̂

. (4.10)

右辺にこのような符号が現れることは、TMN = vMwN のような場合にベクトル vM と wN の添

え字の変換則と矛盾しないために必要である。

超空間上のスピン接続は、共変微分中に次のように現れるものとして定義する。

DMv
Â

= ∂Mv
Â

+ ω
M−Â

B̂v
B̂

. (4.11)

ここで、ω はローレンツ代数に値をとる。代数の生成子は、ボゾン的座標、フェルミオン的座標に

対して次のように与えられる。

(T
m̂n̂

)
p̂
q̂ = η

m̂p̂
δp̂

n̂
− η

n̂p̂
δp̂

m̂
, (T

m̂n̂
)
α̂

β̂ = −1
2
(γ

m̂n̂
)
α̂

β̂ . (4.12)
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このことから、スピン接続の成分について次の式が成り立つ。

ω
α̂

m̂ = ω
m̂

α̂ = 0, ω
α̂

β̂ = −1
4
ω

m̂n̂
(γm̂n̂)

α̂
β̂ . (4.13)

この式はローレンツ条件と呼ばれる。同じ関係式は曲率テンソルについても成立する。ω
m̂n̂
と ω

α̂β̂

の関係式の符号に注意すること。この符号がマイナスなのは、ローレンツ群のスピノル表現に対す

る生成子が+(1/2)γmn であることに反するように思われるかも知れないが、超空間での添え字の

縮約をとるときの標準位置と、スピノル添え字を省略するときの標準位置が異なることが理由であ

る。つまり、

− (γm̂n̂)
α̂

β̂ = −(γ[m̂)
α̂γ̂

(γn̂])γ̂β̂ = (γ[m̂)
α̂

γ̂(γn̂])
γ̂

β̂ . (4.14)

のように、γ-行列が上付き添え字と下付き添え字をもつような行列表示を用いれば、符号は正に
なっている。スピノルの共変微分は次のように書くことができる。

Dψα̂ = dψα̂ +
1
4
(ω

m̂n̂
γm̂n̂)α̂

β̂
ψβ̂ = dψα̂ − ωα̂

β̂
ψβ̂

Dψ
α̂

= dψ
α̂
− 1

4
(ω

m̂n̂
γm̂n̂)

α̂
β̂ψ

β̂
= dψ

α̂
+ ω

α̂
β̂ψ

β̂
. (4.15)

4.1.2 曲率と捩率の定義

超空間上での曲率は、共変微分の交換関係、あるいは反交換関係として次のように定義される。

RMN = DMDN − (−)MNDNDM (4.16)

一方、捩率は次のように定義される。

TMN
Â = DMEN

Â − (−)MNDNEM
Â (4.17)

多脚場の逆行列の共変微分は、次のように与えられる。

DAE
B̂

N = −(−)A(B̂+M)E
B̂

M (DAEM
Ĉ)E

Ĉ
N (4.18)

この式と曲率、捩率の定義を用いると添え字を局所直交系のものに直した共変微分 D
Â
≡ E

Â
MDM

に対して次の公式を示すことができる。

D
Â
D

B̂
− (−)ÂB̂D

B̂
D

Â
= R

ÂB̂
− T

ÂB̂
MDM (4.19)

この交換関係は超空間を用いた定式化においては非常にしばしば用いられる。

4.1.3 一般座標変換

まずはボゾン的な座標のみを持つ時空上での一般座標変換

xµ → x′µ = x′µ(x) (4.20)

のもとでの場の変換則について考えよう。何も添え字を持たないスカラー場 φ(x) の変換は次のよ
うに定義される。

φ(x) = φ′(x′). (4.21)
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内部対称性に対する添え字を持つ場合でも同様である。1 形式場 xµ(x) の変換則は、

dxµvµ(x) = dx′µv′µ(x′). (4.22)

によって与えられる。これに対して、局所ローレンツ系の添え字を持つベクトル vm̂ は次のように

変換される。

vm̂(x) = v′m̂(x′). (4.23)

つまり、局所ローレンツ対称性は一般座標変換の下では他の内部対称性と同じように扱われる。複

数の添え字を持つ場合にはこれらを組み合わせることで変換則が決定される。たとえば多脚場 em̂
µ

とスピン接続 ω
µ−m̂n̂

については、次のように座標変換を定義することができる。

dxµeµ
m̂(x) = dx′µe′µ

m̂(x′), (4.24)

dxµωµ
m̂

n̂
(x) = dx′µω′µ

m̂
n̂
(x′) (4.25)

特に、無限小変換

x′µ = xµ − εµ. (4.26)

についての変分を δ0
gc(ε) とあらわすことにしよう。添え字の 0 は、局所ローレンツ系などの内部

空間の添え字については何も作用しないことを意味している。いくつかの例を与えよう。

δ0
gc(ε)φ = ελ∂λφ, (4.27)

δ0
gc(ε)vµ = ελ∂λvµ + (∂µελ)vλ, (4.28)

δ0
gc(ε)v

m̂ = ελ∂λvm̂. (4.29)

一番上のものは共変な形をしている。二番目の変分は、vµ の微分があるので、vµ をゲージ場だと

すればゲージ変換に対する変換性は共変的ではないが、一般座標変換に対しては次のように共変的

である。

δ0
gc(ε)vµ = ελ(∇λvµ + Γκ

λµvκ) + (∇µελ − Γλ
µκεκ)vλ. = ελ(∇λvµ) + (∇µελ)vλ + ελTκ

λµvκ. (4.30)

三番目の変換則も内部対称性である局所ローレンツ変換に対しては共変的になっていないが、一般

座標変換については共変的である。

上記の変換と、局所ローレンツ変換を組み合わせることによって座標変換の下での変換則に共

変性を持たせることができる。パラメータを λmn とする局所ローレンツ変換を δM と表すことに

し、ベクトル vm̂ に対する作用を次のように定義しよう。

δM (λ)vm̂ = −λm̂
n̂
vn̂. (4.31)

変換則 (4.29) に現れている微分を共変微分にするようなスピン接続項を導入するためには、次の
局所ローレンツ変換を行えばよい。

δM (−εµω
µ−m̂n̂

)vm̂ = εµωµ
m̂

n̂
vn̂ (4.32)

二つの変換を組み合わせたものは、次のように与えられる。

δ0
gc(ε)v

m̂ + δM (−εµω
µ−m̂n̂

)vm̂ = ελDλvm̂ (4.33)
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このように、一般座標変換と、共変性を回復するための内部対称性の変換を同時に行う変換を改め

て一般座標変換だとみなし、δgc と書くことにする。内部対称性が局所ローレンツ変換だけの場合

には次のように書ける。

δgc(ε) = δ0
gc(ε) + δM (−εµω

µ−m̂n̂
) (4.34)

この変換のいくつかの例を挙げておく。

δgc(ε)φ = ελ∂λφ (4.35)

δgc(ε)vm̂ = ελDλvm̂ (4.36)

δgc(ε)vµ = ελ(∇λvµ) + (∇µελ)vλ + ελTκ
λµvκ. (4.37)

多脚場 em̂
µ とスピン接続 ω

µ−m̂n̂
については、捩率や曲率を用いて変換則を次のように書くこと

ができる。

δ0
gc(ε)eµ

m̂ = Dµεm̂ + ενT m̂
νµ − (ενων

m̂
n̂
)eµ

n̂, (4.38)

δ0
gc(ε)ωµ

m̂
n̂

= ενRνµ
m̂

n̂
+ Dµ(ενων

m̂
n̂
). (4.39)

これらの変換則は、それぞれの最後の項がテンソルではない量 εµω
µ−m̂n̂

を含むため共変的ではな

い。これらの項も上記の局所ローレンツ変換を組み合わせると相殺できる。多脚場とスピン接続に

対する局所ローレンツ変換は次のように与えられる。

δM (λ)em̂
µ = −λm̂

n̂
en̂
µ, (4.40)

δM (λ)ωµ
m̂

n̂
= Dµλm̂

n̂
. (4.41)

従って、変換 (4.34) の下では多脚場もスピン接続も共変的に変換される。

δgc(ε)eµ
m̂ = Dµεm̂ + ενT m̂

νµ, (4.42)

δgc(ε)ωµ
m̂

n̂
= ενRνµ

m̂
n̂
. (4.43)

このように、一般座標変換以外のゲージ対称性（ここでは局所ローレンツ変換）による補正を行っ

て結果が共変的になるように定義された変換を、（内部対称性について）共変な一般座標変換と呼

ぶことにし、内部対称性については何も考慮しない変換 δ0
gc は純粋な一般座標変換と呼ぶことに

する。

(4.34) は、ほかにも局所的な内部対称性があればそれらについてのゲージ変換も含めて定義され
る。たとえば、U(1) のゲージ場 Aµ がある場合を考えてみよう。Aµ に対する場に依存しない無

限小一般座標変換は (4.28) によって与えられる。ここでは場の強さ F を用いて次のように書いて

おこう。

δ0
gc(ε)Aµ = εαFαµ + ∂µ(Aαεα). (4.44)

この右辺第２項は U(1) ゲージ変換に対して共変ではない形になっている。この項は、U(1) ゲー
ジ変換について共変な一般座標変換を次のように定義することで打ち消すことができる。

δgc(εµ) = δ0
gc(ε

µ)− δU(1)(εµAµ). (4.45)

このように定義されたゲージ場 A の共変な一般座標変換は次のように U(1) ゲージ対称性に対し
て共変的になる。

δgc(ε)Aµ = εαFαµ. (4.46)
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上で考えた一般座標変換はそのまま超空間上の一般座標変換に拡張することができる。超空間上

の一般座標変換のパラメータを ΞÂ、局所ローレンツ変換のパラメータを Σ
m̂n̂
とする。ΞÂ の成

分のうち、Ξm̂ はボゾン的な一般座標変換に、Ξα̂ は局所的超対称変換に対応するパラメータであ

る。ただし、これらはどちらもフェルミオン座標 θα に対する依存性を持つので、成分場形式での

超重力理論の対称性よりもはるかに大きな対称性を表している。これらのパラメータの θ = 0 の
部分が、次のように成分形式での変換パラメータに対応している。

Ξm̂|θ=0 = εm̂, Ξα̂|θ=0 = ξα̂, Σ
m̂n̂
|θ=0 = σ

m̂n̂
. (4.47)

この余分な対称性は、以下で見るように超空間上の多脚場やスピン接続に含まれる余分な自由度が

0 であるというゲージ (4.67) を取ることで固定することができる。
超空間上の共変な一般座標変換は

δgc(ΞM ) = δ0
gc(Ξ)− δM (ΞMΩM ) (4.48)

と定義され、多脚場とスピン接続は次のように変換される。

δgc(Ξ)EM
Â = DMΞÂ + ΞNTNM

Â, (4.49)

δgc(Ξ)ωM
m̂

n̂
= ΞNRNM

m̂
n̂
. (4.50)

特に、ゲージ固定されるべき Eα
Â の一般座標変換と Ωα

m̂
n̂
の局所ローレンツ変換則は

δgc(Ξ)Eα
Â = DαΞÂ + ΞNTNα

Â, δM (Σ)Ωα
m̂

n̂
= DαΣm̂

n̂
(4.51)

となり、θ 座標について 1 次の項を適当に選ぶことによって (4.67) のようなゲージ固定を行うこ
とができる。

4.1.4 ビアンキ恒等式

多脚場の二階微分の添え字について反対称化または反対称化したものを考える。対称化するか反

対称化するかは、添え字の統計性による。

D[KDLEM}P̂ |[KLM} ≡ D[KDLEM}P̂ (4.52)

共変微分の（反）交換関係を曲率に置き換えると、

D[KDLEM}P̂ =
1
2
RKL

P̂
Q̂

EM
Q̂|[KLM} (4.53)

一方、先に多脚場の共変微分を計算すると

D[KDLEM}P̂ =
1
2
DKTLM

P̂ |[KLM} (4.54)

従って、次の式が得られる。

(DKTLM
P̂ −RKL

P̂
Q̂

EM
Q̂)|[KLM} = 0 (4.55)

次に、多脚場の三階微分を考えてみよう。

DKDLDMEN
P̂ |[KLM} (4.56)
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三つのうち二つの共変微分を選んで曲率テンソルに置き換えよう。このとき二通りのやり方がある

ので、次の式を得る。

DKDLDMEN
P̂ |[KLM} =

1
2
RKL

P̂
Q̂

DMEN
Q̂|[KLM} =

1
2
DK(RLM

P̂
Q̂

EN
Q̂)|[KLM} (4.57)

これより、次の関係式を得る。

0 = (DK(RLM
P̂

Q̂
EN

Q̂)−RKL
P̂

Q̂
DMEN

Q̂)|[KLM} = (DKRLM
P̂

Q̂
)EN

Q̂|[KLM} (4.58)

これらは、外微分形式で表すと、次のようになる。

DT m̂ + En̂ ∧R
n̂

m̂ = 0, DT α̂ − 1
4
Eβ̂ ∧Rm̂n̂(γ

m̂n̂
)
β̂

α̂ = 0, DRm̂n̂ = 0. (4.59)

もし R
β̂

α̂ = −(1/4)Rm̂n̂(γ
m̂n̂

)
β̂

α̂ と定義すれば、まとめて次のように書くこともできる。

DT Â + EB̂ ∧R
B̂

Â = 0, DRm̂n̂ = 0. (4.60)

外微分形式とその成分の関係は次のように定義する。

T K̂ =
1
2
(−)MNEM̂EN̂T

M̂N̂
K̂ , R

p̂q̂
=

1
2
(−)MNEM̂EN̂R

M̂N̂−p̂q̂
(4.61)

これを代入すれば、ビアンキ恒等式の左辺は次のように書き換えることが出来る。

DR
p̂q̂

=
1
2
(−)KM+KN+MNEK̂EM̂EN̂I2

K̂M̂N̂p̂q̂
, (4.62)

DT Â + EB̂ ∧R
B̂

Â =
1
2
(−)KM+KN+MNEK̂EM̂EN̂I1

K̂M̂N̂

Â (4.63)

ただし、I1 と I2 を次のように定義した。

I1 と I2 の定義¶ ³

捩率および曲率に対するビアンキ恒等式は以下のテンソルが 0であるという条件で与えられる。

I2

K̂M̂N̂p̂q̂
= (D

K̂
R

M̂N̂−p̂q̂
+ T

K̂M̂
P̂ R

P̂ N̂−p̂q̂
)
[K̂M̂N̂}, (4.64)

I1

K̂M̂N̂

Â = (D
K̂

T
M̂N̂

Â + T
K̂M̂

P̂ T
P̂ N̂

Â + R
K̂M̂N̂

Â)
[K̂M̂N̂}. (4.65)

µ ´
実は、ローレンツ条件を用いると、I1 = 0 を解くことによって曲率テンソルの全ての成分を捩率
で書くことができる。そして I1 = 0 が成り立てば自動的に I2 = 0 も成り立つことを示すことが
できる。[9] これは、一般相対性理論において、物質場のエネルギー運動量テンソルについての保
存則とアインシュタイン方程式を用いれば曲率テンソルに対するビアンキ恒等式の一部が示される

ことの拡張である。

4.2 超場と成分場の関係について

4.2.1 超場と成分場の関係

超空間を用いて超重力理論を定式化する場合、x空間上の多脚場 eµ
m̂(x)、グラビティーノ ψµ

α̂(x)
およびスピン接続 ωµ

m̂n̂(x) は超空間上の多脚場 EM
Â(zM ) およびスピン接続 ΩM

Â
B̂
に次のよう

に埋め込まれる。

eµ
m̂(x) = Eµ

m̂(x, θ = 0), ψµ
α̂(x) = Eµ

α̂(x, θ = 0), ω
µ−m̂n̂

(x) = Ω
µ−m̂n̂

(x, θ = 0) (4.66)
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また、これら以外の成分の θ = 0 部分はゲージ自由度であり、超空間上の一般座標変換と局所ロー
レンツ変換によって次のように取ることができる。

Eα
m̂(x, θ = 0) = 0, Eα

β̂(x, θ = 0) = eα
β̂ , Ω

α−m̂n̂
(x, θ = 0) = 0. (4.67)

ただし eα
β̂ は任意の定数行列であり、通常は単位行列に取る。実際にゲージ変換を用いてこのよ

うに取れることはあとで見る。上記の成分場との関係およびゲージ固定条件は微分形式で書くと次

のように簡単に表すことができる。

Em̂|θ=0 = em̂, Eα̂|θ=0 = ψα̂ + dθα̂, Ωm̂n̂|θ=0 = ωm̂n̂. (4.68)

EM
Â の逆行列 E

Â
M はこのゲージでは次のように与えられる。

E
k̂

µ|θ=0 = e
k̂

µ, E
k̂

α|θ=0 = −e
k̂

µψµ
α̂δ

α̂
α, E

α̂
µ|θ=0 = 0, E

α̂
α|θ=0 = δ

α̂
α. (4.69)

ここではグラビティーノは質量次元 1/2 を持つ場として定義されている。これは前の章のグラ
ビティーノ（質量次元 3/2）とは 1 だけずれていることに注意。このため、単純超重力理論のラ
グランジアンは L ∼ (1/k2)(R + ψ∂ψ) のように、グラビティーノ運動項にもニュートン定数がつ
く。通常の規格化に移りたければ、この章で用いられるグラビティーノに対して ψµ → kψµ とい

う置き換えを行えばよい。

“ポテンシャル”の間の関係 (4.66) が与えられたので、対応する場の強さについても、超場の中
にどのように埋め込まれているかを決めることができる。捩率および曲率の定義より、次の関係式

を得る。

Tµν
m̂(x) = Tµν

m̂(x, θ = 0), ψµν
α̂(x) = Tµν

α̂(x, θ = 0), Rµν
m̂n̂(x) = Rµν

m̂n̂(x, θ = 0).
(4.70)

ただし、左辺は x 空間上の場であり、右辺は超空間上の場である。グラビティーノの場の強さは

次のように定義した。

ψµν
α̂ = Dµψα̂

ν −Dνψα̂
µ (4.71)

(4.70) に与えられたテンソルはどれも接空間の添え字 µ, ν を持っていることに注意しよう。これ

を局所ローレンツ系のものに書き換える場合には、その操作を超空間上で行うのか、それとも x

空間上で行うのか注意する必要がある。たとえば、捩率テンソルについて、超空間上で局所ロー

レンツ系の添え字に直してから θ = 0 成分を取ったもの T
m̂n̂

k̂(x, θ = 0) と x 空間上の捩率テンソ

ルの添え字を局所ローレンツ系の添え字に直したもの T
m̂n̂

k̂(x) とは異なる。このことを見るため
に、超空間上での添え字の変換の式

Tµν
k̂(z) = (−)ÂB̂Eµ

Â(z)Eν
B̂(z)T

ÂB̂
k̂(z)

= Eµ
m̂(z)Eν

n̂(z)T
m̂n̂

k̂(z) + Eµ
m̂(z)Eν

β̂(z)T
m̂β̂

k̂(z)

+Eµ
α̂(z)Eν

n̂(z)T
α̂n̂

k̂(z)− Eµ
α̂(z)Eν

β̂(z)T
α̂β̂

k̂(z) (4.72)

の θ = 0 成分を取り出してみよう。すると次の関係式を得る。

Tµν
k̂(x) = eµ

m̂eν
n̂T

m̂n̂
k̂(x, θ = 0) + eµ

m̂ψν
β̂T

m̂β̂
k̂(x, θ = 0)

+ψµ
α̂eν

n̂T
α̂n̂

k̂(x, θ = 0)− ψµ
α̂ψν

β̂T
α̂β̂

k̂(x, θ = 0) (4.73)
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つまり、

Tµν
k̂(x) 6= eµ

m̂eν
n̂T

m̂n̂
k̂(x, θ = 0) (4.74)

なのである。この式の右辺のように、超空間上で添え字を局所ローレンツ系のものにしてから θ = 0
を取って得られるテンソルは超場形式でしばしば用いられる。これを左辺のものと区別するため

に、“cov” という添え字を用いることにする。(4.73) より、次の式を得ることができる。

T cov

m̂n̂

k̂ = T
m̂n̂

k̂ − ψ
n̂

β̂T
m̂β̂

k̂(x, θ = 0)− ψ
m̂

α̂T
α̂n̂

k̂(x, θ = 0) + ψ
m̂

α̂ψ
n̂

β̂T
α̂β̂

k̂(x, θ = 0) (4.75)

ψcov
µν

α̂ や Rcov
µν

m̂n̂ についても同様に定義される。これらのテンソルは、もとの “cov” のついてい
ないテンソルの「超共変化」と呼ばれる。この理由については後の節で詳しく述べる。

4.2.2 超共変性

成分形式での超重力理論を知っていたとして、それらをどのようにしたら超場形式で書き換える

ことができるか、という問題を考えてみよう。超場形式では、全ての場は超空間上でのテンソルと

して表される。しかし成分場形式ではそれらがばらばらになっているために、どの場とどの場を組

み合わせて超空間上のテンソルを作るかということが問題になる。例えば成分場形式で現れるベク

トル場 vµ があったときに、超場形式ではそれを超空間上のベクトル場 vM の成分の一部として表

す必要がある。従ってスピノル座標の成分 vα が何であるかを決める必要がある。この問題を解決

する上で、場の超共変化が有用であるということを、ベクトル場を例にとって説明しよう。

超空間上で、局所ローレンツ系のベクトル添え字を持つ場の変換則は、(4.36) を一般化すると次
のように与えられる。

δgc(ΞM )V
Â

= ΞMDMV
Â

(4.76)

一方、添え字が大域座標のベクトルに対しては、一般座標変換は

δgc(ΞM )VN = ΞM∂MVN + (∂NΞM )VM (4.77)

と作用する。v
Â
と vN はもちろん

vN = EN
Âv

Â
(4.78)

によって関係しており、片方の変換則からもう片方の変換則を導くことができる。

ここで仮に vµ = Vµ|θ=0 の超対称変換を知っていて、次のように変換パラメータ ξα の微分を含

まない項と含む項の二つの部分の和として次のように表されているとしよう。

δQ(ξα̂)vµ = ξα̂x
α̂µ

+ (∂µξα̂)y
α̂

(4.79)

一方、(4.77) の θ = 0 部分を取ると、

δgc(ξα̂)vµ = ξα̂∂αVµ|θ=0 + (∂µξα̂)Vα|θ=0 (4.80)

ただし (4.67) のゲージを取っているとする。（異なるスピノル添え字 α と α̂ が縮約されているの

はこのゲージでは eα
β̂ = δβ

α だからである。）この二つが等しいとすると、次の関係式が得られる。

∂αVµ|θ=0 = x
α̂µ

, (4.81)

Vα|θ=0 = y
α̂
. (4.82)
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これらのうち二つ目の式 (4.82) は上で提起した「vα をどのように決めれば良いか」という問題に

対する答えを与えている。実際にはこの式で決まるのは超空間上の場 Vα の θ = 0 部分だけであ
るが、このあとで超空間上の捩率テンソルの成分に対する拘束条件を得るためには、この情報だけ

で十分である。

成分場形式での場の「超共変化」は、「超対称変換が変換パラメータ ξα̂ の微分を含まないよう

にグラビティーノを含む補正項を加えたもの」として定義される。例えば上で例として考えたベク

トル場 vµ の場合には、(4.79) の第２項を打ち消すように次のように補正項を加える。

vcov
µ = vµ − ψα̂

µy
α̂
. (4.83)

このように定義された vcov
µ は、超空間上の場 V

Â
に対応するものである。

vcov

m̂
= V

m̂
|θ=0 (4.84)

V
Â
の変換則は VN のそれとは異なり、(4.76) に与えられているように変換パラメータの微分を含

まない。また、関係式 (4.83) は (4.78) において θ = 0 成分を抜き出したものに他ならない。
まとめておくと次のようになる。

成分場の超共変化と超場¶ ³

成分場形式でのベクトル場を vµ = Vµ|θ=0 という形で含む超空間上の場 VM があるとする。

超場形式では超空間上のテンソルは常に局所ローレンツ系の添え字に取っておくのが便利で

あるが、そのような超空間上のベクトル場の θ = 0 成分は vµ の超共変化 vcov

m̂
を用いて次の

ように与えられる。

V
m̂
|θ=0 = vcov

m̂
= v

m̂
+ ψα̂

m̂
V

α̂
|θ=0. (4.85)

右辺は、vµ を超共変化する際の補正項を見ることで V
α̂
|θ=0 を読み取ることができることを

意味している。

さらに次のように一般化することができる。大域座標の添え字を持つテンソル Xµ···ν(x) が超
場に

Xµ···ν(x, θ)|θ=0 = Xµ···ν(x) (4.86)

のように埋め込まれているとき、その超共変化 Xcov
µ···ν は超場に次のように埋め込まれている。

X
m̂···n̂(x, θ)|θ=0 = Xcov

m̂···n̂(x) (4.87)

また、超場の他の成分の情報を次の式から得ることができる。

Xµ···ν(x) = em̂
µ · · · en̂

ν Xcov

m̂···n̂(x) + ψα̂
µ · · · en̂

ν X
α̂···n̂|θ=0 + · · · ± ψα̂

µ · · ·ψβ̂
ν X

α̂···β̂ |θ=0 (4.88)

（この式の右辺は超空間上で多脚場 Eµ
Â を用いてテンソルの添え字を局所ローレンツ系のも

のから大域座標に書き換える式である。このように一般には成分場の超共変化はグラビティー

ノの二次以上の項を含む場合がある。）
µ ´
超空間上の捩率や曲率テンソルの一部の成分については (4.70) に与えられているようにその

θ = 0 成分が x 空間の捩率、曲率テンソルに対応していることを見た。上で説明した方法を用い

ることで、超空間上の捩率、曲率のそれ以外の成分を決めることができる。ここでは多脚場とグラ

ビティーノの超対称変換は次のように与えられると仮定しよう。

δss(ξ)em̂
µ = −1

4
(ψµγm̂ξ), δss(ξ)ψµ = Dµξ + Kµξ. (4.89)
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4 次元の超重力理論の場合は、成分場形式で見たようにKµ はカイラル多重項のスカラー場に依存

するから、off-shell 形式ではこの部分は補助場の寄与として現れるはずである。話はそれるが 11
次元超重力理論の超対称変換も同じ形をしていることを注意しておこう。11 次元超重力理論では
グラビティーノ変換則は

δψµ = D(ω)
µ ξ +

1
24

γµK\ 4ξ −
1
8
K\ 4γµξ (4.90)

と与えられ、Kµ は 4 階反対称テンソル場 K4 と γ 行列を用いて作られる行列である。

変換則 (4.89) を用いて 3 つの場 eµ
m̂、ωµ

m̂
n̂
、ψµ

α について超共変的な場の強さを実際に定義

してみよう。まず、多脚場とグラビティーノについて、場の強さに相当するのは次の二つである。

T m̂
µν = Dµeν

m̂ −Dνeµ
m̂, ψα

µν = Dµψν −Dνψµ. (4.91)

スピン接続 ω
µ−m̂n̂

の変換則はまだ決まっていないが、ξ の微分を含まないことを仮定すると、そ

れぞれの場の強さの超対称変換は次のようになる。

δss(ξ)T m̂
µν =

1
4
(ψµγm̂Dνξ)− 1

4
(ψνγm̂Dµξ) + (no Dξ terms), (4.92)

δss(ξ)ψµν = −KµDνξ + KνDµξ + (no Dξ terms) (4.93)

従って、これらの場の強さの超共変化は次のように補正項を加えることで得られる。

T cov
µν

m̂ = Tµν
m̂ − 1

4
(ψµγm̂ψν), ψcov

µν = ψµν + Kµψν −Kνψµ. (4.94)

これらの式から、超空間上の捩率テンソルの θ = 0 成分を次のように抜き出すことができる。

T
m̂n̂

k̂|θ=0 = T cov

m̂n̂

k̂, (4.95)

T
α̂m̂

n̂|θ=0 = 0, (4.96)

T
α̂β̂

m̂|θ=0 =
1
4
(γm̂)

α̂β̂
, (4.97)

T
m̂n̂

α̂|θ=0 = ψcov

m̂n̂

α̂, (4.98)

T
α̂m̂

β̂ |θ=0 = (K
m̂

)β̂
α̂
, (4.99)

T
α̂β̂

γ̂ |θ=0 = 0. (4.100)

捩率の θ = 0 成分がこのように与えられるとき、望ましい超対称変換則が超空間上の一般座標変
換として得られることを確認しておこう。多脚場に対する一般座標変換 (4.49) の θ = 0 成分をば
らし、捩率に上記の式を代入すれば次のようになる。

δgc(ξ)eµ
m̂ = ek̂

µξβ̂T
β̂k̂

m̂|θ=0 + ψα̂
µξβ̂T

β̂α̂
m̂|θ=0

=
1
4
ψα̂

µ (γm̂)
α̂β̂

ξβ̂ , (4.101)

δgc(ξ)ψα̂
µ = Dµξα̂ + ek̂

µξβ̂T
β̂k̂

α̂|θ=0 + ψβ̂
µξγ̂T

γ̂β̂
α̂|θ=0

= Dµξα̂ + ek̂
µ(K

m̂
)α̂

β̂
ξβ̂ . (4.102)

これは超対称変換 (4.89) にほかならない。
超対称変換だけではなく、x 空間上の一般座標変換についても同様に超空間上の一般座標変換か

ら再現することができる。ただし超空間上の座標変換パラメータ ΞM は x 空間上の一般座標変換

のパラメータ εµ と (4.47) によって関係しており、

Ξm̂|θ=0 = εµeµ
m̂, Ξα̂|θ=0 = εµψµ

α̂ (4.103)
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のように Ξα̂ が 0 では無いことに注意すると、超空間上の一般座標変換のうち (Ξm̂ = εm̂, Ξα̂ = 0)
によって生成されるのはスピン接続による補正項以外にグラビティーノによる補正項も加えて次の

ように定義された共変な一般座標変換である。

δgc(εµ) = δ0
gc(ε

µ)− δQ(εµψµ)− δM (εµω
µ−m̂n̂

). (4.104)

純粋な一般座標変換は以前に与えた定義を用いると次のように決まる。

δ0
gc(ε)e

m̂
µ = Dµεm̂ +ενT (x)m̂

νµ −(ενων
m̂

n̂
)en̂

µ, δ0
gc(ε)ψµ = ενψνµ +Dµ(ενψν)− 1

4
(ενω

ν−m̂n̂
)γm̂n̂ψµ.

(4.105)
ここでは x 空間の捩率を超空間のそれと区別するために T

(x)m̂
µν と書いた。局所ローレンツ変換

δM (σ
m̂n̂

) は次のように与えられる。

δM (σ
m̂n̂

)em̂
µ = −σm̂

n̂
en̂
µ, δM (σ

m̂n̂
)ψµ = −1

4
σ

m̂n̂
γm̂n̂ψµ. (4.106)

以上の変換則を組み合わせることにより、共変な一般座標変換が次のように得られる。

δgc(ε)em̂
µ = Dµεm̂ + εν

(
T (x)m̂

νµ − 1
4
(ψνγm̂ψµ)

)
, δgc(ε)ψµ = ενψνµ −Kµενψν (4.107)

一方超空間上の場に依存する一般座標変換のパラメータの εm̂ 部分のみを 0 でないとし、θ = 0 成
分を抜き出すと、(4.49) は次のようになる。

δgc(ε)eµ
m̂ = Dµεm̂ + εn̂eµ

k̂T
n̂k̂

m̂|θ=0 + εn̂ψµ
α̂T

n̂α̂
m̂|θ=0

= Dµεm̂ + εn̂eµ
k̂T cov

n̂k̂

m̂ (4.108)

δgc(ε)ψµ
α̂ = εn̂eµ

k̂T
n̂k̂

α̂|θ=0 + εn̂ψµ
β̂T

n̂β̂
α̂|θ=0

= εn̂eµ
k̂ψcov

n̂k̂

α̂ − εn̂(K
n̂
)α̂

β̂
ψµ

β̂ (4.109)

これらは実際に上記の変換則 (4.107) と一致している。

4.2.3 無矛盾性

重力理論において、スピン接続は常に多脚場やその他の場を用いて書くことができる複合場であ

る。従ってその一般座標変換、超対称変換などの下での変換則はそれを構成する場の変換則によっ

て一意的に決まるはずである。一方、超空間上での一般座標変換はそれとは独立に (4.50) に与え
られており、ここからもスピン接続の変換則を決定することができる。これらの間に矛盾がないこ

とが必要である。

超重力理論においてスピン接続を決めるためには、拘束条件 T cov

m̂n̂

k̂ = 0 を用いる。(4.94) の第

１式で T cov

m̂n̂

k̂ = 0 とおいたものの両辺を超対称変換してみると、

0 = δss(ξ)T̃ p̂
µν =

1
4
ψνµγp̂ξ +

(
δωµ

p̂
q̂
eq̂
ν −

1
4
ψµγp̂Kνξ

)
− [µν]. (4.110)

添え字を入れ替えたものと適当に足し引きすることでこの式は δω
µ−m̂n̂

について解くことができ

て、次の結果を得る。

δss(ξ)ωρ−m̂n̂
= −1

8
ξS

ρ−m̂n̂
+

1
2
ψρKm̂n̂

ξ

−1
2
ψα

m̂
(γ{n̂Kρ}){αβ}ξβ +

1
2
ψα

n̂
(γ{m̂Kρ}){αβ}ξβ (4.111)
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ただし、S
ρ−m̂n̂

およびKµν は次のように定義される。

S
ρ−m̂n̂

= γρψ
cov

m̂n̂
+ γ

m̂
ψcov

ρn̂
+ γ

n̂
ψcov

m̂ρ
, (4.112)

(Kµν)
α̂β̂

= (γ[µKν]){α̂β̂}. (4.113)

一方超空間上での一般座標変換の式 (4.50) からは次の式が得られる。

δgc(ξ)ωµm̂n̂
= eµ

k̂ξα̂R
α̂k̂m̂n̂

+ ψµ
β̂ξα̂R

α̂β̂m̂n̂
(4.114)

(4.111) と (4.114) が等しくなるためには、次の式が成り立つ必要がある。

1
8
(S

k̂−m̂n̂
)
α̂

= R
α̂k̂m̂n̂

|θ=0, (4.115)

−1
2
(K

m̂n̂
)
β̂α̂

= R
α̂β̂m̂n̂

|θ=0, (4.116)

(γ{µKν}){αβ} = 0. (4.117)

これらの式の右辺はすべて曲率テンソルで、左辺は全て捩率で書かれている。実は後で見るよう

に、これらの式は全てビアンキ項等式 I1 = 0 によって成り立つことが保障されている。
こうして、スピン接続の超対称変換が次のように得られる。

δQ(ξ)ω
ρ−m̂n̂

= −1
8
ξS

ρ−m̂n̂
+

1
2
ψρKm̂n̂

ξ. (4.118)

こうして得られたスピン接続の超対称変換を純粋な一般座標変換

δ0
gc(ε)ωµ−m̂n̂

= ενR
νµ−m̂n̂

+ Dµ(ενω
ν−m̂n̂

). (4.119)

および局所ローレンツ変換

δM (σ
m̂n̂

)ω
µ−m̂n̂

= Dµσ
m̂n̂

. (4.120)

と組み合わせれば、共変な一般座標変換を次のように与えることができる。

δgc(ε)ωµ−m̂n̂
= ενRcov

νµ−m̂n̂
+

1
8
ενψµS

ν−m̂n̂
. (4.121)

ただし、Rcov は変換則 (4.118) を用いて定義した曲率テンソルの超共変化である。

Rcov

τρ−m̂n̂
= R

τρ−m̂n̂
+

1
4
ψ[τS

ρ]−m̂n̂
+

1
2
ψτK

m̂n̂
ψρ (4.122)

変換則 (4.121) も (4.115) を用いれば (4.50) に与えられた超空間上の一般座標変換と一致すること
がわかる。

4.3 拘束条件とビアンキ恒等式

ここでは二つのスカラー場と一つのベクトル場を補助場として含む定式化 [10, 11]について考
える。
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4.3.1 拘束条件

§4.2.2で見たように、成分場形式での超対称変換を再現するには、超空間上の捩率テンソルの幾
つかの成分は θ = 0 において 0 にならなければならない。この条件を満足させつつ超空間上での
一般座標変換不変性を保つためには、これが θ = 0 だけではなく、超空間上の任意の点で成り立
つとする必要がある。従って超場形式の 4 次元超重力理論では捩率に対して次の拘束条件が課さ
れる。

4 次元超重力理論の捩率に対する拘束条件¶ ³

T
m̂n̂

k̂(x, θ) = T
α̂m̂

k̂(x, θ) = T
α̂β̂

γ̂(x, θ) = 0, T
α̂β̂

k̂(x, θ) =
1
4
(γk̂)

α̂β̂
. (4.123)

µ ´
以下ではこれらの拘束条件とビアンキ恒等式を組み合わせて解き、どれだけの独立な自由度がある

かを決める。その結果、多脚場、グラビティーノ、そしてそれらの off-shell での自由度の差 6 を埋
め合わせるための補助場として複素スカラー場と実ベクトル場が現れることがわかる。

上記の拘束条件で固定されているもの以外の捩率の成分は T
m̂α̂

β̂ と T
m̂n̂

α̂ である。後者はその

θ = 0 成分としてグラビティーノの場の強さを含む。前者の θ = 0 成分については、重力多重項の
補助場になる。

4.3.2 成分場に対するビアンキ恒等式

I1

m̂n̂p̂

q̂ および I1

m̂n̂p̂

α̂ はそれぞれ曲率テンソルおよびグラビティーノに対するビアンキ恒等式を

与える。

I1

m̂n̂p̂

q̂ ∝ R
m̂n̂p̂

q̂ + R
n̂p̂m̂

q̂ + R
p̂m̂n̂

q̂ = 0. (4.124)

I1

m̂n̂p̂

α̂ ∝ (D
m̂

T
n̂p̂

α̂ + T
m̂n̂

β̂T
β̂p̂

α̂)
[m̂n̂p̂]

= 0. (4.125)

これらは曲率テンソルとグラビティーノの場の強さが対応するポテンシャルを用いて書けることを

保障している。

たとえば、I1

m̂n̂p̂

q̂ = 0 は Tµν
k̂ が次のように書けることを保障している。

Tµν
k̂ = Dµeν

k̂ −Dνeµ
k̂ = ∂µeν

k̂ − ∂νeµ
k̂ + ωµ

k̂
l̂
eν

l̂ − ων
k̂

l̂
eµ

l̂. (4.126)

この式を ω についてとくことでスピン接続を e と ψ を用いて表すことができる。

4.3.3 微分を含まないビアンキ恒等式

微分を含まないビアンキ恒等式を用いると、T
m̂α̂

β の独立成分がどれだけあるかを明らかにする

ことができる。また、曲率の成分のうち R
α̂β̂
と R

α̂m̂
を捩率を用いて表すことができる。

具体的には I1

α̂β̂{m̂n̂} と I1

α̂β̂γ̂δ̂
が T

m̂α̂
β の独立成分を与え、I1

α̂β̂[m̂n̂]
と I1

α̂m̂p̂q̂
がそれぞれR

α̂β̂
と

R
α̂m̂
を与える。
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I1

α̂β̂m̂

n̂

捩率の T
α̂m̂

β̂ という成分について詳しく見てみよう。この成分に対して、ビアンキ恒等式 I1

α̂β̂m̂

n̂ =

0 は T
m̂α̂

β̂ と R
α̂β̂−m̂n̂

の間の代数関係

R
α̂β̂−m̂

n̂ +
1
4
(T

m̂α̂
γ̂(γn̂)

γ̂β̂
+ T

m̂β̂
γ̂(γn̂)

γ̂α̂
) = 0 (4.127)

を与える。この関係式の m̂ と n̂ の対称部分をとると、曲率テンソルの項が消えて次のようになる。

I1

α̂β̂{m̂n̂} ∝ (T{m̂γ
n̂}){α̂β̂} = 0. (4.128)

ここでスピノル添え字に対する行列表示 T
m̂α̂

β̂ = (T
m̂

)
α̂

β̂ を行った。この節での目的は (4.128) に

対する一般解を与えることである。ビアンキ恒等式 I1

α̂β̂γ̂

δ̂ = 0も T
m̂α̂

β̂ に対する条件を与えるが、

これについては次の節で考える。

T
m̂α̂

β̂、I1

α̂β̂{m̂n̂} をローレンツ群の規約表現に分解すると、それぞれ次のようになる。

T
m̂α̂

β̂ : 2(1, 1) + 2(1, 3) + 2(3, 1) + 2(3, 3) + 4(2, 2) + (2, 4) + (4, 2) (4.129)

I1

α̂β̂{m̂n̂} : 2(1, 3) + 2(3, 1) + 2(3, 3) + (3, 5) + (5, 3) + 2(2, 2) + (2, 4) + (4, 2) + (4, 4) (4.130)

T
m̂α̂

β̂ には一重項が二つ含まれるが、拘束条件に対応する表現がないため、これらは拘束条件に

よって拘束されない。この部分は

T
m̂α̂

β̂ =
1
2
[(X + iY γ5)γm̂

]
α̂

β̂ (4.131)

と与えることができる。これ以外の部分については、ビアンキ恒等式 (4.128) が最も有効に働いた
とすると、ベクトル成分が二つ残る。以下では実際にそうなっており、(4.128) の一般解がスカラー
二つとベクトル二つで書けることを示す。

まず、2(1, 3) + 2(3, 1) + 2(3, 3) の部分が 0 であることを示そう。この部分は二つのトレースレ
ステンソル X

m̂p̂
と Y

m̂p̂
を用いて次のようにおくことができる。

T
m̂α̂

β̂ = [(X
m̂p̂

+ iY
m̂p̂

γ5)γp̂]
α̂

β̂ (4.132)

これを (4.128) に代入する。テンソル表現に対して、二つのスピノル添え字に対して対称な成分は、
γ k̂̂l および γ5γ

k̂̂l とトレースをとる事によって取り出すことができる。γ k̂̂l とトレースを取ると、

tr
4

(γ k̂̂lT{m̂γ
n̂}) =

[
X

m̂p̂

tr
4

(γ k̂̂lγp̂γ
n̂
) + iY

m̂p̂

tr
4

(γ k̂̂lγ5γ
p̂γ

n̂
)
]

{m̂n̂}

= (X
m̂

l̂δk̂

n̂
−X

m̂
k̂δl̂

n̂
+ iY

m̂p̂
γ5k̂̂lp̂

n̂
){m̂n̂} (4.133)

さらに添え字 n̂ と k̂ の縮約を行うと、

4X
m̂

l̂ + iY
k̂p̂

γ5k̂̂lp̂
m̂

= 0 (4.134)

を得る。この式より X
m̂n̂
の対称部分が 0 であることがわかる。一方 γ5γ

k̂̂l とトレースを取ると、

i
tr
4

(γ5γ k̂̂lT
m̂

γ
n̂
) =

[
iX

m̂p̂

tr
4

(γ5γ k̂̂lγp̂γ
n̂
)− Y

m̂p̂

tr
4

(γ k̂̂lγp̂γ
n̂
)
]

{m̂n̂}

= (iX
m̂p̂

γ5k̂̂lp̂
n̂
− Y

m̂
l̂δk̂

n̂
+ Y

m̂
k̂δ l̂

n̂
){m̂n̂} (4.135)
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が得られる。添え字 n̂ と k̂ の縮約を行うと、

iX
k̂p̂

γ5k̂̂lp̂
m̂
− 4Y

m̂
l̂ = 0. (4.136)

したがって、Y
m̂n̂
の対称成分も 0 であることがわかる。X

m̂n̂
と Y

m̂n̂
がどちらも反対称だとすれ

ば、(4.134) も (4.136) もどちらも X
m̂n̂
と Y

m̂n̂
が双対関係にあることをいっているが、よく見る

と係数が異なっている。したがって反対称成分もやはり 0 でなければならない。
次に 4(2, 2) の部分について考えよう。T

m̂α̂
β̂ のこの成分は 4 つのベクトルを用いて次のように

おくことができる。

T
m̂

= γ
m̂

A\ + B\γ
m̂

+ iγ5γm̂
C\ − i

6
γ5V\γ

m̂
. (4.137)

最後の項だけ係数 1/6 を付けたのは、このように取っておくとあとで便利だからである。この段
階では特に意味はないと思ってよい。ビアンキ恒等式 (4.128) のうち、この成分を含む部分は γk̂

とのトレースを取ることで抜き出すことができる。

tr
4

(γk̂T{m̂γ
n̂}) =

tr
4

(γk̂γ{m̂A\γ
n̂})+

tr
4

(γk̂B\γ{m̂γ
n̂}) = δk̂

n̂
A

m̂
+ δk̂

m̂
A

n̂
− η

m̂n̂
Ak̂ +Bk̂δ

m̂n̂
(4.138)

添え字 m̂ と n̂ が対称であるために ε テンソルが使えず、C と V はこの式の中に現れない。した

がってこの段階ではこれらの係数は未定のまま残る。k̂ と n̂、m̂ と n̂ を縮約するとそれぞれ次の

式を得る。

4A
m̂

+ B
m̂

= 0, −2Ak̂ + 4Bk̂ = 0. (4.139)

この二つの式が両立するためには A
m̂

= B
m̂

= 0 でなければならない。
残るは (2, 4) + (4, 2) の部分である。この成分は次のように書くことができる。

T
m̂

= F
m̂−p̂q̂

γp̂q̂ (4.140)

ただし、F
m̂−p̂q̂

は添え字 p̂ と q̂ について反対称であり、m̂p̂q̂ についての完全反対称部分および

m̂ と p̂ あるいは q̂ を縮約して得られるトレース部分が 0 であるようなテンソルである。ビアンキ
恒等式 (4.128) に代入すれば次の式を得る。

(T{m̂γ
n̂}){α̂β̂} = (F

m̂−p̂n̂
+ F

n̂−p̂m̂
)(γp̂)

α̂β̂
= 0 (4.141)

この式は F
m̂−p̂q̂

= 0 を意味している。
こうして、ビアンキ恒等式 (4.128) の一般解が次のように求まった。

T
m̂α̂

β̂ = [
1
2
(X + iY γ5)γm̂

+ iγ5γm̂
C\ − i

6
γ5V\γ

m̂
]
α̂

β̂ . (4.142)

ここまでは I1

α̂β̂m̂n̂
の添え字 m̂ と n̂ について対称な部分のみを見てきた。反対称な部分を用いれ

ば曲率テンソルの成分R
α̂β̂−m̂

n̂ を決定することができる。(4.127) に対して (4.142) の T
m̂
を代入

すれば

R
α̂β̂−m̂n̂

=
1
2
(T

m̂
γ

n̂
){α̂β̂} =

1
2

[1
2
(X + iY γ5)γm̂

γ
n̂

+ iγ5γm̂
C\γ

n̂
− i

6
γ5V\γ

m̂
γ

n̂

]
{α̂β̂}

=
1
2

[1
2
(X + iY γ5)γm̂n̂

− i(C p̂ +
1
6
V p̂)γ5γp̂m̂n̂

]
α̂β̂

(4.143)

I1

α̂β̂−m̂n̂
を用いて得られるのはここまでであるが、二つのベクトル場 C

m̂
と V

m̂
は I1

α̂β̂−γ̂δ̂
= 0

を用いるとこの次の節で示すように独立ではないことがわかる。
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I1

α̂β̂γ̂

δ̂

ビアンキ恒等式 I1

α̂β̂γ̂

δ̂ = 0 も T
m̂α̂

β̂ への条件を与える。I1

α̂β̂−γ̂δ̂
をローレンツ群の規約表現に分

解すると、次のようになる。

I1

α̂β̂γ̂

δ̂ : 2(1, 3) + 2(3, 1) + 2(3, 3) + (1, 5) + (5, 1) + 2(2, 2) + 2(2, 4) + 2(4, 2) (4.144)

やはり一重項を含まないので、T
m̂α̂

β̂ に含まれる二つのスカラーの自由度はそのまま残る。もしビ

アンキ恒等式が有効に働けば、二つのベクトルの自由度が落ちる可能性があるが、実は以下で見る

ように一つのベクトル場は残る。

解くべきビアンキ恒等式は、

I
α̂β̂γ̂

δ̂ ∼
[
1
4
(γm̂)

α̂β̂
T

m̂γ̂
δ̂ − 1

4
R

α̂β̂m̂n̂
(γm̂n̂)γ

δ̂

]

{α̂β̂γ̂}
= 0. (4.145)

である。これに (4.142) と (4.143) を代入すれば、次のようになる。
[

i

4
(γm̂)

α̂β̂
(γ5γm̂

C\ − 1
6
γ5V\γ

m̂
)
γ̂

δ̂ +
i

16
(γ5(C\ +

1
6
V\ )γ

m̂n̂
+ γ5γm̂n̂

(C\ +
1
6
V\ ))

α̂β̂
(γm̂n̂)

γ̂
δ̂

]

{α̂β̂γ̂}
= 0.

(4.146)
このビアンキ恒等式にはスピノル添え字が 4 つもあるために解きにくい。そこで、ベクトル場に
条件を課す部分を取り出して考えるのがよい。ビアンキ恒等式の成分の中で、ベクトルに対する条

件を与えるのは次の二つの部分の少なくともどちらかに含まれる。

I1

α̂β̂γ̂

δ̂(γk̂)α̂β̂ , I1

α̂β̂γ̂

δ̂(γk̂)
δ̂
γ̂ . (4.147)

まず、一つ目から見てみよう。(γ
k̂
)α̂β̂ を (4.146) にかけてみると、

[
i

2
γ5V\γ

k̂
+

i

4
γ5γk̂

V\ + iγ5C\γ
k̂

+
i

2
γ5γk̂

C\
]

γ̂

δ̂ = 0. (4.148)

次に、(4.147) の二つ目を見てみよう。(4.146) に (γ
k̂
)
δ̂
γ̂ をかけてみると、

− i

4
(
1
2
V p̂ + C p̂)(γ5γk̂p̂

)
α̂β̂

= 0 (4.149)

となる。(4.148) も (4.149) も、ベクトル C
m̂
と V

m̂
の間の次の関係を与える。

C
m̂

= −1
2
V

m̂
. (4.150)

こうして、T
m̂
に対する一般解が次のように求まった。

T
m̂α̂

β̂ = [
1
2
(X + iY γ5)γm̂

− i

2
γ5γm̂

V\ − i

6
γ5V\γ

m̂
]
α̂

β̂ . (4.151)

曲率テンソルの α̂β̂ 成分は次のように与えられる。

R
α̂β̂−m̂n̂

=
1
2

[1
2
(X + iY γ5)γm̂n̂

+
i

6
γ5V\γ

m̂n̂
+

i

6
γ5γm̂n̂

V\
]

αβ
(4.152)

11 次元超重力理論の場合には、反対称テンソル場のビアンキ恒等式によって T
m̂α̂

β̂ の独立成分が

反対称テンソル場と同一視された。しかしここではそのような恒等式が存在しないので、上記のス

カラー場とベクトル場は補助場として振舞う。実際 T
m̂α̂

β̂ が含むボゾンの自由度 6 はグラビトン
とグラビティーノの off-shell での自由度の差を埋め合わせるのに必要な個数に一致している。
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I
α̂m̂p̂

q̂

I
α̂m̂p̂

q̂ = 0 は次のように曲率の α̂m̂ 成分を捩率を用いて与える式になる。

1
4
(γ q̂)

α̂β̂
T

m̂p̂
β̂ + R

α̂m̂p̂
q̂ −R

α̂p̂m̂
q̂ = 0 (4.153)

曲率テンソルの後ろ二つの添え字について反対称であることを用いれば、この式は次のように曲率

テンソルについて解くことができる。

R
α̂m̂p̂q̂

=
1
8
((γ

m̂
)
α̂β̂

T
p̂q̂

β̂ + (γ
q̂
)
α̂β̂

T
p̂m̂

β̂ + (γ
p̂
)
α̂β̂

T
m̂q̂

β̂) (4.154)

さらに、(4.154) の後ろ二つをスピノル添え字にしたものは次のように与えられる。

R
α̂m̂β̂γ̂

= −1
4
R

α̂m̂p̂q̂
(γp̂q̂)

β̂γ̂
= − 1

32
((γ

m̂
)
α̂δ̂

T
p̂q̂

δ̂ + (γ
q̂
)
α̂δ̂

T
p̂m̂

δ̂ + (γ
p̂
)
α̂δ̂

T
m̂q̂

δ̂)(γp̂q̂)
β̂γ̂

(4.155)

4.3.4 θ 微分を含むビアンキ恒等式

θ 微分を含む恒等式 I
α̂β̂m̂

γ̂ は主にグラビティーノ超場 T
m̂n̂

α̂ のうち、物理的自由度であるスピ

ン 3/2 成分以外の部分をその他の場（T
m̂α̂

β̂ の成分であるスカラー場やベクトル場）の θ 微分と

してあらわすような関係式を与える。そのほかに、グラビティーノ超場を含まない成分から複素ス

カラー場 X − iY がカイラルであるという情報が得られる。

I1

α̂β̂m̂

γ̂ (1)

ビアンキ恒等式 I1

α̂β̂m̂

γ̂ = 0 について考えてみよう。これは次のように、T
m̂α̂

β̂ のスピノル微分

と、グラビティーノと曲率の項を含む。

I
α̂β̂m̂

γ̂ ∝ D
α̂
T

β̂m̂
γ̂ −D

β̂
T

m̂α̂
γ̂ +

1
4
(γp̂)

α̂β̂
T

p̂m̂
γ̂ + R

m̂α̂β̂
γ̂ −R

β̂m̂α̂
γ̂ = 0 (4.156)

これは、スピノル添え字のカイラリティによって

I1

α̂β̂m̂

γ̂ = 0, I1

α̂β̂m̂

γ̂ = 0, I1

α̂β̂m̂

γ̂ = 0 (4.157)

の３つの部分（とこれらの複素共役）に分けることができる。これらを順に節に分けて考えてい

こう。ここでは 3番目のものについて考える。I1

α̂β̂m̂

γ̂ = 0 にはグラビティーノと曲率が含まれず、

T
β̂m̂

γ̂ に対する次の式を与える。

D
α̂
T

β̂m̂

γ̂ + D
β̂
T

α̂m̂

γ̂ = 0 (4.158)

この式に (4.151) を代入すれば、スカラー部分のみが利いて

D
α̂
(X + iY ) = 0 (4.159)

が得られる。すなわち、超空間上の複素スカラー場 X + iY は反カイラルである。
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I1
αβm

γ (2)

(4.157) の一つ目、I1

α̂β̂m̂

γ̂ = 0 について見てみよう。この式は次のものを含む。括弧の中はロー

レンツ群の表現である。

D
α̂
V

m̂
[(1, 2) + (3, 2)], R

m̂α̂
∼ T

m̂n̂
α̂[(3, 2) + (1, 4) + (1, 2)]. (4.160)

ビアンキ恒等式自身も規約分解してみると、

I1

α̂β̂m̂

γ̂ : (1, 2) + 2(3, 2) + (5, 2) (4.161)

となる。従って、グラビティーノ T α̂

m̂n̂
の (1, 4) 成分に対しては何の条件も与えない。(3, 2) およ

び (1, 2) 成分については、ベクトル場の θ 微分によってグラビティーノの場の強さを表す式が得

られる。

詳しく見てみよう。まず、ビアンキ恒等式の二つの添え字 α̂ と γ̂ を縮約すると、次の式が得ら

れる。

I
α̂β̂m̂

α̂ ∝ −D
α̂
T

m̂β̂

α̂ −D
β̂
T

m̂α̂
α̂ + R

m̂α̂β̂

α̂ = 0 (4.162)

ここに (4.151) と (4.155) を代入すると、

I
α̂β̂m̂

α̂ ∝ i

3
(γ

m̂p̂
)
β̂

α̂D
α̂
V p̂ − 2iD

β̂
V

m̂
− 1

32
(γp̂q̂γ

m̂
T

p̂q̂
+ 6γp̂T

p̂m̂
)
β̂

= 0. (4.163)

この式は (1, 2) および (3, 2) 成分を含んでいる。それぞれの成分についての関係式を得るために、
グラビティーノ成分を次のように分解しておこう。

T
p̂m̂

γ̂ = T
(1,4)

p̂m̂

γ̂ + T
(1,2)

p̂m̂

γ̂ + T
(3,2)

p̂m̂

γ̂ (4.164)

T
(1,2)

p̂m̂

γ̂ = (γ
p̂m̂

)γ̂

δ̂
T (1/2)̂δ (4.165)

γp̂q̂γ
m̂

T
(3,2)

p̂q̂
= 4γp̂T

(3,2)

p̂m̂
(4.166)

ここで、T (1/2)α̂ は T
m̂n̂

α̂ のスピン 1/2 成分である。この分解を上の式に代入すると、

i

3
(γ

m̂p̂
)
β̂

α̂D
α̂
V p̂ − 2iD

β̂
V

m̂
− 1

16
(5γp̂T

(3,2)

p̂m̂
+ 3γp̂T

(1,2)

p̂m̂
)
β̂

= 0. (4.167)

まずは T (1,2) だけを取り出すためにさらに (γm̂)γ̂β̂ を掛けると、

− 3i(γ
p̂
)γ̂α̂D

α̂
V p̂ +

3
16

(γm̂p̂T
(1,2)

p̂m̂
)γ̂ = −3i(γ

p̂
)γ̂α̂D

α̂
V p̂ +

9
4
T (1/2)γ̂ = 0. (4.168)

したがって、T
m̂n̂

γ̂ の (1, 2) 成分が次のように得られる。

T (1/2)γ̂ =
4i

3
D

α̂
V\ γ̂α̂

, T
(1,2)

m̂n̂

γ̂ =
4i

3
(γ

m̂n̂
)γ̂

δ̂
D

α̂
V\ δ̂α̂ (4.169)

次に T
(3,2)

m̂n̂
成分を得るために (4.169) を (4.167) に代入して T

(1,2)

m̂n̂
を消去すると、

− 5i

12
(γ

m̂p̂
)
β̂

α̂D
α̂
V

p̂
− 5i

4
D

β̂
V

m̂
− 5

16
(γp̂T

(3,2)

p̂m̂
)
β̂

= 0. (4.170)
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したがって T
(3,2)

m̂n̂
に対して次の式を得る。

(γp̂T
(3,2)

p̂m̂
)
β̂

=
4i

3
(γ

m̂
γ

p̂
+ 2γ

p̂
γ

m̂
)
β̂

α̂D
α̂
V p̂ (4.171)

右辺にある P
m̂n̂

= (1/4)(γ
m̂

γ
n̂

+ 2γ
n̂
γ

m̂
) という因子は (3, 2) 成分を抜き出す射影行列である。実

際、次の式が成り立つ。

P
m̂p̂

P p̂
n̂

= P
m̂n̂

, P
m̂p̂

γp̂ = γp̂P
p̂m̂

= 0. (4.172)

(4.169) と (4.171) を組み合わせれば、ベクトル場の θ 微分についての次の式が得られる。

D
α̂
V

m̂
=

3i

16
(γp̂T

(3,2)

p̂m̂
)
α̂

+
i

16
(γp̂T

(1,2)

p̂m̂
)
α̂

(4.173)

この式の複素共役とあわせて 4 成分表示に戻ると、次のようになる。

D
α̂
V

m̂
=

3i

16
(γ5γ

p̂T
(3,2)+(2,3)

p̂m̂
)
α̂

+
i

16
(γ5γ

p̂T
(1,2)+(2,1)

p̂m̂
)
α̂

(4.174)

I1

α̂β̂m̂

γ̂ (3)

最後に、(4.157) の二番目のビアンキ恒等式 I1

α̂β̂m̂

γ̂ = 0 について考えよう。

I
α̂β̂m̂

γ̂ ∝ D
α̂
T

β̂m̂
γ̂ −D

β̂
T

m̂α̂
γ̂ +

1
4
(γp̂)

α̂β̂
T

p̂m̂
γ̂ −R

β̂m̂α̂
γ̂ = 0 (4.175)

この式に含まれる変数は次の表現に属する。

D
α̂
T

β̂m̂
γ̂ : (2, 1), D

β̂
T

m̂α̂
γ̂ : (2, 3) + (2, 1), T

p̂m̂
γ̂ , R

β̂m̂α̂
γ̂ : (4, 1) + (2, 1) + (2, 3). (4.176)

また、ビアンキ恒等式の規約分解は次のようになる。

I
α̂β̂m̂

γ̂ : 2(2, 1) + 2(2, 3) + (4, 1) + (4, 3). (4.177)

まず、(4, 3) 成分を持つ場がないので、ビアンキ恒等式の (4, 3) 成分は恒等的に成り立つ。ビア
ンキ恒等式の (4, 1) 成分はすなわちグラビティーノのスピン 3/2 成分を他の場によって表す式を
与える可能性があるが、もしそうなってしまうとグラビティーノがダイナミカルな場ではなくなっ

てしまうので都合が悪い。実は、ビアンキ恒等式の (4, 1) 成分は恒等的に成り立っており、新たな
条件が課されないことが以下のようにしてわかる。ビアンキ恒等式から (4, 1) 成分を抜き出すため
に、次のような γ-トレース部分に注目しよう。

(γm̂)̂δβ̂I
α̂β̂m̂

γ̂ ∝ (γm̂)̂δβ̂D
α̂
T

β̂m̂
γ̂−(γm̂)̂δβ̂D

β̂
T

m̂α̂
γ̂ +

1
4
(γp̂m̂)̂δ

α̂
T

p̂m̂
γ̂−(γm̂)̂δβ̂R

β̂m̂α̂
γ̂ = 0 (4.178)

右辺の第 1項と第 2項は (4, 1)成分を含まないのでここでは無視する。第 2第 3項はどちらも (4, 1)
成分を含むが、それらはちょうど相殺することが以下のようにしてわかる。R

α̂m̂
は (4.154) に与

えられているが、その γ-トレース部分は

(γm̂)γ̂α̂R
α̂m̂p̂q̂

=
1
8
(−4T

p̂q̂
− γm̂γ

q̂
T

p̂m̂
+ γm̂γ

p̂
T

q̂m̂
)γ̂ (4.179)

T = T (4,1)または T (1,4)の場合、γm̂T
m̂p̂

= 0なので、γm̂γ
q̂
T

p̂m̂
= (γm̂γ

q̂
+γ

q̂
γm̂)T

p̂m̂
= 2δm̂

q̂
T

p̂m̂
=

2T
p̂q̂
であり、

(γm)γαR
(4,1)+(1,4)

α̂m̂p̂q̂
= −T

(4,1)+(1,4)

p̂q̂

γ̂ (4.180)
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となる。添え字 p̂q̂ をスピノル添え字にすれば

(γm̂)δ̂β̂R
β̂m̂α̂

γ̂ =
1
4
(γp̂q̂)

α̂
γ̂T

(4,1)+(1,4)

p̂q̂

δ̂ (4.181)

が得られる。これを (4.178) の第１項と比較すると、スピノル添え字の順序が異なるが、スピン
3/2 成分については対称であるから、ちょうどこの二つは相殺する。
次に、(2, 1) および (2, 3) 成分を得るために α̂ と γ̂ を縮約してみよう。曲率項が落ちて、次の

式を得る。

I
α̂β̂m̂

α̂ ∝ −1
2
(γ

m̂
)
β̂

α̂D
α̂
(X − iY )− 4i

3
D

β̂
V

m̂
+

1
4
(γp̂)

α̂β̂
T

p̂m̂
α̂ = 0 (4.182)

さらに (γm̂)
γ̂

β̂ をかけて (2, 1) 部分を取り出すと

(γm̂)
γ̂

β̂I
α̂β̂m̂

α̂ ∝ −2D
γ̂
(X − iY )− 4i

3
(γm̂)

γ̂

β̂D
β̂
V

m̂
− 3T

(1/2)

γ̂
= 0 (4.183)

この式に (4.169) の複素共役 T (1/2)γ̂ = −(4i/3)D
α̂
V\ γ̂α̂ を代入すると、

(γm̂)
γ̂

β̂I
α̂β̂m̂

α̂ ∝ −2D
γ̂
(X − iY ) +

8i

3
(γp̂)

γ̂
α̂D

α̂
V

p̂
= 0 (4.184)

したがって、カイラル超場の微分について次の式が得られた。

D
γ̂
(X − iY ) =

4i

3
(γp̂)

γ̂
α̂D

α̂
V

p̂
= −T

(1/2)

γ̂
(4.185)

(4.185) と、(4.169) の複素共役として得られる T
(2,1)
mn 成分を (4.182) に代入すると T

m̂n̂
α̂ の (2, 3)

成分に対する次の式が得られる。

I
α̂β̂m̂

α̂ ∝ i

3
(γ

m̂
γ

p̂
+ 2γ

p̂
γ

m̂
)
β̂

γ̂D
γ̂
V p̂ +

1
4
(γp̂)

β̂α̂
T

(2,3)

p̂m̂

α̂ = 0 (4.186)

したがって

(γp̂T
(2,3)

p̂m̂
)
β̂

= −4i

3
(γ

m̂
γ

p̂
+ 2γ

p̂
γ

m̂
)
β̂

γ̂D
γ̂
V p̂ (4.187)

が得られるが、これは (4.171) の複素共役であり、新たな関係を与えない。

I1

m̂n̂α̂

β̂

次のビアンキ恒等式について考えてみよう。

I
m̂n̂α̂

β̂ = D
m̂

T
n̂α̂

β̂ −D
n̂
T

m̂α̂
β̂ + D

α̂
T

m̂n̂
β̂ − T

n̂α̂
γ̂T

m̂γ̂
β̂ + T

m̂α̂
γ̂T

n̂γ̂
β̂ + R

m̂n̂α̂
β̂ . (4.188)

α̂ と β̂ のカイラリティを逆にとると、

I
m̂n̂α̂

β̂ ∼ D
m̂

T
n̂α̂

β̂ −D
n̂
T

m̂α̂
β̂ + D

α̂
T

m̂n̂
β̂ − T

n̂α̂
γ̂T

m̂γ̂
β̂ + T

m̂α̂
γ̂T

n̂γ̂
β̂ (4.189)

はじめの二項および後ろの二項は (2, 2) 成分のみを含んでいる。これに対して第３項は (1, 2) ×
[(4, 1) + (2, 1) + (2, 3)] を含む。特に、(1, 2) × (4, 1) から (2, 2) は現れないので、次の式が得ら
れる。

D
α̂
T

(4,1)

m̂n̂

β̂ = 0. (4.190)

つまり、グラビティーノのスピン 3/2 成分はカイラル多重項をなす。（カイラル多重項はローレン
ツ群の (n, 1) 表現にのみ定義できることに注意。）
これ以外の成分についても、グラビティーノ場の θ 微分をほかの場によって与える式が得られる。

D
α̂
T

m̂n̂
β̂ = −D

m̂
T

n̂α̂
β̂ + D

n̂
T

m̂α̂
β̂ + T

n̂α̂
γ̂T

m̂γ̂
β̂ − T

m̂α̂
γ̂T

n̂γ̂
β̂ −R

m̂n̂α̂
β̂ . (4.191)
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4.4 重力多重項

4.4.1 捩率および曲率の間の関係式

ビアンキ恒等式の解として現れた場が満足すべき条件をまとめながら、それぞれの場についての

物理的意味についてコメントしておこう。

捩率の成分のうち、拘束条件によって固定されていないのは T
m̂n̂

α̂ と T
m̂α̂

β̂ である。これらの

うち、T
m̂α̂

β̂ はスカラー場とベクトル場を用いて (4.151) に与えられたように展開される。

T
m̂α̂

β̂ = [
1
2
(X + iY γ5)γm̂

− i

2
γ5γm̂

V\ − i

6
γ5V\γ

m̂
]
α̂

β̂ . (4.192)

一方 T
m̂n̂

α̂ は次のようにローレンツ群の規約表現に分解される。

T
m̂n̂

α̂ = T
(4,1)

m̂n̂

α̂ + T
(2,1)

m̂n̂

α̂ + T
(2,3)

m̂n̂

α̂, T
m̂n̂

α̂ = T
(1,4)

m̂n̂

α̂ + T
(1,2)

m̂n̂

α̂ + T
(3,2)

m̂n̂

α̂ (4.193)

ビアンキ恒等式および拘束条件はこれらの間の関係を与えている。

複素スカラー超場 X − iY は (4.159) にあるように次の条件を満足する。

D
α̂
(X − iY ) = 0 (4.194)

つまり X − iY はカイラル超場である。この超場はその成分にスカラー曲率を含んでおり、スカ

ラー曲率超場と呼ぶことにする。スカラー曲率超場 X − iY がどのような成分場を持っているのか

を見るために、その微分を計算しておこう。まず、一階微分は (4.185) より次のように与えられる。

Dα(X − iY ) =
1
12

(γpq)αβT (2,1)
pq

β = −T
(1/2)

α̂
(4.195)

となる。従って、超場 X − iY は T
(2,1)
pq

β をその中に含んでいる。二階微分DαDβ(X − iY ) は α

と β について反対称であるからその縮約を取ったものを計算すれば十分である。は (4.191) を用
いれば

1αβDαDβ(X − iY ) = − 1
12

Dα(γmn)α
βT β

mn

= − 1
12

(γmn)β
α[−2DmTnα

β − 2Tmα
γTnγ

β +
1
4
Rmnpq(γpq)α

β ]

= − i

3
DmV m + (X2 + Y 2) +

2
9
VmV m +

1
12

Rmn
mn (4.196)

最後の行への式変形で (4.151) を用いれば次の式が成り立つことを用いた。

− 1
3
(γmn)β

αDmTnα
β =

2i

3
DmV m (4.197)

− 1
3
(γmn)β

αTmα
γTnγ

β = −2(X2 + Y 2)− 4
9
VmV m (4.198)

1
24

(γmn)β
αRmnpq(γpq)α

β =
1
12

Rmnpq(−2ηmpηnq + γ5mnpq) = −1
6
Rmn

mn (4.199)

(4.196) は超場 X − iY の成分として確かにスカラー曲率が現れることを示している。

ベクトル添え字を持つ超場 V
m̂
は、その成分にアインシュタインテンソルやグラビティーノの

運動方程式を与えるスピノルテンソルなどを含んでいる。そのためアインシュタイン超場と呼ばれ

120



る。物質場を含まない単純超重力理論の運動方程式は V
m̂

= 0 によって与えることができる。例え
ばベクトル場の θ 微分は (4.174) によって次のように与えられる。

D
α̂
V

m̂
=

3i

16
(γ5γ

p̂T
(3,2)+(2,3)

p̂m̂
)
α̂

+
i

16
(γ5γ

p̂T
(1,2)+(2,1)

p̂m̂
)
α̂

(4.200)

この超場の θ = 0 成分はグラビティーノの運動方程式を与える。また、(4.200) は V
m̂
がその一部

として T
(3,2)+(2,3)

p̂m̂

α̂ と T
(1,2)+(2,1)

p̂m̂

α̂ を含むことを表している。

X − iY も V
m̂
もどちらも T

(2,1)

p̂m̂

α̂ を共通に含んでいる。このことは (4.195) と (4.200) を組み
合わせることで得られる次の式によって表される。

(γm̂)α̂β̂D
β̂
V

m̂
= −3i

4
Dα̂(X − iY ) (4.201)

この式は以前に定義した超カレント Jµ が満足する式 (2.309) と同じ形をしている。実際、物質場
が存在する場合のアインシュタイン方程式は次のように与えることができる。

V
m̂

= −3k2

8
J

m̂
, (X − iY ) = − ik2

2
K (4.202)

通常のアインシュタイン方程式では、アインシュタインテンソルが従うビアンキ恒等式によって

エネルギー運動量テンソルの保存則が成り立つことが保障される。このことは (4.202) においても
やはり成り立っている。超場 V

m̂
および X − iY は、(4.201) を満足するが、この式と運動方程

式 (4.202) を組み合わせることでエネルギー運動量テンソルと超対称性カレントの保存則を含む式
(2.309) が得られる。
グラビティーノ場の全ての成分の θ 微分は (4.191) によって与えられる。

D
α̂
T

m̂n̂
β̂ = −D

m̂
T

n̂α̂
β̂ + D

n̂
T

m̂α̂
β̂ + T

n̂α̂
γ̂T

m̂γ̂
β̂ − T

m̂α̂
γ̂T

n̂γ̂
β̂ −R

m̂n̂α̂
β̂ . (4.203)

T
m̂n̂

β̂ の成分のうち、スピン 3/2 の成分 T
(4,1)

m̂n̂

β̂ は X − iY にも V
m̂
にも含まれない独立な成分で

ある。この成分については (4.190) が成り立ち、この成分がカイラルであることを表している。

D
α̂
T

(4,1)

m̂n̂

β̂ = 0. (4.204)

カイラル超場 T
(4,1)

m̂n̂

β̂ はワイルテンソルを含んでおり、ワイル超場と呼ばれる。この超場は、ゲー

ジ理論の場の強さを含む超場 W
α̂
に対応するものであり、コンフォーマル重力理論のラグランジ

アンはワイル超場を二つ掛けてスカラーのカイラル超場を作り、この F -項ラグランジアンとして
得ることができる。（超重力理論における F -項ラグランジアンの作り方は後で述べる。）また、ポ
アンカレ超重力理論の場合には、運動方程式で 0 にならない物理的な自由度を含む超場である。

(4.195) のように、T
(2,1)

m̂n̂

β̂ はDβ(X − iY ) に比例しているから、さらにそれを Dα で微分した

ものはローレンツスカラーの成分のみを含む。従って、(4.203) のスピノル添え字 α と β のカイ

ラリティを正にとり、両辺をローレンツ群の表現に規約分解し、(5, 1) + (3, 1) 成分だけを残すと、

D
α̂
T

(4,1)

m̂n̂

β̂ =
[
−D

m̂
T

n̂α̂
β̂ + D

n̂
T

m̂α̂
β̂ −R

m̂n̂α̂
β̂

](5,1)+(3,1)

(4.205)

捩率の二次の項は (5, 1) 成分も (3, 1) 成分も含まないので落ちる。捩率の微分は (3, 1) 成分のみに
寄与し、次のように与えられる。

(−DmT
n̂α̂

β̂ + DnT
m̂α̂

β̂)(3,1) = [
2i

3
V +

mn −
i

6
γ

m̂
kV +

nk +
i

6
γ

n̂
kV +

mk]
α̂

β̂ (4.206)

121



ただし、Vmn = DmVn −DnVm であり、V +
mn はその自己双対部分である。(4.205) の曲率項のう

ち、(5, 1) 成分はワイルテンソルを含んでおり、(3, 1) 成分は捩率で書き下すことができる。
ここまでに得られた関係を大まかにまとめたのが次の図である。矢印は θ 微分を表す。

V
m̂

→ T (2,3) → Gmn

↘
X − iY → T (2,1) → R

T (4,1) → Cmnpq

(4.207)

R
m̂n̂p̂q̂

以外の曲率の成分は (4.152)

R
α̂β̂−m̂n̂

=
1
2

[1
2
(X + iY γ5)γm̂n̂

+
i

6
γ5V\γ

m̂n̂
+

i

6
γ5γm̂n̂

V\
]

αβ
(4.208)

および (4.154)

R
α̂m̂p̂q̂

=
1
8
((γ

m̂
)
α̂β̂

T
p̂q̂

β̂ + (γ
q̂
)
α̂β̂

T
p̂m̂

β̂ + (γ
p̂
)
α̂β̂

T
m̂q̂

β̂) (4.209)

によって与えられる。

スピノル添え字の曲率テンソルに対する以下の公式はしばしば便利である。

R
α̂γ̂

γ̂β̂ = −1
4
R

α̂γ̂p̂q̂
(γp̂q̂)γ̂β̂ =

3
4
(X + iY )1

α̂
β̂ , R

α̂γ̂
γ̂β̂ = −1

4
R

α̂γ̂p̂q̂
(γp̂q̂)γ̂β̂ = − i

4
(V\ )

α̂
β̂ (4.210)

ビアンキ恒等式と拘束条件を解いた際に運動方程式がひとつも得られていないことは重要であ

る。11 次元超重力理論の場合には超空間上でのビアンキ恒等式が成分場に対するビアンキ恒等式
と運動方程式の両方を同時に与えた。つまり超場形式の定式化の中に運動方程式が組み込まれてお

り、off-shell の定式化を行うことができない。一方ここで考えている 4 次元の超場形式では成分場
に対する運動方程式を与えず、ビアンキ恒等式だけを与えるような拘束条件の組が存在している。

したがって、4 次元では超場を用いた off-shell の定式化が可能となる。

4.4.2 超共変的な場の強さ

成分場の超場への埋め込みを以下のように定義する。超空間上の多脚場と x 空間上の多脚場、グ

ラビティーノとの関係は (4.66) および (4.67) に与えられている。それらをまとめて外微分形式の
形でもう一度書いておこう。

Em̂|θ=0 = em̂, Eα̂|θ=0 = ψα̂ + dθα̂ (4.211)

超場 X − iY および Vm の θ = 0 成分は補助場であり、次のように定義しておく。

(X − iY )|θ=0 = M, V
m̂
|θ=0 = c

m̂
. (4.212)

これらの量の微分や、微分を用いて書かれる場の強さに対して超共変化を与えておこう。捩率お

よびグラビティーノの場の強さの超共変化 T cov

m̂n̂

k̂、ψcov

m̂n̂

α̂ は (4.94) に与えられている。もう一度与
えておこう。まず、超共変化された捩率は次のように与えられる。

T cov
µν

k̂ = Tµν
k̂ − 1

4
(ψµγk̂ψν) (4.213)
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超共変化されたグラビティーノの場の強さは、(4.94) の式中の (K
m̂

)α̂
β̂

= T
β̂m̂

β̂ にその具体系

(4.151) を代入すれば、次の式を得る。

ψcov

m̂n̂
= D

m̂
ψ

n̂
+

1
2
(X − iY γ5)|θ=0γn̂

ψ
m̂

+
i

6
(3γ5c\γn̂

+ γ5γn̂
c\)ψ

m̂
− [m̂ ↔ n̂] (4.214)

超共変化された曲率テンソルは (4.122) に与えられている。その中の (S
µ−m̂n̂

)
α̂
や (K

m̂n̂
)
α̂β̂
を露

に書き下せば、次のように成る。

Rcov

µνp̂q̂
= R

µνp̂q̂
+

1
8
[ψµγνψcov

pq + ψµγqψ
cov
pν − ψµγpψ

cov
qν ]− 1

8
[ψνγµψcov

pq + ψνγqψ
cov
pµ − ψνγpψ

cov
qµ ]

−1
2
ψµ

[1
2
(X + iY γ5)|θ=0γpq +

i

6
γ5c\γpq +

i

6
γ5γpqc\

]
ψν (4.215)

最後に、補助場 c
m̂
の微分についても超共変化を定義しておく。

Dcov

m̂
c
n̂

= D
m̂

V
n̂
|θ=0

= D
m̂

c
n̂
− ψ

m̂
αDαV

n̂
|θ=0

= D
m̂

c
n̂

+
i

32
ψ

m̂

(
6γ5γ

p̂ψcov

p̂n̂
+ γ5γn̂

γp̂q̂ψcov

p̂q̂

)
(4.216)

4.4.3 超対称変換則

超対称変換則は超空間上の一般座標変換として次のように与えられる。

δeµ
m̂ = ξα̂(eµ

k̂T
α̂k̂

m̂|θ=0 − ψµ
β̂T

α̂β̂
m̂|θ=0)

=
1
4
ξγm̂ψµ, (4.217)

δψµ
α̂ = Dµξα̂ + ξβ̂(eµ

k̂T
β̂k̂

α̂|θ=0 − ψµ
γ̂T

β̂γ̂
α̂|θ=0)

= Dµξα̂ − [(
1
2
(X − iY γ5)|θ=0γµ +

i

2
γ5c\γµ +

i

6
γ5γµc\)ξ]α̂ (4.218)

さらに、補助場の超対称変換は次のように得られる。スカラー場M の変換則を求めるには、(4.185)
を用いる。

δM = ξαDα(X − iY )|θ=0 = −ξαψα = − 1
12

ξαγmnψcov(2,1)
mn

α (4.219)

ベクトル場の変換則を求めるには、(4.173) を用いればよい。

δcm = ξαDαVm|θ=0 = − 3i

16
(ξγ5γ

pψcov(3,2)+(2,3)
pm )− i

16
(ξγ5γ

pψcov(1,2)+(2,1)
pm ) (4.220)

以上の変換則をワイル表示で書き換えたものを以下にまとめておく。
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重力多重項の変換則¶ ³

δψµ = Dµξ − i

2
Mσµξ − i

6
cλ(3σλσµ + σµσλ)ξ, (4.221)

δeµ
m̂ = − i

4
(ξσm̂ψµ) +

i

4
(ξσm̂ψµ), (4.222)

δM =
1
12

(ξσm̂n̂ψcov

m̂n̂
)

=
1
12

(ξσp̂q̂ψ
p̂q̂

) +
i

4
M(ξσp̂ψ

p̂
)− i

6
cp̂(ξψ

p̂
), (4.223)

δc
m̂

= − 3
16

[
(ξσpψ

cov

pm) +
1
6
(ξσmσklψ

cov

kl )
]

+ c.c.

= −
(

1
8
ξσqψqm +

1
32

ξσm
pqψpq

)
+

3i

16
Mξψm

− i

8
c
m̂

(ξσk̂ψ
k̂
) +

i

16
c
k̂
(ξσ

m̂
k̂n̂ψ

n̂
) + c.c. (4.224)

超共変化されたグラビティーノの場の強さは次のように与えられる。

ψcov

m̂n̂
= D

m̂
ψ

n̂
+

i

2
Mσ

n̂
ψ

m̂
+

i

6
(3c\σ

n̂
+ σ

n̂
c\)ψ

m̂
− [m̂ ↔ n̂] (4.225)

µ ´

4.5 カイラル多重項

4.5.1 成分場と超対称変換則

超空間上の場を Φ(x, θ) としよう。Φ(x, θ) がスピノル、あるいはベクトル添え字を持つような
テンソル超場であるとする。このようなテンソル超場は二つのスピンでラベルされるローレンツ

群の規約表現に分解することができる。Φ が表現 (sL, sR) に属する場合、Φ は Φα1···α2sL
β

1
···β

2sR

のような添え字を持つ場として表すことができる。ただし αi および β
i
はそれぞれ完全対称であ

る。以下では sL を左スピン、sR を右スピンと呼ぶことにする。また、Φ のスピノル添え字は必
要がなければ省略する。

この超場が

DαΦ = 0 (4.226)

を満足するとき、カイラル超場と呼ばれる。θ 微分の交換関係は

{Dα, Dβ} =
1
2
RαβpqT pq − Tαβ

ADA =
1
8
(X − iY )(γpq)αβT pq (4.227)

と与えられる。ここで、T pq は Φ の添え字に作用するローレンツ群の生成子である。Rαβpq は

(4.152)で与えられることと Tαβ
A = 0であることを用いた。この式をカイラル超場の定義式 (4.226)

に作用させれば、カイラル超場が定義できるための条件として

(γpq)αβT pqΦ = 0 (4.228)

が得られる。これは Φ の右スピンが 0 であることを意味している。つまり、カイラル超場はロー
レンツ群の表現としてもカイラルであり、常に (sL, 0) 表現に属する。このような、添え字を持っ
たカイラル超場の例としては、重力多重項に含まれるカイラル超場 T

(4,1)
mn

α (sL = 3/2) や、ゲージ
場の強さを含むスピノルカイラル超場 Wα (sL = 1/2) などがある。
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左巻きスピンの添え字だけを持つ一般の超場 Φ からカイラル超場の部分を抜き出すカイラル射
影演算子が以下のようにして定義できる。超場 Φ （カイラルでも反カイラルでもなくてもよい）
が右巻きスピンを持たなければ {D

α̂
, D

β̂
}Φ = 0 が成り立つ。これを用いることで、次の関係式を

示すことができる。

D
α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
)Φ =

2
3
1β̂γ̂{D

α̂
, D

β̂
}D

γ̂
Φ (4.229)

実際にこの式を示すには、スピノル添え字に実際に 1 や 2 を入れてみて成り立つことをチェック
するのが簡単である。(4.229) の右辺はさらに次のように変形できる。

D
α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
)Φ =

2
3
1β̂γ̂R

α̂β̂γ̂
δ̂D

δ̂
Φ

= −1
6
1β̂γ̂R

α̂β̂pq
(γpq)

γ̂
δ̂D

δ̂
Φ

= − 1
24

[(X − iY )γpq]α̂β̂
1β̂γ̂(γpq)

γ̂
δ̂D

δ̂
Φ

=
1
24

[(X − iY )γpqγ
pq)

α̂
δ̂D

δ̂
Φ

=
1
2
(X − iY )D

α̂
Φ (4.230)

したがって、次の式が成り立つ。

D
α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
− 1

2
(X − iY ))Φ = 0 (4.231)

つまり、超場 (1β̂γ̂D
β̂
D

γ̂
− (1/2)(X − iY ))Φ はカイラルであり、次の演算子はカイラル射影演算

子と呼ばれる。

カイラル射影演算子¶ ³

右スピンを持たない超場に対して次の演算子を作用させたものはカイラル超場である。

Pchiral ≡ −21γδDγDδ + (X − iY ) = 2DγDγ + (X − iY ) (4.232)

µ ´
この演算子は任意のスカラー超場 Φ に対して次の公式を満足する。

1αβDαPchiralDβΦ = 1αβDαP ∗chiralDβΦ (4.233)

カイラル超場の成分場を次のように定義しよう。

カイラル多重項の成分場¶ ³

φ = Φ|θ=0, χα = 2DαΦ|θ=0, F = −21αβDαDβΦ|θ=0 = 2DαDαΦ|θ=0. (4.234)
µ ´
これは、大雑把にいって次の展開式が成り立つことを意味する。

Φ = φ +
1
2
θαχα +

1
8
θαθαF + · · · = φ +

1
2
θαχα +

1
8
θαθαF + · · · (4.235)

さらに高次の成分は次のように与えられる。

Φ|θ=0 = φ DαΦ|θ=0 =
1
2
χα DαDαΦ|θ=0 =

1
2
F

DαΦ|θ=0 = 0 [Dα, Dβ ]Φ|θ=0 = −1
4
(γm̂)αβDcov

m̂
φ P ∗chiralDαΦ|θ=0 = 0

DαDαΦ|θ=0 = 0 PchiralDαΦ|θ=0 = 0 DαPchiralD
αΦ|θ=0 = 0

(4.236)
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カイラル多重項を定義するのに用いる共変微分はライプニッツ則を満足するので、二つのカイラ

ル超場の積もまたカイラル超場である。その成分場は以下のように与えられる。まず、スカラー成

分はそれぞれのカイラル超場のスカラー成分の積である。

Φ1Φ2|θ=0 = φ1φ2 (4.237)

フェルミオン成分は次のように与えられる。

2Dα(Φ1Φ2)|θ=0 = χ1αφ2 + χ2αφ1 (4.238)

F 成分は

− 21αβDαDβ(Φ1Φ2)|θ=0 = F1φ2 + (χ1αχ2α) + φ1F2. (4.239)

4.5.2 超対称変換則

これらの成分場に対する超対称変換則を決定しよう。一般座標変換の元でのカイラル超場の変換

則は

δΦ = ΞADAΦ (4.240)

である。したがって、φ の変換則は簡単に次のように求められる。

δφ = ΞαDα|θ=0 =
1
2
ξα̂χ

α̂
. (4.241)

フェルミオン成分 χ の変換則は次の式で与えられる。

δχ
α̂

= 2Ξβ̂D
β̂
D

α̂
Φ|θ=0 = 2Ξβ̂D

β̂
D

α̂
Φ|θ=0 + 2Ξβ̂D

β̂
D

α̂
Φ|θ=0 (4.242)

右辺の二つの項を別々に評価しよう。まず第１項については {D
β̂
, D

α̂
}Φ = 0 であるから次の式が

成り立つ。

D
β̂
D

α̂
Φ =

1
2
1

β̂α̂
1γ̂δ̂D

γ̂
D

δ̂
Φ (4.243)

θ = 0 成分として次の式を得る。

D
β̂
D

α̂
Φ|θ=0 = −1

4
1

β̂α̂
F (4.244)

(4.242) の第２項については

D
β̂
D

α̂
Φ = {D

β̂
, D

α̂
}Φ = −1

4
(γk̂)

β̂α̂
D

k̂
Φ (4.245)

と変形できる。この右辺の共変微分は、次のように定義されている。

D
k̂
Φ = E

k̂
µ∂µΦ + E

k̂
α∂αΦ (4.246)

したがって、この θ = 0 成分は、次のようにスカラー場の超共変微分を与える。

D
k̂
Φ|θ=0 = (e

k̂
µ∂µΦ− e

k̂
µψµ

α̂δ
α̂

α∂αΦ)|θ=0 = e
k̂

µDcov
µ φ, Dcov

µ φ = ∂µφ− 1
2
ψµ

α̂χ
α̂
. (4.247)

したがって (4.245) の θ = 0 成分は

D
β̂
D

α̂
Φ|θ=0 = −1

4
(γµ)

β̂α̂
Dcov

µ φ (4.248)
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(4.244) と (4.248) を (4.242) に代入すれば、フェルミオン成分 χ の変換則が次のように得られる。

δχ
α̂

=
1
2
ξ
α̂
F − 1

2
(γµ)

α̂β̂
ξβ̂Dcov

µ φ (4.249)

最後に、補助場の変換則を求めよう。

δF = −2Ξα̂D
α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
)Φ|θ=0 − 2Ξα̂D

α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
)Φ|θ=0 (4.250)

右辺第１項は、(4.231) の複素共役

D
α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
− 1

2
(X + iY ))Φ = 0 (4.251)

を用いて

D
α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
)Φ =

1
2
(X + iY )D

α̂
Φ (4.252)

とできる。第２項については、Φ がカイラル超場であることを用いれば次のように変形することが
できる。

D
α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
)Φ = 1β̂γ̂ [D

α̂
, D

β̂
D

γ̂
]Φ

= 1β̂γ̂{D
α̂
, D

β̂
}D

γ̂
Φ− 1β̂γ̂D

β̂
{D

α̂
, D

γ̂
}Φ

= 1β̂γ̂R
α̂β̂γ̂

δ̂D
δ̂
Φ− 1β̂γ̂(T

α̂β̂

k̂D
k̂
)D

γ̂
Φ + 1β̂γ̂D

β̂
(T

α̂γ̂
k̂D

k̂
)Φ

= − i

24
Vm(γmpqγpq)

α̂
β̂D

β̂
Φ− 1

4
(γk̂)

α̂
β̂D

k̂
D

β̂
Φ− 1

4
(γk̂)

α̂
β̂D

β̂
D

k̂
Φ(4.253)

さらに、最後の項の微分の順序を次のように入れ替える。

D
β̂
D

k̂
Φ = D

k̂
D

β̂
Φ + T

k̂β̂

α̂D
α̂
Φ = D

k̂
D

β̂
Φ− 1

6
(3iγ

k̂
V\ + iV\γ

k̂
)
β̂

α̂D
α̂
Φ (4.254)

この結果、次の式を得る。

D
α̂
(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
)Φ = − i

6
V

m̂
(γm̂)

α̂
β̂D

β̂
Φ− 1

2
(γk̂)

α̂
β̂D

k̂
D

β̂
Φ (4.255)

まとめると、

(Ξα̂D
α̂

+ Ξα̂D
α̂
)(1β̂γ̂D

β̂
D

γ̂
)Φ =

1
2
(X + iY )Ξα̂D

α̂
Φ− i

6
V

m̂
Ξα̂(γm̂)

α̂
β̂D

β̂
Φ− 1

2
Ξα̂(γk̂)

α̂
β̂D

k̂
D

β̂
Φ

(4.256)
この θ = 0 成分を取り出すと、成分場 F の変換則が次のように得られる。

δF = −1
2
M∗ξα̂χ

α̂
+

i

6
c
m̂

ξα̂(γm̂)
α̂

β̂χ
β̂

+
1
2
ξα̂(γk̂)

α̂
β̂Dcov

k̂
χ

β̂
(4.257)

ただし、Dcov
µ χ は次のように定義される。

Dcov

k̂
χ

β̂
≡ 2D

k̂
D

β̂
Φ|θ=0

= 2e
k̂

µ(Dµ − ψµ
α̂D

α̂
− ψµ

α̂D
α̂
)D

β̂
Φ|θ=0

= e
k̂

µ(Dµχ
β̂
− 1

2
ψ

µβ̂
F +

1
2
(γλ)

β̂α̂
ψµ

α̂Dcov
λ φ) (4.258)
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最後の表式を得るのに (4.244) と (4.248) を用いた。
スピノル添え字をワイル表示で書き換えた変換則をまとめて書いておこう。

カイラル多重項の成分場の超対称変換¶ ³

カイラル多重項 Φ = (φ, χ, F ) の超対称変換則は次のように与えられる。

δφ =
1
2
ξαχα, (4.259)

δχα =
1
2
ξαF − i

2
(σµ)αβ̇ξβ̇Dcov

µ φ, (4.260)

δF =
i

2
ξ

α̇
(σµ)α̇βDcov

µ χβ − 1
2
M∗ξαχα − 1

6
c
m̂

ξ
α̇
(σm̂)α̇βχβ . (4.261)

超共変化された微分 Dcov
µ は次のように定義される。

Dcov
µ φ = ∂µφ− 1

2
ψµαχα, (4.262)

Dcov
µ χα = Dµχα − 1

2
ψµ

αF +
i

2
(σλ)αβ̇ψµβ̇Dcov

λ φ (4.263)

µ ´

4.5.3 F 項ラグランジアン

大域的超対称性のみを考えている場合、超場の F 項は超対称変換のもとで全微分項だけ変化す

る。従ってそれをラグランジアンとして用いることができる。ここではその超重力理論への一般化

を考えよう。超重力理論においては eF の超対称変換は全微分項だけではないため、補正項を導入

する必要があるが、以下ではその補正項をネーター手続きによって決定する。まず、次のラグラン

ジアンから出発する。

L0 = eF (4.264)

この超対称変換は、

δL0 =
ie

2
(ξσµDcov

µ χ)− e

2
M∗(ξχ)− e

6
c
m̂

(ξσm̂χβ)− ie

4
(ξσµψµ)F +

ie

4
(ξσµψµ)F

= − ie

2
((Dµξ)σµχ)− e

6
c
m̂

(ξσm̂χ)− ie

4
(ξσµψµ)F

−e

2
M∗(ξχ)− e

4
(ξσµσλψµ)∂λφ

+
[
ie

2
eµ

m̂
Dµ(ξσm̂χ) +

e

8
(ξσµσλψµ)(ψλχ)

]

4fermi

(4.265)

二行目への変形は、Dcov
µ χ の具体形 (4.263) を代入し、Dµχ を含む項を部分積分した。このとき

の表面項は 4-フェルミ項になる。4 フェルミ項はあとで相殺することをチェックするが、ひとまず
括弧に入れてまとめておいた。

この式の初めの 3項を相殺するために次の項を導入する。

L1 =
ie

2
(ψµσµχ) (4.266)

この超対称変換は、

L1 =
ie

2
((Dµξ)σµχ) +

e

6
cλ(ξσλχ) +

ie

4
(ψµσµξ)F − eM∗(ξχ) +

e

4
(ψµσµσλξ)∂λφ

+
[

i

2
δ(ee

m̂
µ)(ψµσm̂χ)− e

8
(ψµσµσλξ)(ψλχ)

]

4fermi

(4.267)
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(4.265) と比較すれば、初めの 3 つの項が相殺して次のものが残る。

L0 + L1 = −3e

2
M∗(ξχ)− e

2
(ξσµλψµ)∂λφ + [· · ·]4fermi (4.268)

これは 4 フェルミ項を除き次の項の超対称変換によって相殺できる。

L2 = 3eM∗φ (4.269)

この項の超対称変換は次のように与えられる。

δL2 =
3e

2
M∗(χξ) +

e

4
(ξσmnψ

cov

mn)φ− 3ie

4
(ξσµψµ − ξσµψµ)M∗φ

=
3e

2
M∗(χξ)− e

2
(ξσmnψ

n̂
)∂

m̂
φ− e

2
((D

m̂
ξ)σmnψ

n̂
)φ− 3ie

4
(ξσµψµ)M∗φ +

ie

2
cm(ξψm)φ

+
[e

2
eµ

m̂
eν

n̂
Dµ[(ξσmnψν)φ]

]
4fermi

(4.270)

二行目への変形は (4.225) に与えられた ψcov
mn の定義を用い、Dµψν を含む項を部分積分した。4

フェルミ項を除く 5 つの項のうち始めの 2項が (4.268) の二項を相殺し、残り 3 項は次の項を導
入することによって相殺できる。

L3 =
e

4
(ψmσmnψn)φ (4.271)

実際、この項の超対称変換は

δL3 =
e

2
(Dmξσmnψn)φ +

3ie

4
M∗(ψmσmξ)φ− ie

2
cλ(ψλξ)φ

+
[
e

4
(ψmσmnψn)δφ +

1
4
δ(ee

m̂
µe

n̂
ν)(ψµσm̂n̂ψν)φ

]

4fermi

(4.272)

(4.272) は残されていた (4.270) の項を表面項、4-フェルミ項を除き全て相殺することがわかる。
得られた結果をまとめておくと、

超重力理論における F 項¶ ³

任意のカイラル多重項 Φ = (φ, χ, F ) に対して、次のラグランジアンは超対称変換のもとで表
面項を除けば不変である。

[Φ]F = eF +
ie

2
(ψµσµχ) + e

(
3M∗ +

1
4
(ψmσmnψn)

)
φ (4.273)

ただし、実ではないので、実際にラグランジアンとして用いるためにはこの複素共役も必要。
µ ´
最後に、4 フェルミ項が全て相殺することを示しておこう。これまでに得られた 4-フェルミ項、

表面項の和は次のようになる。

δL4fermi = ∂µ

[
e

2
(ξσµνψν)φ +

ie

2
(ξσµχ)

]

+
e

2
Tλµ

λ(ξσµνψν)φ +
e

4
Tµν

λ(ξσµνψλ)φ +
1
4
δξ(eem̂

µe
n̂

ν)(ψµσm̂n̂ψν)φ

+
1
4
δξ(eem̂

µe
n̂

ν)(ψµσm̂n̂ψν)φ

+
e

4
(ψmσmnψn)δφ +

i

2
δξ(eem̂

µ)(ψµσm̂χ)

+
ie

2
Tλµ

λ(ξσµχ)− e

4
(ψµσµλξ)(ψλχ) +

i

2
δξ(eem̂

µ)(ψµσm̂χ) (4.274)
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表面項と捩率 Tµν
λ を含む項は、公式 (1.113) と (1.114) を用いて得られた。

一行目は表面項であり、無視することができる。

二行目は ξψψψ を含む項である。1項目は

e

2
Tλµ

λ(ξσµνψν)φ +
e

4
Tµν

λ(ξσµνψλ)φ

=
ie

8
(ψνσµνξ)(ψλσλψµ)φ +

ie

8
(ψνσνλξ)(ψλσµψµ)φ +

ie

8
(ψνσλµξ)(ψλσνψµ)φ

= − ie

16
(ψλσκξ)(ψνσµνσκσλψµ)φ + [µνλ]

=
ie

16
(ψλσλξ)(ψνσµνψµ)φ + [µνλ] (4.275)

ただし、式中の +[µνλ] は、上付き添え字 µνλ を巡回的にまわして得られるあと二つの項を意味

している。これはちょうど第３項の多脚場の ξ 変換によって相殺される。

3 行目は

1
4
δξ(eem̂

µe
n̂

ν)(ψµσm̂n̂ψν)φ

= − ie

16
[(ξσλψλ)(ψµσµνψν) + (ξσλψν)(ψλσµνψµ) + (ξσλψµ)(ψνσµνψλ)]φ (4.276)

これは、グラビティーノのベクトル添え字について反対称な 3次の積を含んでいる。このことは、
それらのグラビティーノの積に対して対称であることを意味している。

ψ
α̇

µψ
β̇

νψ
γ̇

ρ |[µνρ] = ψ
α̇

µψ
β̇

νψ
γ̇

ρ |{α̇β̇γ̇}
[µνρ] (4.277)

従って、この積はローレンツ代数の (2, 2)× (1, 4) 表現に属している。一方変換パラメータ ξα は

(2, 1) 表現に属している。これらの積から一重項を作ることはできないので、(4.276) は 0 である。
4 行目は δφ および δξeµ

m̂ の具体形を代入すれば次のようになる。

+
e

8
(ψmσmnψn)(ξχ) +

e

4
(ψµσ[µχ)(ξσν]ψν) (4.278)

第 2項をフィルツ変換すれば第 1項と相殺することがわかる。
5 行目の後ろ二つの項はフィルツ変換を用いて次のように変形できる。

e

4
(ψλχ)(ξσµλψµ)− e

8
(ψµσµχ)(ξσλψλ) +

e

8
(ψµσνχ)(ξσµψν)

= −e

8
(ψµσλψλ)(ξσµχ) +

e

8
(ψµσµψκ)(ξσκχ) (4.279)

これはちょうど第 1項と相殺する。

4.5.4 運動カイラル超場

一般のカイラル多重項の運動項を得るためには、大域的な超対称性の場合にもそうであったよう

に、D 項ラグランジアンを用いる必要がある。大域的な場合には D 項ラグランジアンは (2.43) に
あるように [V ]D = 4DαDαV ]F のように定義することができたが、超重力理論においては DαDαV

はカイラル多重項にならない。そこで、DαDα の代わりに (4.232) で定義されたカイラル射影演算
子を用いて次のように定義する。

[· · ·]D = 2Re[Pchiral · · ·]F . (4.280)
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この D 項ラグランジアンを用いてカイラル多重項の運動項を与えるための準備として、カイラ

ル射影演算子 Pchiral を用いて次のように反カイラル超場から定義されたカイラル超場の成分場を

元の反カイラル超場の成分場を用いて表しておこう。

Ψ = PchiralΦ∗ (4.281)

このように定義された超場は運動カイラル超場と呼ばれる。

カイラル超場 Ψ の成分場を (φΨ, χΨ, FΨ) とする。まず、射影演算子 (4.232) の第２項の寄与
(X − iY )Φ∗ に注目しよう。この部分から (4.234) に従って成分場を抜き出すと、微分 Dα は Φ∗

には作用しないから、(X − iY ) の成分場が現れる。すなわち、

(X − iY )Φ∗ → (φ∗M,φ∗χM , φ∗FM ) (4.282)

が得られる。この部分を分離し、Ψ の成分場を次のように置こう。

φΨ = φ′ + Mφ∗, χΨ = χ′ + χMφ∗, FΨ = F ′ + FMφ∗. (4.283)

(φ′, χ′, F ′) は射影演算子の第 1項から得られる成分である。
まず、スカラー成分 φ∗ であるが、(4.234) を用いると F ∗ であることがわかる。

φ′ = −21γδDγDδΦ∗|θ=0 = F ∗ (4.284)

フェルミオン成分 χ′ は次のように得られる。

χ′ = 2Dα[−2(1γδDγDδ)Φ∗]|θ=0 = (γm̂)
β̂

γ̂(Dcov

m̂
− i

3
c
m̂

)χ∗
γ̂

(4.285)

途中で θ = 0 成分を得るために (4.255) の複素共役

D
β̂
(1γ̂δ̂D

γ̂
D

δ̂
)Φ∗ =

i

6
V

m̂
(γm̂)

β̂

γ̂D
γ̂
Φ∗ − 1

2
(γm̂)

β̂

γ̂D
m̂

D
γ̂
Φ∗ (4.286)

を用いた。

F ′ を決めるのは上の二つに比べて少し面倒である。まず、定義は次のように与えられる。

F ′ = −2(1αβDαDβ)[−2(1γδDγDδ)Φ∗]|θ=0 (4.287)

(4.286) に対して 1αβDα を作用させると、

(1αβDαD
β̂
)(1γ̂δ̂D

γ̂
D

δ̂
)Φ∗ =

i

6
D

γ̂
Φ∗(γm̂)γ̂

β̂
1βα(DαV

m̂
)− i

6
V

m̂
(γm̂)α̂β̂DαD

β̂
Φ∗+

1
2
(γm̂)α̂β̂DαD

m̂
D

β̂
Φ∗

(4.288)
この第３項に現れる３階微分は次のように変形する。

DαD
m̂

D
β̂
Φ = [Dα, D

m̂
]D

β̂
Φ + D

m̂
{Dα, D

β̂
}Φ

= −1
4
R

αm̂p̂q̂
(γp̂q̂)

β̂

γ̂D
γ̂
Φ + T

m̂α
γDγD

β̂
Φ− 1

4
(γk̂)

αβ̂
D

m̂
D

k̂
Φ (4.289)

さらに (γm̂)α̂β̂ をかけて (4.154) (4.151) を用いると、

(γm̂)α̂β̂DαD
m̂

D
β̂
Φ = −1

4
D

γ̂
Φ(γp̂q̂)γ̂

β̂
(γm̂)β̂

α̂
Rα

m̂p̂q̂
+ (γm̂)β̂α̂T

m̂α
γDγD

β̂
Φ +

1
2
Dm̂D

m̂
Φ

= − 1
16

D
α̂
Φ(γm̂nTmn)α + 2(X − iY )1γβ̂DγD

β̂
Φ− 5i

3
V\ γβ

DγD
β̂
Φ +

1
2
Dm̂D

m̂
Φ(4.290)
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この式の θ = 0 部分はカイラル多重項の成分の定義 (4.234) および (4.248) を用いることで次のよ
うに得られる。

(γm̂)α̂β̂DαD
m̂

D
β̂
Φ|θ=0 = − 1

32
χ

α̂
(γm̂nψcov

mn)α −MF − 5i

6
cmDcov

m φ +
1
2
□covφ (4.291)

この式を用いることで (4.287) に与えられた F ′ が次のように決まる。

F ′ =□covφ∗ +
4i

3
cm̂Dcov

m̂
φ∗ − 1

12
χ∗

γ̂
(γm̂nψcov

mn)γ − 2M∗F ∗ (4.292)

ただし、□cov は超共変化されたダランベルシアンで、次のように定義される。

□covφ ≡ Dm̂D
m̂

Φ|θ=0

= Dm̂Dcov

m̂
φ− ψm̂α̂D

α̂
D

m̂
Φ|θ=0

= Dm̂Dcov

m̂
φ +

1
2
(ψ

m̂α
Dcovmχα)− i

12
ψ

m̂α
(3γmc\+ c\γm)χα (4.293)

こうして得られた Ψ の成分場をワイル表示でまとめて与えておこう。
運動カイラル超場の成分場¶ ³

Ψ = PchiralΦ∗ の成分場は次のように与えられる。ここではワイル表示を用いている。

φΨ = F ∗ + Mφ∗, (4.294)

χΨ = iσm̂(Dcov

m̂
− i

3
c
m̂

)χ + χMφ∗, (4.295)

FΨ = □covφ∗ +
4i

3
cm̂Dcov

m̂
φ∗ + (χχM )− 2M∗F ∗ + FMφ∗. (4.296)

超共変ダランベルシアンはワイル表示で次のように定義される。

□covφ = Dm̂Dcov

m̂
φ− 1

2
(ψ

m̂
Dcovmχ) +

i

12
(ψ

m̂
(3σmb\+ b\σm)χ) (4.297)

µ ´

4.5.5 単純超重力理論

捩率テンソルの成分には二つのカイラル超場が含まれていた。すなわち、スカラーカイラル超場

X − iY およびスピンを持つカイラル超場 T
(4,1)

m̂n̂

α̂ である。これらはどちらも超重力理論のラグラ

ンジアンを構成する際に用いられる。

M をスカラー成分とするカイラル超場 X − iY の成分場を (M, χM , FM ) とし、(4.234) に従っ
て抜き出そう。フェルミオン成分は (4.195) の θ = 0 成分を取ることにより、次のようになる。

(χM )α = 2Dα(X − iY )|θ=0 =
1
6
(γpq)αβψcovβ

pq (4.298)

FM は (4.196) の θ = 0 成分を取ることにより、次のように決まる。

FM = −21αβDαDβ(X − iY )|θ=0 =
2i

3
Dcov

m cm − 2M∗M − 4
9
cmcm − 1

6
Rcov

mn
mn (4.299)

ただし、ベクトル場の超共変微分 Dcov
m cm は (4.216) に与えられている。得られた結果をまとめて

おこう。
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重力カイラル超場の成分¶ ³

M をスカラー成分とするカイラル超場 X − iY の成分は次のように与えられる。

χM =
1
6
σpqψcov

pq =
1
6
σpqψpq +

i

2
Mσµψµ −

i

3
cµψµ (4.300)

FM =
2i

3
Dcov

m cm − 2M∗M − 4
9
cmcm − 1

6
Rcov

mn
mn (4.301)

ここではワイル表示を用いた。
µ ´
カイラル超場 X − iY を用いて F 項ラグランジアンを作ってみよう。

−6[X−iY ]F = eRcov
mn

mn− ie

2
(ψµσµσpqψcov

pq )−4ieDcov
m cm− 3e

2
(ψmσmnψn)M−6eM∗M+

8e

3
cmcm

(4.302)
この実部をラグランジアンとしよう。

k2L = −6Re[X − iY ]F

= eRcov
mn

mn +
ie

4
(ψµσµσpqψ

cov

pq )− ie

4
(ψµσµσpqψcov

pq )

−6eM∗M +
8e

3
cmcm − 3e

4
(ψmσmnψn)M∗ − 3e

4
(ψmσmnψn)M (4.303)

この一行目がほぼアインシュタイン作用と、グラビティーノの作用を与えている。さらに詳しく見

るために、Rcov にその具体形

Rcov ≡ Rcov

m̂n̂

m̂n̂ = Rµν
µν +

(
− i

2
(ψµσνψ

cov

µν ) +
1
4
M∗(ψµσµνψν)− 1

6
cλ(ψµσλµνψν) + c.c.

)

(4.304)
を代入してみると、

k2L = eR +
ie

4
(ψµσµνρψ

cov

νρ )− ie

4
(ψµσµνρψcov

νρ )

−6eM∗M +
8e

3
cmcm

−e

2
(ψmσmnψn)M∗ − e

2
(ψmσmnψn)M − e

6
cλ(ψµσλµνψν)− e

6
cλ(ψµσλµνψν)(4.305)

さらに、

− ie

4
ψµσµνρψcov

νρ = − ie

2
ψµσµνρDνψρ+

e

2
M(ψµσµνψν)−e

3
cλ[(ψλσµψµ)−(ψλσµψµ)]+

e

6
cλ(ψµσλµνψν)

(4.306)
を用いて ψcov

µν を展開すると、補助場とグラビティーノの結合を与える項がすべて相殺して次の作

用を得る。

単純超重力理論のラグランジアン¶ ³

Lsugra = − 6
k2

Re[X − iY ]F

=
e

k2

[
R +

i

2
(ψµσµνρDνψρ)−

i

2
(ψµσµνρDνψρ)− 6M∗M +

8
3
cmcm

]
(4.307)

µ ´
補助場に対する運動方程式を解けば M = cm = 0 が得られるが、この解をラグランジアンに代入
すると、（以前には無視していて比較できない 4 フェルミオン項を除き）(3.1) で与えられたラグ
ランジアンに帰着する。
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さらに、この理論に、新たな自由度を導入することなく質量パラメータ m3/2 ∈ C で変形するこ

とができる。超空間上の定数場、すなわち θ = 0 成分が定数であり、それ以外の成分が 0 である
ような超場を考えよう。

Φ1 = (1, 0, 0) (4.308)

これは超対称変換のもとで不変なカイラル超場とみなすことができる。そこで、この超場を用いて

F -項ラグランジアンを作ることができる。

Lm =
1
k2

Re[−4m3/2Φ1]F =
e

k2

[
−6m3/2M

∗ − 1
2
m3/2(ψmσmnψn) + c.c.

]
(4.309)

ラグランジアン (4.307) とこのラグランジアンの和をとったものを全ラグランジアンとして補助場
の運動方程式を解けば

M = −m3/2, cm = 0. (4.310)

を得る。この解を再びラグランジアンに代入すると、宇宙項

Lcc =
6e

k2
|m3/2|2 (4.311)

が得られる。これらをあわせたものは、ラグランジアン (3.44) に帰着する。また、グラビティー
ノの変換則に、新たな項 −(i/2)Mσµξ = (i/2)m3/2σµξ が加わるが、これはちょうど (3.45) に一
致する。

4.5.6 カイラル多重項のラグランジアン

カイラル多重項を含む理論のラグランジアンを考えよう。ここでは大まかな構造を見るために、

ボゾン部分にのみ注目する。

まず、カイラル多重項の運動項は

Lchiral = Re[ΦPchiralΦ∗]F = Re[e(φFΨ + FφΨ) + 3eM∗(φφΨ)] (4.312)

によって与えることができる。ここで、Ψ = PchiralΦ∗ の成分場を (φΨ, χΨ, FΨ) とおいた。さらに
これらの成分場を分解し、表面項を無視すると、ラグランジアン (4.312) のボゾンのみからなる部
分は次のように書き換えられる。

Lchiral = −e(∂µφ− 2i

3
cmφ)(∂µφ∗ +

2i

3
cµφ∗) + e(F + M∗φ)(F ∗ + Mφ∗)− e

6
|φ|2R (4.313)

第 1項はスカラー場の運動項であり、第 2項は補助場である。第 3項にはアインシュタイン項が現
れているが、これは超重力理論におけるカイラル射影演算子に重力カイラル超場 X − iY が含ま

れているためである。このことを利用すれば、先ほどの単純超重力理論の作用を含むラグランジア

ンを Lsugra = −(6/k2) Re[Pchiral1]F と書くことができる。したがって、重力部分とカイラル多重
項部分を次のようにまとめて表すことができる。

Lsugra + Lchiral = − 6
k2

Re
[
Pchiral

(
1− k2

6
ΦΦ∗

)]

F

(4.314)

Lchiral +Lsugra をさらに一般化し、φ の任意の実関数 K(φ, φ∗) を用いて次のように表すと便利で
ある。

L = − 6
k2

Re[Pchirale
−k2K(Φ,Φ∗)/6]F

=
e

k2

[
R + 6(∂µφ∂φ − 2i

3
cµ)(∂µφ∗∂φ∗ +

2i

3
cµ)− 6(F∂φ + M∗)(F ∗∂φ∗ + M)

]
e−k2K(φ,φ∗)/6

= Lkin + Laux (4.315)
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ただし、Kφ = ∂φK のように、添え字を用いてスカラー場による微分を表すことにする。∂φ およ

び ∂φ∗ は末尾の e−k2K/6 に作用する。∂φ と ∂φ∗ の両方を含む項は ∂φ∂φ∗e
−k2K/6 のように解釈

する。Lkin と Laux は次のように与えられる。

Lkin =
e

k2
e−k2K/6

[
R +

1
6
(k2Kφ∂µφ + 4icµ)(k2Kφ∗∂µφ∗ − 4icµ)− k2Kφφ∗(∂µφ)(∂µφ∗)

]
,(4.316)

Laux =
e

k2
e−K/6

[
k2Kφφ∗FF ∗ − 1

6
(6M − k2F ∗Kφ∗)(6M∗ − k2FKφ)

]
. (4.317)

超ポテンシャル項を次のように与えることができる。

Lpot = −2Re[W (Φ)]F = −eWφF − 3eM∗W + c.c. (4.318)

まず、補助場についての運動方程式を解こう。ベクトル場 cµ についての運動方程式を解くと、

cµ =
ik2

8
(∂µφ)Kφ − ik2

8
(∂µφ∗)Kφ∗ (4.319)

を得る。このベクトル場は、スカラー多様体上の 1-形式場

S =
ik2

8
Kφdφ− ik2

8
Kφ∗dφ∗ (4.320)

の時空への引き戻しであると解釈することができる。この 1 形式は以前に定義した S と同じもの

である。これを Lkin に代入すれば、次のようになる。

Lkin = ee−k2K/6

[
1
k2

R +
k2

24
(∂µK)(∂µK)−Kφφ∗(∂µφ)(∂µφ∗)

]
(4.321)

M についての運動方程式を解けば、

M =
k2

6
F ∗Kφ∗ − k2

2
ek2K/6W (4.322)

これを代入すると、

Laux+Lpot = e

[
e−k2K/6Kφφ∗ |F |2 − F

(
Wφ +

k2

2
KφW

)
− F ∗

(
W ∗

φ∗ +
k2

2
Kφ∗W

∗
)

+
3k2

2
eK/6|W |2

]

(4.323)
さらに F の運動方程式を解けば

F = ek2K/6Kφφ∗
(

W ∗
φ∗ +

k2

2
Kφ∗W

∗
)

(4.324)

これを代入すれば

Laux + Lpot = eek2K/6

[
−Kφφ∗

∣∣∣∣Wφ +
k2

2
KφW

∣∣∣∣
2

+
3k2

2
|W |2

]
(4.325)

こうして補助場が消去されたラグランジアンが得られた。しかし運動項 (4.321) に含まれるアイ
ンシュタイン作用の係数はスカラー場に依存している。そこで、アインシュタイン項の前の係数を

定数にするために次のワイル変換を行おう。

g′µν = e−k2K/6gµν (4.326)

135



このワイル変換により、アインシュタイン項の係数が定数になると同時に、次のように (∂K)2 項
がアインシュタイン作用に吸収される。

∫
d4x

e

k2
e−k2K/6

(
R +

k4

24
(∂K)2

)
=

∫
d4x

e′

k2
R′ (4.327)

この結果、作用は次のようになる。

Lkin =
e

k2
R− eKφφ∗(∂µφ)(∂µφ∗), (4.328)

Laux + Lpot = eek2K/2

(
−Kφφ∗

∣∣∣∣Wφ +
k2

2
KφW

∣∣∣∣
2

+
3k2

2
|W |2

)
(4.329)

これは §3.2 で得られたラグランジアンのボゾン部分に一致している。

4.5.7 変換則の成分場形式との関係

重力多重項に含まれる多脚場、グラビティーノは on-shell ではどちらも 2 つずつの自由度を持っ
ている。しかし off-shell では多脚場は（局所ローレンツ対称性の分を除き）10 個の自由度を、グ
ラビティーノは 16 個の自由度を持っている。したがって、off-shell でも超対称性が明らかな定式
化を行おうとすれば最小でも 6 個のボゾン的自由度を持つ補助場を導入しなければならない。
補助場を含む off-shell 形式では、重力多重項に含まれる場の超対称変換はそれ以外にどのよう

な場が有るかには依存しないはずである。したがって、on-shell 形式でのグラビティーノ変換則

δψµ =
1
k

D(ω,S)
µ ξ +

ik

4
Wσµξ (4.330)

の物質場に依存する部分は、off-shell 形式では補助場に置き換えられる必要がある。（ここではゲー
ジ多重項がない場合を考える。）この変換則の右辺で物質場に依存する部分は、超ポテンシャル W
と複合ベクトル場 Sµ である。これらはちょうど 6 個のボゾン的自由度を持つから、重力多重項
の補助場として複素スカラー場 M と実ベクトル場 cµ を導入するのが自然である。補助場の運動

方程式を解くことにより、これらはW や Sµ に置き換えられる。

ただし、off-shell の形式での重力多重項に含まれる多脚場とグラビティーノは off-shell 形式での
純粋な重力多重項にはならず、カイラル多重項と混合を起こしている。この混合を解くためには、

次のワイル変換を行う必要がある。

em̂
µ = e−k2K/12e′m̂µ , ψµ = e−k2K/24ψ′µ, ξ = e−k2K/24ξ′. (4.331)

さらにグラビティーノについてはカイラル多重項のフェルミオンを加える必要がある。このことは

(4.331) で定義された多脚場の超対称変換を行ってみるとわかる。以前に得られた多脚場の変換則
を用いて e′m̂µ の超対称変換を計算すると、次のようにリスケール因子のスカラー場の変換からカイ

ラル多重項のフェルミオンを含む項が現れる。したがってその部分まで含めたものをグラビティー

ノとして定義する。

δe′m̂µ = δ(ek2K/12em̂
µ )

=
ik

4
ek2K/12

[
(ξσm̂ψµ)− ik

6
(ξχi)Kie

m̂
µ

]
+ c.c.

=
ik

4

[
(ξ
′
σm̂ψ′′µ) +

ik

6
e−k2K/24(ξ

′
σm̂k̂χi)Kie

′
µk̂

]
+ c.c. (4.332)
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ただし、ψ′′µ は次のように定義した。

ψ′′µ = ψ′µ −
ik

6
e−k2K/24σ′µχiKi (4.333)

これが off-shell 形式で重力多重項に属するグラビティーノである。σ′µ = e′m̂µ σ
m̂
である。次に、グ

ラビティーノ ψ′′µ の変換則を見てみよう。まず ψ′µ を変換してみると、

δψ′µ =
1
k

D(ω′)
µ ξ′ − k

24
σ′µ(∂\′φi)Kiξ

′ − k

24
σ′µ(∂\′φi)Kiξ

′ − i

k
Sµξ′ +

ik

4
e−k2K/12Wσ′µξ

′
(4.334)

次に、χ の混合を表す項を変換してみると、

δ

(
− ik

6
e−k2K/24σ′µχiKi

)
=

k

12
σ′µ(∂\′φi

)ξ′Ki −
ik

12
e−k2K/12σ′µξ

′
KiK

ijD
(S)
j W (4.335)

したがって、これらの和は次のように与えられる。

kδψ′′µ = D(ω′)ξ′ +
i

3
σ′µS\ ′ξ′ − iSµξ′ − i

2
σ′µξ

′
M (4.336)

M は次のように与えられる。

M = k2ek2K/6

(
−1

2
W +

1
6
KiK

ijD
(S)
j W

)

= k2ek2K/6

(
−1

2
W +

1
6
KiK

ij

(
Wj +

k2

2
KjW

))
(4.337)

こうして得られた変換則はあとで超場形式、tensor calculus で得られるものに一致する。そこで
は M は補助場として現れ、運動方程式を解くことで関係式 (4.337) が得られる。また、複合ベク
トル場 Sµ についても、off-shell 形式では独立な補助場として現れ、運動方程式を解くことでスカ
ラー場の複合場として表される。

4.6 ベクトル多重項

4.6.1 成分場と超対称変換

超場 V の成分場を次のように定義する。

ベクトル超場の成分場¶ ³

V を超空間上の任意の超場とするとき、その成分場を次のように定義する。

V |θ=0 = B D
α̂
V |θ=0 =

1
2
η

α̂
D

α̂
Dα̂V |θ=0 =

1
2
C

D
α̂
V |θ=0 =

1
2
η

α̂
i(γ5γ

m̂
)α̂β̂ [D

α̂
, D

β̂
]V |θ=0 =

1
2
v

m̂
P ∗chiralDα̂

V |θ=0 =
i

2
√

2
λ

α̂

D
α̂
Dα̂V |θ=0 =

1
2
C∗ PchiralDα̂

V |θ=0 = − i

2
√

2
λ

α̂
D

α̂
PchiralD

α̂V |θ=0 =
1
4
D

(4.338)
成分場 v

m̂
については次の式も有用である。

[D
α̂
, D

β̂
]V |θ=0 =

i

4
(γ5γm̂)

α̂β̂
v

m̂
(4.339)

µ ´
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これら成分場の間の超対称変換を求めよう。成分場 B、η、C については、比較的簡単なので、

結果をまとめて与えておく。

δB = ξα̂D
α̂
V |θ=0

=
1
2
ξα̂η

α̂
, (4.340)

δη
α̂

= 2ξβ̂D
β̂
D

α̂
V |θ=0 + 2ξβ̂D

β̂
D

α̂
V |θ=0

=
1
2
ξ
α̂
C − i

4
v

m̂
(γm̂)

α̂β̂
ξβ̂ − 1

4
(Dcov

m̂
B)(γm̂)

α̂β̂
ξβ̂ , (4.341)

δC = 2ξα̂D
α̂
D

β̂
Dβ̂V |θ=0

= − i

6
ξα̂(c\)

α̂β̂
ηβ̂ − 1

2
ξα̂(γm̂)

α̂β̂
Dcov

m̂
ηβ̂ +

i

2
√

2
ξα̂λ

α̂
− 1

4
M∗(ξα̂η

α̂
) (4.342)

ただし、変換則中に現れた超共変微分 Dcov
µ は次のように定義される。

Dcov
µ B = ∂µB − ψ

m̂
α̂(D

α̂
V |θ=0)

= ∂
m̂

B − 1
2
ψ

m̂
α̂η

α̂
, (4.343)

Dcov
µ η

α̂
= Dµη

α̂
− 2ψβ̂

µ(D
β̂
D

α̂
V |θ=0)

= Dµη
α̂
− 1

2
ψ

µα̂
C +

i

4
(γk̂)

α̂β̂
ψ

β̂
µv

k̂
+

1
4
(γk̂)

α̂β̂
ψ

β̂
µDcov

k̂
B (4.344)

次に成分ベクトル場 v
m̂
の超対称変換を計算しよう。

δv
m̂

= 2i(γ
m̂

)α̂β̂ξγ̂D
γ̂
[D

α̂
, D

β̂
]V |θ=0 + c.c. (4.345)

交換関係を繰り返し用いることで、次のように変形することができる。

2i(γ
m̂

)α̂β̂ξγ̂D
γ̂
[D

α̂
, D

β̂
]V

= −iξ
α̂
(γ

m̂
)α̂

β̂
P ∗chiralD

β̂V + iξ
α̂
D

m̂
Dα̂V

−1
2
ξ
α̂

(
γ

m̂
V\ +

1
3
V\γ

m̂

)α̂

β̂
Dβ̂V +

i

2
(X + iY )ξ

α̂
(γ

m̂
)α̂

β̂
Dβ̂V (4.346)

従って、θ = 0 成分を取れば、次の変換則を得る。

δv
m̂

=
1

2
√

2
ξ
α̂
(γ

m̂
)α̂

β̂
λβ̂ +

i

2
ξ
α̂
Dcov

m̂
ηα̂

−1
4
ξ
α̂

(
γ

m̂
c\+

1
3
c\γ

m̂

)α̂

β̂
ηβ̂ +

i

4
M∗ξ

α̂
(γ

m̂
)α̂

β̂
ηβ̂ + c.c. (4.347)

この変換の二行目には補助場が現れているが、その形は δψµ に含まれる補助場の形と良く似てい

る。実際、v
m̂
の代わりに次のように v′µ を定義すると、その変換則は補助場を含まない。

v′µ = em̂
µ v

m̂
+

i

2
ηγ5ψµ (4.348)

この、新たに定義された 1-形式場 vµ の超対称変換は次のように非常に簡単である。

δvµ =
1

2
√

2
(ξγµλ) +

i

2
∂µ(ξγ5η) (4.349)
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残された成分場 λ と D についての変換則は次のようになる。

δλ
α̂

= 2
√

2iξβ̂D
β̂
PchiralDα̂

V |θ=0

=
√

2iξ
α̂
D

β̂
PchiralD

β̂V |θ=0 + 2
√

2iξβ̂D
{β̂

PchiralDα̂}V |θ=0

=
i

2
√

2
ξ
α̂
D − 1

4
√

2
(γpq)

α̂β̂
F cov

pq ξβ̂ , (4.350)

δD = 4ξα̂D
α̂
D

β̂
P ∗chiralD

β̂V |θ=0 + c.c.

= − i

2
√

2
ξα̂(γk̂)

α̂β̂
Dcov

k̂
λβ̂ + c.c. (4.351)

ただし、

D{α̂PchiralD
β̂}

V |θ=0 =
i

16
(γp̂q̂)

α̂β̂
F cov

p̂q̂
(4.352)

によって反対称テンソル場 F cov

p̂q̂
を定義した。交換関係を繰り返し使用することで、次の式が得ら

れる。

F cov

p̂q̂
= Dcov

p̂
v

q̂
−Dcov

q̂
v

p̂
+

i

2
ηγ5ψcov

p̂q̂
(4.353)

(4.348) と比較すれば、このテンソルは v′µ に対する場の強さに見える。実際、超共変微分の具体

形を代入すれば、F cov

p̂q̂
は、通常の場の強さ Fµν を、超対称変換にパラメータの微分が現れないよ

うに超共変化したものになっていることがわかる。

F cov

p̂q̂
= eµ

p̂
eν

q̂
Fµν − 1

2
√

2
(ψ

p̂
γ

q̂
λ− ψ

q̂
γ

p̂
λ), Fµν = ∂µv′ν − ∂νv′µ (4.354)

4.6.2 ゲージ多重項

U(1) ゲージ変換は次のように与えられる。

V → V ′ = V +
1
2
(Λ + Λ∗) (4.355)

この変換の下で成分ベクトル場は次のように変換される。

δU(1)vm̂
=

i

2
Dcov

m̂
φ + c.c. =

i

2
∂

m̂
φ− i

4
ψα̂

m̂
χ

α̂
+ c.c. (4.356)

これは純粋な φの微分ではないから、v
m̂
をそのままゲージ場とみなすことはできない。一方 (4.348)

によって定義される場 v′µ の U(1) 変換は次のようになる。

δU(1)v
′
µ =

i

2
∂µφ + c.c. (4.357)

従って、v′µ を U(1) ゲージ場とみなすことができる。
超場 V の成分場のうちいくつかはゲージ変換 (4.355) によって固定することができる。しばし

ば用いられるのは Wess-Zumino ゲージ

B = η = C = 0 (4.358)

である。このゲージは、超対称変換を行うことによって次のように破れる。

δB = 0, δη
α̂

= − i

4
v

m̂
(γm̂)

α̂β̂
ξβ̂ , δC = − i

8
v

k̂
ξα̂(γm̂γk̂)

α̂γ̂
ψ

γ̂

m̂
+

i

2
√

2
ξα̂λ

α̂
(4.359)
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従って、

φ = 0, χ
α̂

= −2δη
α̂
, F = −2δC (4.360)

であるようなカイラル多重項 Λ によってゲージ変換 (4.355) を行い、ゲージを取り直す必要があ
る。しかしながらこのゲージの取り直しには、V の中の物理的な場 v′µ、λ、D にはまったく影響

を与えない。

ラグランジアンを構成するためには、ゲージ場の強さを含む超場 W
α̂
を構成しておくのが便利

である。これは λ
α̂
を初項とするカイラル超場として次のように与えることができる。

W
α̂

= 2
√

2iPchiralDα̂
V (4.361)

この式は、大域的な超対称性の場合の式 (2.166) に対応するものである。このカイラル超場の成分
場は次のように計算できる。

W
α̂
|θ=0 = λ

α̂
(4.362)

2D
β̂
W

α̂
|θ=0 = − i√

2
1

β̂α̂
D − 1

2
√

2
(γp̂q̂)

β̂α̂
F cov

p̂q̂
, (4.363)

2D
β̂
Dβ̂W

α̂
|θ=0 = −(γm̂)

α̂β̂
(Dcov

m̂
λβ̂ + icmλβ̂)− 3

2
M∗λ

α̂
(4.364)

これらは大域的な場合には (2.166) に与えたWα の展開式に帰着する。最後の式を得るのに次のよ

うな変形を行った。

D
β̂
Dβ̂PchiralDα̂

=
1
2
(γm̂)

α̂β̂
D

m̂
P ∗chiralD

β̂V + R
α̂β̂

β̂γ̂PchiralDγ̂
V − 2R

α̂β̂

β̂γ̂P ∗chiralDγ̂
V

=
1
2
(γm̂)

α̂β̂
D

m̂
P ∗chiralD

β̂V − 3
4
(X + iY )PchiralDα̂

V − i

2
(V\ )

α̂

β̂P ∗chiralDβ̂
V(4.365)

Superconformal tensor calculus の場合のカイラル多重項 W
(tc)
α と比較すると、ここで定義され

た Wα は compensator を用いてW
(tc)
α のワイルウェイトを 0 にしたものであることがわかる。す

なわち Wα = Φ−3/2
compW

(tc)
α である。

4.7 大域的超対称性

大域的な超対称性との対応を見るために、平坦な時空に対応する超空間上の多脚場を決定しよ

う。その際に注意しなければならないのは、捩率の成分 T
α̂β̂

m̂ が拘束条件によって 0 でない値に
固定されているために、多脚場を対角的に取ることはできないという点である。

ここでは次のように多脚場、スピン接続をとることにしよう。これが拘束条件を満足することは

簡単にチェックすることができる。

Eµ
m̂ = δm̂

µ , Eµ
α̂ = 0, Eα

m̂ =
1
8
(γm̂)αβθβ , Eα

β̂ = δβ̂
α, Ω

µm̂n̂
= Ω

αm̂n̂
= 0. (4.366)

捩率のうち、拘束条件によって固定されていない成分 T
m̂α̂

β̂ もこのとき 0 である。これは、超場
X + iY も V

m̂
も 0 であることを意味する。多脚場の逆行列は

E
m̂

µ = δm̂
µ , E

m̂
α = 0, E

α̂
µ = −1

8
(γµ)

α̂β
θβ , E

α̂
β = δβ

α̂
(4.367)

140



大域的な超対称性変換は超空間上の一般座標変換のうち、このゲージを破らないものとして定義

される。すなわち、大域的対称性の変換パラメータは次の条件を満足しなければならない。

E
B̂

MδEM
Â = E

B̂
MDM εÂ + εĈT

ĈB̂
Â = 0. (4.368)

(4.368) において B̂ = k̂ の場合には

∂κεÂ = 0. (4.369)

となり、ε が xµ に依存しないことがすぐに結論される。B̂ = α̂ の場合には (4.369) を用いれば次
の二つの式を与える。

∂αεm̂ +
1
4
(γm̂)

α̂β̂
εβ̂ = 0, ∂αεβ̂ = 0. (4.370)

右側の式は εα̂ が θ に依存しない定数であることを表しており、左側の式は次のように解くことが

できる。

εβ̂(z) = ξβ̂ , εm̂(z) = εm̂ − 1
4
θα̂(γm̂)

α̂β̂
ξβ̂ . (4.371)

添え字が接空間の場合には次のように係数が変化することに注意すること。

εµ(z) = εm̂(z)E
m̂

µ + εα̂(z)E
α̂

µ = εµ − 1
8
θα(γµ)αβξβ (4.372)

定数スピノル ξα による超対称変換は次の超空間上のキリングベクトルに対応する。

εM = (εµ(z), ξα(z)) =
(

εµ − 1
8
θα(γµ)αβξβ , ξα

)
(4.373)

超場に対する超対称変換はこのキリングベクトルについてのリー微分として与えられる。

δΦ(z) = LΦ(z) = (ξα(z)∂α + εµ(z)∂µ)Φ(z) = ξα

(
∂α +

1
8
(γµ)αβθβ∂µ

)
Φ(z) (4.374)

すなわち、パラメータ ξ による超対称変換は次の微分演算子として表すことができる。

δξ = ξα

(
∂α +

1
8
(γµ)αβθβ∂µ

)
= (ξ∂θ)− 1

8
(ξγµθ)∂µ (4.375)

超場に作用する微分演算子としての交換関係は

[δξ1 , δξ2 ] =
1
4
(ξ1γ

µξ2)∂µ (4.376)

これは、成分場に作用する変換演算子の間の交換関係が次のように与えられることを意味する。

[δξ1 , δξ2 ] = −1
4
(ξ1γ

µξ2)∂µ (4.377)

(4.375) を二成分表示で表すと、

δξ = (ξ∂θ) +
i

8
(ξσµθ)∂µ, δξ = (ξ∂θ)−

i

8
(ξσµθ)∂µ (4.378)

超場に作用する微分演算子としての交換関係は

[δξ, δξ] = − i

4
(ξσµξ)∂µ (4.379)

これは、成分場に作用する変換演算子の交換関係が次のように与えられることを意味している。

[δξ, δξ] =
i

4
(ξσµξ)∂µ (4.380)
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ここでは ξ に比例する部分と ξ に比例する部分を分けて書いたが、両方あわせたものもしばしば

δξ と書くので注意すること。

超空間上での共変 θ 微分の添え字を局所ローレンツ系のものにとった D
α̂
は次のように表さ

れる。

D
α̂

= E
α̂

α∂α + E
α̂

µ∂µ = ∂α − 1
8
(γµ)αβθβ∂µ (4.381)

つまり、変換演算子 (4.375) とは逆符号である。大域的超対称性を扱う場合、超空間上の共変 θ 微

分といえばこの演算子のことを指す。これはしばしば D
α̂
ではなく Dα と書かれるが、その添え

字は局所ローレンツ系でのものと解釈されなければならない。(4.381) を二成分表示で表せば、次
のようになる。

(ξDθ) = (ξ∂θ)− i

8
(ξσµθ)∂µ, (ξDθ) = (ξ∂θ) +

i

8
(ξσµθ)∂µ (4.382)
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第5章 Tensor calculus による 4 次元超重
力理論

Tensor calculus は超対称変換およびその他の変換のなす代数から出発して多重項を構成し、多重
項の積などに対する演算規則および超対称変換のもとで不変な作用の作り方を与える方法である。

代数から多重項を作る方法は、角運動量代数の交換関係を用いて SU(2) の表現を構成する方法
に似ている。SU(2) の表現を構成するには、角運動量代数の生成子を昇降演算子 L± とカルタン

演算子 Lz とに分ける。L+ は状態に作用させたときに Lz 固有値を一つ増加させ、L− が逆に Lz

固有値を一つ減少させる。表現を作るには、その表現の中で最低の Lz 固有値を持つ状態 |0〉 を与
え、そこに L+ を次々と作用させることで表現に含まれる全ての状態の組 (|0〉, L+|0〉, L2

+|0〉, . . .)
を構成する。これらの状態に SU(2) の演算子がどのように作用するかは、代数を用いることで一
意的に決めることができる。

Tensor culculus において、Tz の役割を果たすのはディラテーションと呼ばれるスカラー演算子

D である。また、上昇演算子には超対称変換 Qα が、下降演算子には共形超対称変換 Sα が対応

している。演算子 D の固有値はワイルウェイトと呼ばれる。多重項を構成するには、まず出発点

として、表現の中で最低のワイルウェイトを持つ場 φ を一つ定義し、そのウェイトを決める。こ

の場に超対称変換を次々に行うことでワイルウェイトが大きい場が次々に得られる。これらの中で

独立なものを選び出せば、それらは超対称代数の表現になっており、各生成子の作用は一意的に決

定される。

上記の方法で多重項を決めるためには前もって代数が分かっていることが必要であるが、この代

数は重力多重項の変換則の形で与えられる。つまり、重力多重項だけは代数から決まるのではな

く、代数が閉じるように重力多重項の変換則を決める。これにより一旦代数が決まれば、物質場の

多重項の変換則は上記の方法で決定される。

tensor calculus は代数が物質場の多重項を与える前に決まっていなければならないので運動方程
式を用いることなく代数が閉じている必要がある。つまり、補助場を含む off shell の重力多重項
を与える必要がある。補助場の与え方にはいくつかの方法があるが、代表的なものは複素スカラー

場を一つと実ベクトル場を一つ含む極小理論と呼ばれるものである。この多重項は超場を用いた定

式化においてごく自然に現れる。（複素スカラー場と実ベクトル場は超空間上の捩率の T
m̂α̂

β̂ 成分

の θ = 0 部分に含まれている。）しかし、ベクトル場は一見いかなる対称性とも関係がなく、ゲー
ジとして解釈することができなかった。

この問題点を解消し、ベクトル補助場にゲージ場としての意味を与えるためには、超ポアンカ

レ代数を U(1) 対称性を含むより大きな代数に拡張しておくのがよい。超共形代数はその部分群と
して超ポアンカレ代数を含むだけではなく、超ポアンカレ代数にはなかった U(1) 対称性（R-対称
性）を含んでいる。実際、超コンフォーマル対称性に基づいた超重力理論からゲージ固定を行うこ

とによってポアンカレ超重力理論を得ることができ、その際に U(1)R ゲージ場が補助場に化ける

ことが示される。そこで以下ではまず、コンフォーマル超重力理論の tensor calculus を与え、そ
の後でゲージ固定によりポアンカレ超重力理論の tensor calculus を得るという手順を踏む。また、
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コンフォーマル超重力理論から出発すると、補助場の選び方の任意性がゲージ固定の仕方の違いと

して統一的に説明できるという利点もある。

超コンフォーマル代数には、ローレンツ回転 M
m̂n̂
、併進対称性 P

m̂
、コンフォーマルブースト

K
m̂
、ディラテーション D、U(1)R 対称性 A、超対称性 Qα、超コンフォーマル変換 Sα が含まれ

る。これをワイルウェイトで分類すると、次のようになる。ワイルウェイトは加法的である。すな

表 5.1: 超コンフォーマル代数に含まれる生成子

ワイルウェイト 生成子

+1 P
m̂

+1/2 Q
α̂

0 M
m̂n̂

, D, A

−1/2 S
α̂

−1 K
m̂

わち、ワイルウェイト n1 の生成子とワイルウェイト n2 の生成子の（反）交換関係はワイルウェ

イト n1 + n2 の生成子を与える。このことから、ワイルウェイトが 0 以上の生成子のみ、あるい
は 0 以下の生成子のみを取り出すと、部分代数をなす。前者は超ポアンカレ代数に D と A を加

えたものである。また後者もそれと同型な代数をなし、含まれる生成子を並べてMDASK 代数と
呼ぶことにする。

コンフォーマル超重力理論の構成は、この代数を内部対称性としてゲージ化するところから出発

する。多脚場やグラビティーノはそのような「ゲージ理論」のゲージ場として自然に現れる。しか

しながらこの段階ではゲージ変換は重力理論における一般座標変換とは無関係である。たとえば、

ゲージ場のゲージ変換則は代数から一意的に定まるが、変換則の中には場の時空座標による微分が

含まれず、純粋に内部的な変換である。また、スピン接続もゲージ場として表れるが、それは多脚

場とは独立な場である。このゲージ理論から重力理論を得るために、ゲージ場のうちのいくつかを

そのほかのゲージ場の微分を含む関数として与えられる複合場で置き換える。その結果、変換則の

中に時空座標での微分が現れ、P
m̂
変換の代わりに一般座標変換が現れる。

問題は、超コンフォーマル対称性をゲージ化して得られたゲージ場のうち、どれを複合場として

表せば良いのかということである。少なくとも、P
m̂
変換のゲージ場である多脚場 eµ

m̂ と超対称変

換 Q
α̂
のゲージ場であるグラビティーノ ψµ

α̂ は独立な自由度として残す必要がある。一方 M
m̂n̂

に対応するゲージ場であるスピン接続 ω
µ−m̂n̂

は、多脚場の微分を含む複合場として与えなければ

幾何学的な解釈ができない。実際にいくつかの場の上で超対称変換の交換関係を計算してみること

によって拘束条件はほぼ一意的に決定することができる。それらの拘束条件によって、ゲージ場の

うち M
m̂n̂
、Sα、K

m̂
に対応するものが複合場として現される。残った P

m̂
, Q

α̂
, D, A に対応する

表 5.2: コンフォーマル超重力理論におけるゲージ場の取り扱い

ゲージ場が独立な自由度になるもの P
m̂

, Q
α̂
, D, A

ゲージ場が複合場で置き換えられるもの M
m̂n̂

, S
α̂
, K

m̂

ゲージ場がコンフォーマル超重力理論の重力多重項をなす。
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5.1 ゲージ理論の変形による重力理論の構成

5.1.1 ゲージ変換と共変微分

以下ではポアンカレ代数や超共形代数などのゲージ理論を変形することで超重力理論を構成す

る。そこでまず、ゲージ変換や共変微分の取り方を定義しておく。

場 Φ(x) に対して平行移動が定義されているとしよう。点 x = x1 での場 Φ(x1) を点 x2 まで平

行移動したときの値を Φ(x1 → x2) と表すことにする。平行移動を次のように表すことでゲージ場
V X

µ を定義する。

Φ(xµ + ξµ → xµ) = Φ(xµ + ξµ) + ξµV X
µ TXΦ (5.1)

共変微分は、ある点の場 Φ(x) とそのすぐ近くの点での場を平行移動を用いて比較することによっ
て定義される。

ξµDµΦ(xµ) = Φ(xµ + ξµ → xµ)− Φ(xµ) (5.2)

(5.1) と (5.2) を組み合わせることで、次の式が得られる。

DµΦ = ∂µΦ + V X
µ TXΦ = ∂µΦ− V X

µ OXΦ (5.3)

（以前にコンパクトな内部対称性に対する共変微分は D
(G)
µ φ = (∂µ − iAa

µTa)φ と定義していたが、
ここでは虚数単位 i が現れないような定義を用いる。）

パラメータ εX が時空座標に依存するようなゲージ変換

δΦ = −εXTXΦ = εXOXΦ (5.4)

を考えよう。ここでは TX や OX は時空座標とは無関係な、内部対称性を表すものとする。平行

移動とゲージ変換が矛盾しないためには、平行移動してからゲージ変換したものとゲージ変換して

から平行移動したものが等しくなければならない。ただし、ゲージ変換によってゲージ場も変化す

るため、ゲージ変換を行った後に平行移動を行う際には、ゲージ変換されたゲージ場を用いなけれ

ばならない。ゲージ場のゲージ変換則は上で述べたゲージ変換と平行移動の無矛盾性によって決定

される。

ある場の x + ξ での値を Φ0、それをゲージ変換したものを Φ1、Φ1 を平行移動で x まで移動

したものを Φ2 とすると、

Φ2 = Φ1 + ξµV ′X
µ TXΦ1, Φ1 = Φ0 − εX(x + ξ)TXΦ0 (5.5)

ここで、V ′X
µ はゲージ変換後のゲージ場である。次に、Φ0 を平行移動して x まで移動させたもの

を Φ3、そして Φ3 のゲージ変換を Φ4 とすると、

Φ4 = Φ3 − εX(x)TXΦ3, Φ3 = Φ0 + ξµV X
µ TXΦ0 (5.6)

Φ2 と Φ4 はそれぞれ Φ0 を用いて次のように書ける。

Φ2 = (Φ0 − εX(x + ξ)TXΦ0) + ξµV ′X
µ TX(Φ0 − εX(x + ξ)TXΦ0), (5.7)

Φ4 = (Φ0 + ξµV X
µ TXΦ0)− εX(x)TX(Φ0 + ξµV X

µ TXΦ0) (5.8)

この二つが一致することを要請しよう。このことは、上記の共変微分がゲージ変換のもとで

δ(DµΦ) = −εXTXDµΦ (5.9)
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と共変に変換されることを要請することと同じである。左辺の δ は Φ には (5.4) のように作用し、
さらにゲージ場にも非自明に作用する。右辺の TX は Φ に対して作用する演算子（行列）と全く
同じものである。この要請から、ゲージ場 V X

µ に対する δ の作用が次のように決まる。

δV X
µ = DµεX (5.10)

ただし、変換パラメータの共変微分は次のように定義した。

DµεX = ∂µεX + εY V X
µ fXY

Z or (DεX)TX = (∂µεX)TX + [V X
µ TX , εY TY ] (5.11)

ゲージ場の変換則は (1.82) の形をしていないので、ゲージ場に対して作用する TX は定義でき

ない。しかし OX については

εXOXV Z
µ = DµεZ . (5.12)

のような形式的な表記を認めておくとしばしば便利である。この場合、常にパラメータ εX と組で

用いなければならない。また、微分された場の変分を表すときにも、パラメータが微分の中にある

のか、外にあるのか注意が必要である。この点については実際にそのような使い方をするときに改

めて注意する。

曲率テンソルは、共変微分の交換関係を用いて次のように定義する。

[Dµ,Dν ]Φ = −Rµν
XOXΦ = Rµν

XTXΦ (5.13)

共変微分の定義式 (5.3) のうち、線形演算子 TX を用いたものを用いれば簡単に次の式が得られる。

Rµν
X = ∂µV X

ν − ∂νV X
µ + V Y

ν V X
µ fXY

Z . (5.14)

変換記号 OX による共変微分の定義を用いても同様の式が示されるが、途中の変形が TX を用い

るものとはだいぶ異なるので注意しよう。[Dµ,Dν ]Φ に共変微分の定義式を代入すれば次の 4 つの
項に分解される。

[∂µ, ∂ν ]Φ− [∂µ, V Y
ν OY ]Φ− [V X

µ OX , ∂ν ]Φ + [V X
µ OX , V Y

ν OY ]Φ (5.15)

第１項は明らかに 0 である。さらに V X
µ OX という変換が Vµ まで含めて微分を飛び越えて場に作

用することに注意すると、第２項、第３項も 0 である。0 にならないのは第４項だけであり、

[Dµ,Dν ]Φ = [V X
µ OX , V Y

ν OY ]Φ (5.16)

が成り立つ。二回の変換のうち、後の変換は初めの変換のパラメータであるゲージ場にも作用する

ことに注意しよう。V X
µ OXV Y

ν は (5.10) によって与えられる εXOXV Y
ν の変換パラメータ εX を

V X
µ で置き換えたものであるから、次のように与えられる。

V X
µ OXV Z

ν = ∂νV Z
µ + V Y

µ V X
ν fXY

Z (5.17)

したがって、

V X
µ OX(V Y

ν OY Φ) = V Y
ν V X

µ OXOY Φ + (V X
µ OXV Y

ν )OY Φ

= V Y
ν V X

µ OXOY Φ + (∂νV X
µ + V Y

µ V X
ν fXY

Z)OZΦ (5.18)

µ と ν を入れ替えたものを引き、交換関係を求めると、(5.13) を得ることができる。
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曲率テンソルのゲージ変換は、(5.13) の両辺を変換してみることにより

(δRµν
Z)TZ = −[εXTX , Rµν

Y TY ] (5.19)

あるいは

δRµν
Z = εY Rµν

XfXY
Z (5.20)

と得られる。

次の式は恒等的に成り立つ。

([Dλ, [Dµ,Dν ]]Φ)[λµν] = 0 (5.21)

ただし [λµν] は 3 つの添え字についての完全反対称化を表す。この式の内側の交換関係を (5.13)
によって曲率テンソルで置き換えれば、次のビアンキ項等式が得られる。

DλRµν
X |[λµν] = 0. (5.22)

5.1.2 一般座標変換

次の無限小一般座標変換を考えよう。

x′µ = xµ − εµ, (5.23)

この変換を δgc と表すことにする。すなわち、ある固定された値 xµ
0 に対して、変換前の座標系 xµ

での座標が xµ
0 である点 P : xµ = xµ

0 と新しい座標系での座標 x′µ が xµ
0 である点 Q : x′µ = xµ

0

での場 Φ の値の違いを δ0
gcΦ と書く。

δ0
gcΦ = Φ|Q − Φ|P

= Φ(x′µ = xµ
0 )− Φ(xµ = xµ

0 )

= Φ(xµ = xµ
0 + εµ)− Φ(xµ = xµ

0 )

= εµ∂µΦ. (5.24)

ただし、Φ は大域座標の添え字は持たないものと仮定し、内部対象性の添え字については持ってい
たとしても無視する。大域座標の添え字を持つゲージ場については、この一般座標変換は次のよう

に定義される。

δ0
gcVµ = Vµ′ |Q − Vµ|P

= ελ∂λVµ +
∂ελ

∂xµ
Vλ (5.25)

右辺一行目の添え字 µ′ は x′µ 座標系での添え字であることを表し、二行目第２項はこの添え字に

対する座標変換によって現れる項である。

δ0
gc は、内部対称性について何も考慮しない、純粋な一般座標変換という意味で 0 をつけた。δ0

gc

変換は、内部対称性についてのゲージ変換のもとで共変ではない。例えば (5.24) に現れる微分は
Φ が内部対称性のもとでどのような表現に属していても共変微分にはならないし変換 (5.25) には
ゲージポテンシャルがゲージ場の強さの形で含まれていない。一般座標変換の下での変分のゲージ

共変性を明らかな形にするために、ゲージ変換を組み合わせたゲージ共変な一般座標変換 δgc（0
を付けない）を次のように定義する。

δgc(εµ) = δ0
gc(ε

µ)− δgauge[εκV Z
κ ] = δ0

gc(ε
µ)− εκV Z

κ OZ (5.26)
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最後の表式の第２項は中間に与えた表式を書き換えたものであり、εκV Z
κ を変換パラメータとする

OZ 変換であることに注意。これは V Z
κ をパラメータとする OZ 変換を行った後に εκ を掛けたも

のとは一般には異なる。（例えば ∂λΦ を変換することを考えてみると、前者は εκV Z
κ 全体が微分

の中に入るのに対して後者は V Z
κ だけが微分の内側に入り、εκ は微分の外側に残される。）

スカラー場およびゲージ場はこの変換の下で次のように変換される。

δgc(εµ)Φ = εµDµΦ, δgc(εµ)V Z
µ = εκRκµ

Z (5.27)

どちらも共変性が明らかな形をしている。

一般座標変換とゲージ変換の交換関係を求めてみよう。まず、純粋な一般座標変換については、

定義に基づいて計算すれば

[δ0
gc(ε

µ), δgauge(εX)]V Z
µ = δ0

gc(∂µεZ + εY V X
µ fXY

Z)− δgauge(ελ∂λV Z
µ + (∂µελ)V Z

λ )

= εY (ελ∂λV X
µ + (∂µελ)V X

λ )fXY
Z

−ελ∂λ(∂µεZ + εY V X
µ fXY

Z)− (∂µελ)(∂λεZ + εY V X
λ fXY

Z)

= −(ελ∂λεY )V X
µ fXY

Z − ∂µ(ελ∂λεZ)

= −δgauge(ελ∂λεX)V Z
µ (5.28)

が任意のゲージ場 V Z
µ に対して成り立つ。従って次の代数が成り立つ。

[δ0
gc(ε

µ), δgauge(εX)] = −δgauge(ελ∂λεX) (5.29)

共変な一般座標変換とゲージ変換との交換関係を計算するために、一般座標変換の共変化に必要な

補正項とゲージ変換の交換関係をとってみると、

− [εµV X
µ OX , δgauge(εX)] = (εµV Y

µ εXfXY
Z)OZ + (εµDµεZ)OZ

= (εµ∂µεZ)OZ (5.30)

となり (5.29) を丁度相殺する項が得られる。従って、共変的な一般座標変換とゲージ変換が可換
であることがわかる。

[δgc, δgauge] = 0 (5.31)

一般座標変換同士の交換関係をとってみよう。まず、純粋な一般座標変換同士では定義に従って

二回変換すると、

δ0
gc(ε

µ
1 )δ0

gc(ε
µ
2 )V Z

µ = δ0
gc(ε

µ
1 )(ελ

2∂λV Z
µ + (∂µελ

2 )V Z
λ )

= ελ
2∂λ(εκ

1∂κV Z
µ + (∂µεκ

1 )V Z
κ ) + (∂µελ

2 )(εκ
1∂κV Z

λ + (∂λεκ
1 )V Z

κ ) (5.32)

順序を入れ替えたものとの差を取ると、次の式が得られる。

[δ0
gc(ε

µ
1 ), δ0

gc(ε
µ
2 )]V Z

µ = εκ
12∂κV Z

µ + (∂µεκ
12)V

Z
κ = δ0

gc(ε
κ
12)V

Z
µ (5.33)

ただし、εµ
12 が次のように定義される。

εκ
12 = ελ

2∂λεκ
1 − ελ

1∂λεκ
2 (5.34)

次に、ゲージ変換部分との交換関係は (5.29) を用いれば

[δ0
gc(ε

µ
1 ),−εµ

2V X
µ OX ] = [−εµ

1V X
µ OX , δ0

gc(ε
µ
2 )] = −εµ

12V
X
µ OX (5.35)
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ゲージ変換項同士の交換関係は、二回目の変換が一回目の変換のパラメータとして入っているゲー

ジ場にも作用することに注意して計算すれば

[εµ
1V X

µ OX , εν
2V Y

ν OY ] = εν
2V Y

ν εµ
1V X

µ fXY
ZOZ + εν

2Dν(εµ
1Vµ)Y OY − εµ

1Dµ(εν
2Vν)XOX

= εµ
12V

Y
µ OY − εµ

1 εν
2Rµν

ZOZ (5.36)

これらの和を取ると、共変な一般座標変換の交換関係が次のように得られる。

[δgc(ε
µ
1 ), δgc(ε

µ
2 )] = δgc(εκ

12)− εµ
1 εν

2Rµν
ZOZ (5.37)

5.1.3 拘束条件

重力を含まない、平坦な背景時空上の理論においては、§2.1.1で見たように、変換 Pm は座標を

一定値だけずらす並進変換を与える。

εmPmΦ(xm) = εm∂mΦ(xm) (5.38)

このことから、一般座標変換のもとでの不変性を持つ理論を得ようと思えば、Pm によって生成さ

れる対称性をゲージ化すれば良いように思われる。この結果多脚場と同じ添え字を持つ場 em
µ が

Pm 変換のゲージ場としてあらわれる。しかしながら、単純なゲージ化の結果得られる理論は局所

的なポアンカレ「内部」対称性を持った理論であって、そのままでは重力理論を得ることはでき

ない。

局所的 Pm 変換 εmPm と一般座標変換 δgc(εµ) との同一視は、拘束条件

δgc(εµ) = εµem
µ Pm (5.39)

が理論に含まれる全ての場の上で成り立つことを手で要請することによって実現する必要がある。

ここで右辺の変換は εµem
µ をパラメータとする Pm 変換であり、一般座標変換のパラメータ εµ の

添え字を Pm 変換の添え字に直すためにゲージ場 em
µ が用いられる。

内部対称性が有る場合、一般座標変換の下でこの内部対称性についての変換をどのように取るか

によって任意性があるが、(5.39) の拘束条件の左辺に現れる一般座標変換は内部対称性について共
変な形になるように、ゲージ場をパラメータとした内部対称性変換を同時に行うものであるとす

る。(5.26) にも与えたように内部対称性について全く考慮しない純粋な一般座標変換を δ0
gc とした

とき、この一般座標変換は次のように与えられる。

δgc(εµ) = δ0
gc(ε

µ)− εκV X′
κ OX′ (5.40)

ここで内部対称性といっているものの中には局所ローレンツ変換や超対称変換なども含まれるが、

Pm 変換は含まないとする。この、Pm 変換を除外するということを表すために、(5.40) 中の添え
字 X ′ にはプライムを付けている。

拘束条件 (5.39) の右辺を左辺に移項すれば次のように書くこともできる。

δfull
gc (εµ) = 0 (5.41)

ただし、δfull
gc は Pm 変換も内部対称性として考慮したゲージ共変な一般座標変換であり、次のよう

に定義される。

δfull
gc (εµ) = δ0

gc(ε
µ)− εκV X

κ OX (5.42)

第２項の添え字 X にプライムがついておらず Pm 変換まで含んでいることが δgc とは異なる。
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5.2 ポアンカレ代数と重力

5.2.1 ポアンカレ代数のゲージ化

ポアンカレ代数は次の交換関係によって定義される。

[M
â̂b

,M
ĉd̂

] = M
âd̂

η̂
b̂c
−M

âĉ
η̂

bd̂
−M

b̂d̂
η

âĉ
+ M

b̂̂c
η

âd̂
,

[M
â̂b

, P
ĉ
] = P

â
η̂

b̂c
− P̂

b
ηâĉ,

[P
â
, P̂

b
] = 0. (5.43)

この代数を内部対称性として持つゲージ理論を構成しよう。生成子 P
m̂
と M

m̂n̂
に対応してゲー

ジ場 em̂ = dxµem̂
µ および ωm̂n̂ = dxµωµ

m̂n̂ を導入する。(5.10) に従い、ゲージ場のゲージ変換則
が次のように決まる。

δgaugeeµ
m = ∂µεm + ωµ

m
nεn + eµ

nλn
m = D(ω)

µ εm̂ + eµ
n̂λ

n̂
m̂, (5.44)

δgaugeωµ
pq = ∂µλpq + [ωµ, λ]pq = D(ω)

µ λp̂q̂, (5.45)

εm と λmn はそれぞれ Pm 変換とMmn 変換のパラメータである。D
(ω)
µ は接続として ωµ

mn だけ

を含む共変微分である。

曲率の P
â
成分と M

â̂b
成分をそれぞれ Rm̂(P )、Rm̂n̂(M) とおくと次のように与えられる。

Rµν
k(P ) = ∂µeν

k − ∂νeµ
k + ωµ

k
meν

m − ων
k

meµ
m, (5.46)

Rµν
mn(M) = ∂µων

mn − ∂νωµ
mn + [ωµ, ων ]mn. (5.47)

これらはゲージ変換の下で次のように変換される。

δgaugeRµν
m(P ) = Rµν

m
n(M)εn + Rµν

n(P )λn
m, (5.48)

δgaugeRµν
mn(M) = [Rµν(M), λ]mn. (5.49)

変換則 (5.49) には変換パラメータの微分はあらわれない。
曲率 R(P ) と R(M) はそれぞれ (1.108) で定義された捩率と (1.117) で定義された曲率と形式

的に同じものである。

Rµν
m̂(P ) = Tµν

m̂, Rµν
m̂n̂(M) = Rµν

m̂n̂(ω). (5.50)

ただしこの段階ではこれらは内部対称性についての場の強さであり、時空の幾何学との関係は無い。

5.2.2 拘束条件

ここまではポアンカレ対称性は完全に内部対称性である。ポアンカレ対称性を重力と関係させる

ために、(5.41) に与えた条件 δfull
gc = 0 を課すことを考えよう。ゲージ場 eµ

m と ωµ
mn に対する

完全な一般座標変換は (5.27) より次のように得られる。

δfull
gc eµ

m = εκRκµ
m(P ), δfull

gc ωµ
mn = εκRκµ

mn(M). (5.51)

まずは、eµ
m の上で δfull

gc = 0 であることを要求し、

Rµν
m̂(P ) = 0. (5.52)

150



という拘束条件を設定しよう。(5.50) にあるように R(P ) は捩率であるから、この拘束条件は捩
率が 0 であることを意味している。したがって、ω

µm̂n̂
について解けば、スピン接続が多脚場を

用いて (1.111) に与えられた ω
µm̂n̂

(e) のように表される。そこで、場 ωµ
mn が現れたら、それは

常に eµ
m の複合場 ωµ

mn(e) であると解釈し直す事にしよう。このような置き換えの結果得られる
ωµ

mn(e) のゲージ変換は独立な場であるもとの ωµ
mn とは異なる。

そこで、これらを区別するために δori
gauge と δmod

gauge およびそれらの差を次のように定義する。

• δori
gauge

ポアンカレ群をゲージ化して得られる変換で、ω と e はそれぞれ独立な場であると思って変

換する。

• δmod
gauge

拘束条件を解いて ω を e の複合場だと思ったときの変換。ω の変換則は e の変換則から誘

導され、もともとのゲージ変換とは異なる。

• δ′gauge

拘束条件による変換則の補正分。すなわち δmod
gauge − δori

gauge を表す。

複合場 ω(e) は拘束条件 (5.52) を解くことで決められるので、拘束条件に ω(e) を代入したもの
は項等的に 0 になり、その後でゲージ変換してもやはり 0 である。すなわち拘束条件の δmod

gauge 変

換は 0 である。また、場の強さ R(P ) の δori
gauge 変換は (5.48) に与えられている。これらを用いる

と次の式が得られる。

0 = δgaugeRµν
m̂(P ) + δ′Rµν

m̂(P ) = Rµν
m̂n̂(M)ε

n̂
+ δ′Rµν

m̂(P ) (5.53)

つまり、

δ′Rµν
m̂(P ) = −Rµν

m̂n̂(M)ε
n̂

(5.54)

である。ここで、δ′ 変換が R(P ) = de + ω ∧ e の中のスピン接続にだけ作用することから、次の

式が得られる。

δ′ωµ
m̂n̂e

νn̂
− δ′ων

m̂n̂e
µn̂

= −Rµν
m̂n̂(M)ε

n̂
(5.55)

これは δ′ωµ
m̂n̂e

νn̂
について代数的に解くことができて、次の式を得る。

δ′ω
µp̂q̂

=
1
2
(−R

p̂q̂µn̂
(M) + R

q̂µp̂n̂
(M) + R

µp̂q̂n̂
(M))εn̂

= εmem
νR

νµp̂q̂
(M) (5.56)

最後の形に変形するために捩率が (5.52) により 0 であることから従うビアンキ恒等式を用いた。
このように、δmod

gauge と δori
gauge は P 変換の部分が異なっている。そこで、Pm 変換についても

δgauge と同様に P ori
m 、Pmod

m 、P ′m などを定義しておく。さらに、一般座標変換についても、同様

に書き分けることにする。最終的に要求されるのは、拘束条件を課したあとで、(5.41) が成立する
こと、すなわち

δfull,mod
gc = 0 (5.57)

である。もともと eµ
m の上でこの式が成り立つことから拘束条件を設定したのであるが、実は

ωµ
mn の上でも成り立つことが次のように簡単に確かめられる。

δfull,mod
gc ωµ

mn = δfull,ori
gc ωµ

mn − εµeµ
mP ′mωµ

mn = ελRλµ
mn − ελRλµ

mn = 0 (5.58)
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途中で (5.27) および (5.56) を用いた。このことは、eµ
m が δfull,mod

gc 変換で不変であり、ω(e) が e

だけで書かれているということからも当然の結果である。このように、ω に対して条件 (5.41) は
自動的に満足されるため、R(M) = 0 のような新たな拘束条件を導入する必要は無い。
こうして得られた変換 Pmod

m をまとめておこう。

εkPmod
k eµ

m = D(ω)
µ εm, εkPmod

k ωµ
mn = εkeν

kR
νµp̂q̂

(M). (5.59)

一般座標変換は δgc = εµeµ
mPmod

m によって与えられる。

5.2.3 変形された代数

P 変換が拘束条件によって変形されたため、代数の構造も変化する。交換関係を計算してみよ

う。局所的ローレンツ変換 M に対しては、変換則は変わらないから (5.43) に与えた交換関係がそ
のまま成り立つ。次に (λ ·M) ≡ (1/2)λpqMpq と (ε · Pmod) ≡ εmPmod

m の交換関係を計算してみ

よう。

(λ ·M)(ε · Pmod)eµ
m = (λ ·M)D(ω)

µ εm = (λ ·M)ωm
µ nεn = (D(ω)

µ λm
n)εn, (5.60)

(ε · Pmod)(λ ·M)eµ
m = (ε · Pmod)(eµ

nλn
m) = (D(ω)

µ εn)λn
m (5.61)

従って交換関係は次のように得られる。

[(λ ·M), (ε · Pmod)]eµ
m = D(ω)

µ (λm
nεn) (5.62)

スピン接続に対しても同じ計算を行うと、

(λ ·M)(ε · Pmod)ωµ
mn = (λ ·M)(εpep

νRνµ
mn) = (εpeq

νλq
pRνµ

mn) + (εpep
ν [Rνµ, λ]mn),(5.63)

(ε · Pmod)(λ ·M)ωµ
mn = (ε · Pmod)D(ω)

µ λmn = (ε · Pmod)[ωµ, λmn] = εpeν
p [Rνµ, λ]mn (5.64)

であるから、これらの差を取ることにより次の式が得られる。

[(λ ·M), (ε · Pmod)]ωµ
mn = (λq

pε
p)eq

νRνµ
mn (5.65)

これらはどちらも次の代数関係が成り立つことを表している。

[(λ ·M), (ε · Pmod)] = λm
nεnPmod

m (5.66)

これは、もとのゲージ理論の交換関係と同じものである。

Pmod 同士の交換関係を計算しよう。eµ
m に対して二回続けて Pmod 変換を行うと、

(ε1 · Pmod)(ε2 · Pmod)eµ
m = (ε1 · Pmod)D(ω)

µ εm
2 = (ε1 · Pmod)ωµ

m
nεn

2 = εp
1e

ν
pRνµ

m
nεn

2 (5.67)

となる。これと、ε1 と ε2 を入れ替えたものの差を取ることによって、次の交換関係が得られる。

εp
1ε

q
2(Rpµ

m
q −Rqµ

m
p) = Rm

µpqε
p
1ε

q
2 = −eµ

nRn
m

pqε
p
1ε

q
2 (5.68)

途中で捩率が 0 である場合のビアンキ項等式を用いた。ωµ
mn の上でも同様の計算を行うと、

(ε1 · Pmod)(ε2 · Pmod)ωµ
mn = (ε1 · Pmod)εm

2 eν
mRmn

νµ

= −ελ
2 (Dλεk

1)Rkµ
mn + ελ

2D
(ω)
λ (εk

1Rkµ
mn)− ελ

2D(ω)
µ (εk

1Rkλ
mn)

= +ελ
2 εk

1D
(ω)
λ Rkµ

mn − ελ
2D(ω)

µ (εk
1Rkλ

mn) (5.69)
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であるから、ビアンキ恒等式をもちいて次の交換関係が得られる。

[(ε1 · Pmod), (ε2 · Pmod)]ωµ
mn = −D(ω)

µ (εp
1ε

q
2Rpq

mn) (5.70)

これらはどちらも、次の代数関係が成り立つことを表している。

[(ε1 · Pmod), (ε2 · Pmod)] = −1
2
εp
1ε

q
2Rpq

mnMmn (5.71)

これは、もとの代数の交換関係 [Pm, Pn] = 0 とは異なる。
前にも述べたように、Pmod

m は一般座標変換と同一視されるが、Pmod
m のパラメータ εm と一般

座標変換のパラメータ εµ は異なる添え字を持っていることに注意すること。上で行ったような交

換関係を計算するときに、εm の代わりに εµeµ
m を用いるとこの中の eµ

m に二回目の変換が作用

するために異なる結果が得られる。

5.2.4 物質場の導入

物質場 Φ を導入しよう。拘束条件を導入して代数を変形する前のポアンカレ代数のゲージ理論
において、Φ はポアンカレ代数の線形表現に属するものとしておく。ここでは内部座標 ym を導入

し、Pm 変換および Mmn 変換の生成子 Tm および Tmn が次のような微分演算子として実現され

ているとする。

Tm = − ∂

∂ym
, Tmn = Lmn + Smn, Lmn = ym

∂

∂yn
− yn

∂

∂ym
. (5.72)

Lmn と Smn はそれぞれ ym 空間上の軌道角運動量とスピンを表している。これらを用いること

で、ゲージ変換は次のように与えられる。

δgaugeΦ = εmPmΦ +
1
2
λmnMmnΦ

= −εmTmΦ− 1
2
λmnTmnΦ. (5.73)

場 Φ に対する共変微分は (5.3) に従って次のように定義される。

DµΦ = ∂µΦ− eµ
mPmΦ− 1

2
ωµ

mnMmnΦ

= D(ω)
µ Φ + eµ

mTmΦ +
1
2
ωµ

mnLmnΦ (5.74)

ただし、D
(ω)
µ は ym 空間のスピンに作用するスピン接続 ω

µm̂n̂
のみを含む共変微分である。完全

な一般座標変換はパラメータを εµ とすると、

δfull
gc Φ = εµDµΦ. (5.75)

となる。

Φ は連続な内部座標 ym に依存するので、無限個の自由度を含む。これらは次のように展開す

ることができる。

Φ(xµ, ym) = φ(xµ) + ymφm(xµ) +
1
2
ymynφmn(xµ) + · · · (5.76)
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一般座標変換 (5.75) のそれぞれの場に対する作用は次のように与えられる。

δfull
gc φ = εµD(ω)

µ φ− εµeµ
mφm, (5.77)

δfull
gc φm = εµD(ω)

µ φm − εµeµ
kφkm, (5.78)

δfull
gc φmn = εµD(ω)

µ φmn − εµeµ
kφkmn, (5.79)

...

スピンに対する共変微分 D
(ω)
µ は次のように定義されている。

D(ω)
µ φ = ∂µφ +

1
2
ωµ

mnSmnφ, (5.80)

D(ω)
µ φm = ∂µφm +

1
2
ωµ

mnSmnφm + ωµm
kφk, (5.81)

D(ω)
µ φmn = ∂µφmn +

1
2
ωµ

mnSmnφmn + ωµm
kφkn + ωµn

kφmk, (5.82)

...

これらのうち、φ(xµ) だけを取り出すことを考えよう。そのために、φ(xµ) に対して次の式が成り
立つことを要請する。

δfull
gc φ = 0. (5.83)

これは、次の拘束条件を意味している。

φm = eµ
mD(ω)

µ φ (5.84)

この式によって φm を全て φ を用いて書き換えることができる。その結果 φm、φmn などを全て

忘れ去ることができ、φ だけを含む理論を得ることができる。

拘束条件 (5.84) を用いれば、φ の Pm 変換を次のように表すことができる。

Pmod
m = eµ

mD(ω)
µ φ. (5.85)

場 φ の上でも代数をチェックしておこう。まず、M 変換と P 変換を連続して φ に作用させる

と、以下の結果を得る。

(λ.M)(ε.Pmod)φ = (λ.M)(εmeµ
nλn

mD(ω)
µ φ) = eµ

nλn
mεmD(ω)

µ φ− εmeµ
m(λ.S)D(ω)

µ φ,(5.86)

(ε.Pmod)(λ.M)φ = −(λ.S)εmeµ
mD(ω)

µ φ (5.87)

従って、これらを組み合わせれば次の交換関係を得る。

[(λ.M), (ε.Pmod)]φ = eµ
nλn

mεmD(ω)
µ φ. (5.88)

これは、φ の上でも交換関係 (5.66) が成り立っていることを意味している。
二回 P 変換を行うと、

(ε1.Pmod)(ε2.Pmod)φ = (ε1.Pmod)(εm
2 eµ

mD(ω)
µ φ) =

1
2
εµ
1 εν

2Rµν
mnSmnφ + εµ

2 εk
1D(ω)

µ (eν
kD(ω)

ν φ)
(5.89)

が得られる。従って交換関係は

[(ε1.Pmod), (ε2.Pmod)]φ =
1
2
εµ
1 εν

2Rµν
mnSmnφ. (5.90)

これは、φ の上でも交換関係 (5.71) が成立していることを表している。
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5.3 超ポアンカレ代数と超重力

5.3.1 超ポアンカレ代数のゲージ化

次に、超ポアンカレ代数のゲージ理論に拘束条件を導入して超重力理論を作ることを考えよう。

超ポアンカレ代数は次の（反）交換関係によって定義される。

[M
m̂n̂

, M
p̂q̂

] = M
m̂q̂

η
n̂p̂
−M

m̂p̂
η

n̂q̂
−M

n̂q̂
η

m̂p̂
+ M

n̂p̂
η

m̂q̂
, (5.91)

[M
m̂n̂

, P
p̂
] = P

m̂
η

n̂p̂
− P

n̂
η

m̂p̂
, (5.92)

[P
m̂

, P
n̂
] = 0, (5.93)

[P
m̂

, Q
α̂
] = 0, (5.94)

[M
m̂n̂

, Q
α̂
] =

1
2
(γ

m̂n̂
)
α̂

β̂Q
β̂
, (5.95)

{Q
α̂
, Q

β̂
} = −1

4
(γm̂)

α̂β̂
P

m̂
. (5.96)

M と P より成る部分代数は以前に与えたポアンカレ代数である。この代数をゲージ化するため

に、生成子 P
m̂
、Qα、M

m̂n̂
それぞれに対してゲージ場 em̂、ψα̂、ωm̂n̂ を導入する。

これらは次のように微分演算子を用いて実現できる。

Tm = −∂m, (5.97)

Tmn = ym∂n − yn∂m − 1
2
θα(γmn)α

β∂β , (5.98)

Tα = −
(

∂α +
1
8
(γm)αβθβ∂m

)
. (5.99)

ただし、グラスマン数の微分は ∂αθβ = δβ
α のように定義する。

この段階でのゲージ群はこの段階では時空の幾何とは何の関係もないものである。§5.1.1での定
義に従い、曲率テンソルは次のように与えられる。

Rµν
m̂(P ) = D(ω)

µ eν
m −D(ω)

ν eµ
m +

1
4
ψµ

α̂(γm̂)
α̂β̂

ψν
β̂

= Tµν
m̂(e, ω)− 1

4
ψµγm̂ψν (5.100)

Rµν
α(Q) = D(ω)

µ ψν
α −D(ω)

ν ψµ
α, (5.101)

Rµν
m̂n̂(M) = ∂µων

mn − ∂νωµ
mn + [ωµ, ων ]mn

= Rµν
m̂n̂(ω). (5.102)

ただし T m̂ は (1.108) で定義される捩率であり、Rm̂n̂(ω) は (1.117) で定義される曲率である。
Rm̂(P ) は超場形式の章で導入された超共変化された捩率 T covm̂ に他ならない。また、Rα(Q) は
グラビティーノの場の強さ

ψα
µν = D(ω)

µ ψα
ν −D(ω)

ν ψα
µ . (5.103)

と同じものである。

ゲージ場のゲージ変換は次のように与えられる。

δgaugeeµ
m = D(ω)

µ εm + eµ
nλn

m +
1
4
ψµ

α(γm)αβξβ , (5.104)

δgaugeψµ
α = D(ω)

µ ξα − 1
4
ψµ

βλpq(γpq)β
α, (5.105)

δgaugeωµ
mn = D(ω)

µ λmn (5.106)
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これらのゲージ変換の下で、曲率テンソルは次のように変換される。

δgaugeRµν
m(P ) = Rµν

m
n(M)εn + Rµν

n(P )λn
m +

1
4
Rµν

α(Q)(γm)αβξβ , (5.107)

δgaugeRµν
α(Q) =

1
4
Rµν

pq(γpq)α
βξβ − 1

4
Rµν

βλpq(γpq)β
α, (5.108)

δgaugeRµν
mn = [Rµν(M), λ]mn (5.109)

5.3.2 拘束条件

完全な一般座標変換は

δfull
gc eµ

m = ελRλµ
m(P ), δfull

gc ψµ
α = ελRλµ

α(Q), δfull
gc ωµ

mn = ελRλµ
mn(M). (5.110)

これらを全て 0 にしたいわけであるが、まずはポアンカレ代数の場合の (5.52) と同じ次の拘束条
件を導入する。

Rµν
m̂(P ) = 0. (5.111)

これにより、eµ
m の上で δfull,mod

gc = 0 が成り立つ。ポアンカレ代数の場合には R(P ) は捩率と同
じだったのに対し、超ポアンカレ代数の場合は (5.100) のようにグラビティーノの寄与があるため
に、捩率は次のように与えられる。

T m̂
µν = −1

4
ψα

µ (γm̂)αβψβ
ν (5.112)

この関係式を用いて、ω を e と ψ の複合場として表すことができる。

R(P ) の変換則 (5.107) から分かるように、この拘束条件は P 変換および Q 変換の下で不変で

はない。このことは、複合場として表された ω(e, ψ) の P および Q 変換則が独立な場 ω のもの

とは異なることを意味している。ω に対する P および Q 変換の補正を求めるため、ポアンカレ代

数の場合に P 変換の補正を求めたときと同様に、拘束条件 (5.111) に対する変分をとってみると、

0 = δori
gaugeRµν

m̂(P ) + δ′gaugeRµν
m̂(P )

= Rµν
m

n(M)εn +
1
4
(ξγm̂Rµν(Q)) + δ′ωµ

m̂
n̂
en̂
ν − δ′ων

m̂
n̂
en̂
µ (5.113)

これを δ′ω について解けば、

δ′ω
µp̂q̂

=
1
2
(−Rpqµn(M)εn + Rµpqn(M)εn −Rµqpn(M)εn)

+
1
8
(−ξγµR

p̂q̂
(Q) + ξγ

p̂
R

q̂µ
(Q) + ξγ

q̂
R

µp̂
(Q)) (5.114)

が得られる。

このように、Q 変換と P 変換に対して補正が現れるわけであるが、これらの補正を求める際に

まずは Q 変換に対する補正を求め、そこから交換関係

{Qmod
α , Qmod

β } = −1
4
(γm)αβPmod

m (5.115)

によって Pmod
m を決めることにしよう。この式は Pmod

m を定義しているだけではなく、右辺に

(γmn)αβ のような項が現れないということまで要求していることに注意しよう。
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eµ
m と ψµ

α の Q 変換には変更が無いものとして Q 変換の交換関係を求めてみよう。もとの

ゲージ変換の交換関係と異なるのは、一回目の変換で ω が現れると、その Q 変換に補正が加わる

点である。eµ
m については、補正は加わらず、次の結果を得る。

[ξ1.Q, ξ2.Q]eµ
m = −1

4
(ξ1γ

kξ2)P ori
k eµ

m (5.116)

ψµ
α に対しては、ψµ

α の P ori
m 変換は 0 であるから、補正を含まない部分は 0 である。従って、補

正部分だけが結果を与える。

[(ξ1.Q
mod), (ξ2.Q

mod)]ψα
µ

= [(ξ1.Q
′)(ξ2.Q

ori)− (ξ2.Q
′)(ξ1.Q

ori)]ψα
µ

=
1
4
(ξ1.Q

′)ω
µp̂q̂

γp̂q̂ξ2 − (ξ1 ↔ ξ2)

=
1
32

γp̂q̂ξ2(−ξ1γµR
p̂q̂

(Q) + 2ξ1γp̂
R

q̂µ
(Q))− (ξ1 ↔ ξ2) (5.117)

さらに ξ1 と ξ2 が一つの積の中に現れるようにフィルツ変換を行おう。この際に、挿入される行

列が対称であるものだけが ξ1 と ξ2 の反対称化でのこるので、γk̂ と γ k̂̂l の挿入だけを考えれば十

分である。その結果

[(ξ1.Q
mod), (ξ2.Q

mod)]ψα
µ

= − 1
64

(−γp̂q̂γk̂γµR
p̂q̂

(Q) + 2γp̂q̂γk̂γ
p̂
R

q̂µ
(Q))(ξ1γk̂

ξ2)

+
1

128
(−γp̂q̂γ k̂̂lγµR

p̂q̂
(Q) + 2γp̂q̂γ k̂̂lγ

p̂
R

q̂µ
(Q))(ξ1γk̂̂l

ξ2) (5.118)

これが (5.115) と同じ形になるためには、二行目の ξ1γk̂̂l
ξ2 を含む項は 0 でなければならない。そ

のための必要十分条件は、曲率テンソル R(Q) が次の条件を満足することである。

γk̂R
k̂µ

(Q) = 0. (5.119)

この式が成り立つことを仮定すれば、(5.118) の二行目は消え、1 行目も次のような簡単な形にま
とまる。

[(ξ1.Q
mod), (ξ2.Q

mod)]ψα
µ = −1

4
(ξ1γ

k̂ξ2)Rk̂µ
(Q) (5.120)

これは、次の式が成り立つことを意味する。

Pmod
k ψµ

α = P ′kψµ
α = R

k̂µ
α(Q) (5.121)

これより直ちに、ψµ
α の上でも δfull,mod

gc = 0 が成り立つことが示される。

δfull,mod
gc ψµ

α = δfull,ori
gc ψµ

α − ελeλ
mP ′mψµ

α = ελRλµ
α(Q)− ελRλµ

α(Q) = 0. (5.122)

途中で (5.27) と (5.121) を用いた。
こうして、拘束条件として (5.119) を導入することで代数を閉じさせ、δfull

gc = 0 を成り立たせる
ことができた。しかし、この拘束条件はグラビティーノに対する運動方程式に他ならず、off-shell
で代数が閉じることが必要となる tensor calculus では用いることができない。つまり、単純に超
ポアンカレ代数のゲージ理論を変形するだけでは off shell で代数を閉じさせることができない。以
下で見るように、この問題は超ポアンカレ代数を超コンフォーマル代数にまで拡大することで解決

される。
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5.4 超コンフォーマル代数

5.4.1 交換関係

超ポアンカレ代数を拡大することで超コンフォーマル代数を構成しよう。超ポアンカレ代数は次

の（反）交換関係によって定義される。

[M m̂n̂,M p̂q̂] = M m̂q̂ηn̂p̂ −M m̂p̂ηn̂q̂ −M n̂q̂ηm̂p̂ + M n̂p̂ηm̂q̂, (5.123)

[M m̂n̂, P p̂] = P m̂ηn̂p̂ − P n̂ηm̂p̂, (5.124)

[P m̂, P n̂] = 0, (5.125)

[P m̂, Qα̂] = 0, (5.126)

[M
m̂n̂

, Qα̂] = −1
2
(γ

m̂n̂
)α̂

β̂
Qβ̂ , (5.127)

{Q
α̂
, Q

β̂
} = −1

4
(γm̂)

α̂β̂
P

m̂
. (5.128)

ただし、ここでは実のパラメータとの積 εm̂P
m̂
、(1/2)λm̂n̂M

m̂n̂
、ξα̂Q

α̂
が実であるように定義し

てあるものとする。

ポアンカレ群は、コンフォーマルブーストと呼ばれるベクトル添え字を持つ生成子 Km と、ディ

ラテーションと呼ばれるスカラー生成子 D を付け加えることで、コンフォーマル代数に拡張でき

ることが知られている。D がスカラー、Km がベクトルであるということは次の交換関係によっ

て表される。

[Mmn, D] = 0, [M m̂n̂, K p̂] = Km̂ηn̂p̂ −Kn̂ηm̂p̂, (5.129)

ディラテーション D によって計られる量はワイルウェイトと呼ばれる。たとえば Pm および Km

との交換関係

[D, Pm] = Pm, [D,Km] = −Km (5.130)

は Pm と Km がワイルウェイト +1 と −1 を持つことを表している。Qα の反交換関係として P
m̂

が得られることから、Qα のワイルウェイトは +1/2 であり、次の交換関係が成り立つ。

[D, Qα] =
1
2
Qα. (5.131)

超ポアンカレ代数に Km と D を追加することで代数を拡張することを考えてみよう。コンフォー

マル代数において [K, P ] 6= 0 であることと {Q,Q} ∼ P であることを用いると、[K,Q] 6= 0 であ
ることが結論される。K はワイルウェイトが −1、Q はワイルウェイトが P の半分の +1/2 であ
るから、[K, Q] はワイルウェイトが −1/2 の新たな生成子を与える。この生成子を Sα としよう。

ビアンキ恒等式の成立を要求すると、さらにもうひとつのスカラー生成子 A が必要であることが

わかる。以下では、P、Q、M からなる超ポアンカレ代数に生成子 Sα を付け加えることから初め

て超コンフォーマル代数を構成していこう。

まず、超ポアンカレ代数に新たな生成子 Sα を導入する。Sα は次の交換関係を満足する。

[D, Sα] = −1
2
Sα, [M

m̂n̂
, Sα̂] = −1

2
(γ

m̂n̂
)α̂

β̂
Sβ̂ . (5.132)

これらは単に Sα がワイルウェイト −1/2 のスピノル生成子であることを言っているに過ぎない。
Sα が代数を非自明に拡張することは次の式によって表される。

[Sα, Pm] = (γm)αβQβ (5.133)
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Sα と Qα との交換関係がどうなるかを見るために、(5.133) の両辺と Qβ の反交換関係をとる。

すると次の式を得る。

{[Sα, Pm], Qβ} = (γm)αγ{Qγ , Qβ} = −1
4
(γmγk)αβPk (5.134)

一方ビアンキ恒等式を用いると次の式が成り立つ。

{[Sα, Pm], Qβ} = [{Sα, Qβ}, Pm] (5.135)

(5.134) と (5.135) の二つを比較すると、{S, Q} が次のように与えられることがわかる。

{Sα, Qβ} =
1
8
(γpq)αβMpq − 1

4
1αβD + Xαβ (5.136)

ただし、P との交換関係を見ただけでは P と可換な部分は決めることができない。Xαβ はそのよ

うな部分を表す Pm と可換な演算子である。Xαβ についての情報を得るために (5.136) の両辺と
Qγ の交換関係をとると、

[{Sα, Qβ}, Qγ ] =
1
16

(γpq)αβ(γpq)γ
δQδ − 1

8
1αβQγ + [Xαβ , Qγ ] (5.137)

一方、ビアンキ恒等式を用いて次の式が得られる。

[{Sα, Qβ}, Qγ ] + [{Sα, Qγ}, Qβ ] = [Sα, {Qβ , Qγ}] = −1
4
(γk)βγ [Sα, Pk] =

1
4
(γk)βγ(γk)α

δQδ

(5.138)
(5.137) と (5.138) を比較すると、次の式が成り立たなければならない。

1
16

(γpq)αβ(γpq)γ
δQδ − 1

8
1αβQγ + [Xαβ , Qγ ] + {β ↔ γ} =

1
4
(γk)βγ(γk)α

δQδ (5.139)

この式の両辺に (γr)βγ および (γrs)βγ をかけてみると、次の二つの式を得る。

(γr)βγ [Xαβ , Qγ ] = −3
8
(γr)α

δQδ, (γrs)βγ [Xαβ , Qγ ] =
3
8
(γrs)α

δQδ (5.140)

従って、Xαβ は 0 ではあり得ない。これらを満足するためには、Xαβ と Qγ の交換関係が次のよ

うになればよい。

[Xαβ , Qγ ] = −3
8
(γ5)αβ(γ5)γ

δQδ (5.141)

X はワイルウェイトが 0 であるが、これまでに存在しているワイルウェイトが 0 の演算子 D と

M からはこの条件を満足する演算子を作ることはできない。そこで、次の交換関係を満足する新

たな生成子 A を導入する。

[A,Qγ ] = i(γ5)γ
δQδ (5.142)

すると Xαβ は次のように表される。

Xαβ =
3i

8
(γ5)αβA (5.143)

これを (5.136) に代入すると、次の交換関係を得る。

{Sα, Qβ} =
1
8
(γpq)αβMpq − 1

4
1αβD +

3i

8
(γ5)αβA (5.144)

A はスカラーでありワイルウェイトが 0 であるから、

[Mpq, A] = [D, A] = 0 (5.145)
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である。さらに、(5.144) の両辺と A の交換関係をとり、ビアンキ恒等式を用いることにより次の

交換関係が得られる。

[A,Sα] = −i(γ5)α
δSδ (5.146)

次に、{S, S} について考えよう。ビアンキ恒等式より

[Qγ , {Sα, Sβ}] = [{Qγ , Sα}, Sβ ] + [{Qγ , Sβ}, Sα]

=
1
8
(γpq)αγ [Mpq, Sβ ]− 1

4
1αγ [D, Sβ ] +

3i

8
(γ5)αγ [A,Sβ ] + {α ↔ β}

=
1
16

(γpq)γα(γpq)β
δSδ − 1

8
1γαSβ − 3

8
(γ5)γα(γ5)β

δSδ + {α ↔ β} (5.147)

この右辺は α と β の入れ替えに対して対称であり、(γr)αβ、(γrs)αβ を用いて展開できるはずで

ある。しかし (γrs)αβ を右辺にかけてみると、ちょうど 0 になることが分かる。従って {S, S} は
（少なくとも Q との交換関係に影響する部分については）ベクトル成分のみを持つはずである。そ

こで、新たな生成子 Km を次のように定義しよう。

{Sα, Sβ} = −1
4
(γm)αβKm (5.148)

Km はベクトルであり、ワイルウェイトが −1 である。Q との交換関係は、ビアンキ恒等式を用

いることで次のように決まる。

[Qγ ,Km] = (γm)αβ [Qγ , {Sα, Sβ}] = 2(γm)αβ [{Qγ , Sα}, Sβ ] = (γm)γβSβ (5.149)

P との交換関係も同様にして決まる。

[Pm,Kn] = (γn)αβ [Pm, {Sα, Sβ}] = 2(γn)αβ{[Pm, Sα], Sβ} = 2(Mmn + δmnD) (5.150)

K を含むこれらの交換関係は K がコンフォーマルブースとに他ならないことを意味している。

こうして P、Q、M、D、A、S、K からなる代数が得られた。これらはビアンキ恒等式を満足

することは確かめることができる。まとめておこう。
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超コンフォーマル代数¶ ³

次の交換関係は M がローレンツ代数の生成子であることを意味する。

[M m̂n̂,M p̂q̂] = M m̂q̂ηn̂p̂ −M m̂p̂ηn̂q̂ −M n̂q̂ηm̂p̂ + M n̂p̂ηm̂q̂, (5.151)

次の交換関係は、P と K がベクトルであることを意味する。

[M m̂n̂, P p̂] = P m̂ηn̂p̂ − P n̂ηm̂p̂, [M m̂n̂,K p̂] = Km̂ηn̂p̂ −Kn̂ηm̂p̂ (5.152)

次の交換関係は Q と S がスピノルであることを意味する。

[M
m̂n̂

, Q
α̂
] =

1
2
(γ

m̂n̂
)
α̂

β̂Q
β̂
, [M

m̂n̂
, S

α̂
] =

1
2
(γ

m̂n̂
)
α̂

β̂S
β̂

(5.153)

D との交換関係は、生成子のワイルウェイトを与える。

[D,Pm] = Pm, [D, Qα] =
1
2
Qα, [D, Sα] = −1

2
Sα, [D, Km] = −Km (5.154)

A との交換関係はカイラルウェイトを与える。

[A,Qα] = i(γ5)α
βQβ , [A, Sα] = −i(γ5)α

βSβ (5.155)

ベクトル同士の交換関係は

[Pm,Kn] = 2(Mmn + δmnD) (5.156)

スピノルとベクトルの間の交換関係は

[Sα, Pm] = (γm)αβQβ , [Qα,Km] = (γm)αβSβ (5.157)

スピノル生成子同士の反交換関係は

{Q
α̂
, Q

β̂
} = −1

4
(γm̂)

α̂β̂
P

m̂
, {Sα, Sβ} = −1

4
(γm)αβKm (5.158)

{Sα, Qβ} =
1
8
(γpq)αβMpq − 1

4
1αβD +

3i

8
(γ5)αβA (5.159)

µ ´

5.4.2 SU(2, 2|1)

前の節で与えた超コンフォーマル代数は、SU(2, 2|1) と呼ばれるものになっている。このことが
分かりやすいように書き換えておこう。ただしここでの結果は以下の節では用いない。

まず、ボゾン的な変換のうち、P、M、D、K によって生成されるコンフォーマル代数の部分に

注目してみよう。コンフォーマル代数は次の交換関係によって定義される。

[Mmn, Mpq] = Mmqηnp −Mmpηnq −Mnqηmp + Mnpηmq, (5.160)

[Mmn, Pp] = Pmηnp − Pnηmp, (5.161)

[Mmn,Kp] = Kmηnp −Knηmp, (5.162)

[D, Pm] = Pm, (5.163)

[D,Km] = −Km, (5.164)
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[Pm,Kn] = 2(Mmn + ηmnD) (5.165)

実はこの代数は SO(2, 4) ∼ SU(2, 2) であることが以下のように書き換えることで明らかになる。
まず、ベクトル添え字 m = (0, 1, 2, 3) にさらに二つの成分 + と − を加えたもの M =

(0, 1, 2, 3, +,−) を定義する。これに対応して、計量を次のように拡張しておく。

ηMN =




ηmn

−2
−2


 (5.166)

この計量を不変にする回転変換を MMN とすれば、これは明らかに SO(2, 4) を生成するが、MMN

の満足する代数

[MMN ,MPQ] = MMQηNP −MMP ηNQ −MNQηMP + MNP ηMQ (5.167)

が実は MMN の成分を次のようにおくことで上記の共形代数と同じものであることが示される。

Mm+ = Pm, Mm− = Km, M+− = −2D. (5.168)

以上のことから、4 次元の conformal group は SO(2, 4) であることがわかる。さらに、この代数
は (1/2)(ΓMN )A

B によっても実現することができる。ただし ΓMN は次の行列である。

(Γmn)A
B =

(
(γmn)α

β

(γmn)α
β

)
, (Γ+−)A

B =

(
21α

β

−21α
β

)
,

(Γm−)A
B =

(
2(γm)α

β

0

)
, (Γm+)A

B =

(
0

2(γm)α
β

)
. (5.169)

これらは T †γ0 + γ0T = 0 を満足するトレースレス行列の完全系をなしている。したがってこの代
数は SU(2, 2) でもあることがわかる。
コンフォーマル代数の supercharge への作用は (5.168) の読み替えを用いると、次のように書く

ことができる。

[Mmn, Qα] =
1
2
(γmn)α

βQβ , [Mmn, Sα] =
1
2
(γmn)α

βSβ (5.170)

[Mm−, Qα] = (γm)α
βSβ , [Mm+, Sα] = (γm)α

βQβ (5.171)

[M+−, Qα] = −Qα, [M+−, Sα] = Sα. (5.172)

これらをまとめて表すには、次の大きなスピノルを定義する。

QA =

(
Qα

Sα

)
, QA =

(
Sα

Qα

)
(5.173)

ΓMN を用いれば、MMN = (Mmn, Pm, Km, D) と supercharge の交換関係は次の一つの式で書く
ことができる。

[MMN ,QA] =
1
2
(ΓMN )A

BQB (5.174)

カイラリティが逆のものについても全く同じである。

[Mmn, Qα] =
1
2
(γmn)α

βQβ , [Mmn, Sα] =
1
2
(γmn)α

βSβ (5.175)
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[Mm−, Qα] = (γm)α
βSβ , [Mm+, Sα] = (γm)α

βQβ (5.176)

[M+−, Qα] = −Qα, [M+−, Sα] = Sα. (5.177)

であるから、先ほどの行列の転置

(ΓT
mn)A

B =

(
(γmn)α

β

(γmn)α
β

)
, (ΓT

+−)A
B =

(
−21α

β

21α
β

)
,

(ΓT
m+)A

B =

(
2(γm)α

β

0

)
, (ΓT

m−)A
B =

(
0

2(γm)α
β

)
. (5.178)

を用いれば次の一つの式で書くことができる。

[MMN ,QA] =
1
2
(ΓT

MN )A
BQB =

1
2
QB(ΓMN )B

A (5.179)

Supercharge 同士の反交換関係も次のように書き換えることができる。

{Qα, Sβ} =
1
8

(
(Γpq)αβMpq + 2(Γ+−)αβM+−

)
− 3i

8
1αβA (5.180)

{Sα, Qβ} =
1
8

(
(Γpq)αβMpq + 2(Γ+−)αβM+−

)
− 3i

8
1αβA (5.181)

{Qα, Qβ , } =
1
4
(Γm+)αβMm+ (5.182)

{Sα, Sβ} =
1
4
(Γm−)αβMm− (5.183)

全てまとめると、次のようになる。

{QA,QB} =
1
8
(ΓMN )ABMMN − 3i

8
1ABA (5.184)

ただし

1AB =

(
1αβ

1αβ

)
(5.185)

すべてをまとめておこう。

4 次元 N = 1 超共形代数¶ ³

[MMN ,MPQ] = MMQηNP −MMP ηNQ −MNQηMP + MNP ηMQ, (5.186)

[MMN ,QA] =
1
2
(ΓMN )A

BQB , (5.187)

[MMN ,QA] =
1
2
QB(ΓMN )B

A, (5.188)

{QA,QB} =
1
8
(ΓMN )ABMMN − 3i

8
1ABA, (5.189)

[A,QA] = −iQA, (5.190)

[A,QA] = iQA. (5.191)
µ ´
この代数は次の行列の（反）交換関係として実現される。（これらの行列の成分はグラスマン数で

はなく複素数であることに注意。）

T (MMN ) =

(
1
2 (ΓMN )A

B

0

)
, T (A) = − i

3

(
1

4

)
(5.192)
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T (QA) =
1√
2

(
0

δ
(A)
B 0

)
, T (QA) =

1√
2

(
0 δB

(A)

0

)
(5.193)

ただし (5.189) だけは符号が逆になるように定義した。

{T (QA), T (QB)} = −1
8
(ΓMN )ABT (MMN ) +

3i

8
1ABT (A) (5.194)

これは、パラメータまで含めた生成子の反交換関係を再現するためである。グラスマン数のパラ

メータと Q が反可換であるのに対して T (Q) とは可換であるため、このように符号を変更してお
く必要がある。このとき、パラメータとの積は

1
2
λMNT (MMN ) + ξ

A
T (QA) + ξAT (QA) + θT (A) =

(
1
4λMN (ΓMN )A

B − i
3θδA

B
1√
2
ξA

− 1√
2
ξB − 4i

3 θ

)
.

(5.195)
ただし、δB

(A) および δ
(A)
B は (A) で示された成分だけが 1 になるような列および行ベクトルで

ある。

これらはトレースレス 5× 5 反エルミート行列の完全系をなす。したがって、代数は SU(2, 2|1)
である。ここで、トレースははじめ 4 つの対角成分から最後の対角成分を引いたものとして定義
されることに注意。

交換関係の中で (5.189) が成り立つことを示すには ΓMN に対するフィルツ変換の式が必要とな

るので示しておこう。まず、X を任意の行列としたときに

ΓMNXΓMN = γmnXγmn − 2γ5Xγ5 − 4RγmXγmR− 4LγmXγmL (5.196)

を用いれば、

ΓMNΓMN = −30, ΓMNX ′ΓMN = 2X ′ (5.197)

が得られる。ただし X ′ は任意のトレースレス行列。これより、次の恒等式が示される。

(ΓMN )A
B(ΓMN )C

D = 2δA
BδC

D − 8δC
BδA

D (5.198)

これを用いると、(5.189) の右辺の行列表示は次のように与えられる。

1
16

(ΓMN )A
B(ΓMN )C

D − 1
8
δA
BδC

D = −1
2
δC
BδA

D (5.199)

これが左辺に等しいことはすぐにチェックできる。

5.4.3 超共形代数のゲージ化

超共形代数は次の生成子を含む。

OX = Pm, Qα,Mmn, D,A, Sα, Km. (5.200)

これらに対するゲージ場を次のように置く。

Vµ
X = eµ

m, ψµ
α, ωµ

mn, wµ, cµ, φµ
α, fµ

m. (5.201)

これらの積は次のように定義されるものとする。スピノル添え字の位置と ωM 項の係数 1/2 に
注意。

Vµ
XOX = eµ

mPm + ψµ
αQα +

1
2
ωµ

mnMmn + wµD + cµA + φµ
αSα + fµ

mKm (5.202)
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曲率にはすべて R を用い、そのあとにカッコつきで対応する生成子を書くことで成分を区別

する。

Rµν
X = Rµν

k(P ), Rµν
α(Q), Rµν

pq(M), Rµν(D), Rµν(A), Rµν
α(S), Rµν

k(K) (5.203)

積 RXOX は (5.202) と同様に定義される。曲率を成分で書いたものを与えておこう。

超コンフォーマル代数の曲率テンソル¶ ³

Rµν
k(P ) = ∂µeν

k − ∂νeµ
k + ωµ

k
meν

m − ων
k

meµ
m

+wµeν
k − wνeµ

k +
1
4
ψµ

α(γk)αβψν
β , (5.204)

Rµν
α(Q) = ∂µψν

α − ∂νψµ
α +

1
4
ωµpq(γpq)α

βψν
β − 1

4
ωνpq(γpq)α

βψµ
β

+
1
2
wµψν

α − 1
2
wνψµ

α − icµ(γ5)α
βψν

β + icν(γ5)α
βψµ

β

−φµ
βeν

m(γm)β
α + φν

βeµ
m(γm)β

α, (5.205)

Rµν
mn(M) = ∂µων

mn − ∂νωµ
mn + [ωµ, ων ]mn

+2eµ
mfν

n − 2eν
mfµ

n − 2eµ
nfν

m + 2eν
nfµ

m

−1
4
φµ

α(γmn)αβψν
β +

1
4
φν

α(γmn)αβψµ
β , (5.206)

Rµν(D) = ∂µwν − ∂νwµ + 2eµ
mfνm − 2eν

mfµm

+
1
4
φµ

α1αβψν
β − 1

4
φν

α1αβψµ
β , (5.207)

Rµν(A) = ∂µcν − ∂νcµ − 3i

8
φµ

α(γ5)αβψν
β +

3i

8
φν

α(γ5)αβψµ
β , (5.208)

Rµν
α(S) = ∂µφν

α − ∂νφµ
α +

1
4
ωµpq(γpq)α

βφν
β − 1

4
ωνpq(γpq)α

βφµ
β

−1
2
wµφν

α +
1
2
wνφµ

α + icµ(γ5)α
βφν

β − icν(γ5)α
βφµ

β

−ψµ
βeν

m(γm)β
α + ψν

βeµ
m(γm)β

α, (5.209)

Rµν
k(K) = ∂µfν

k − ∂νfµ
k + ωµ

k
mfν

m − ων
k

mfµ
m

−wµfν
k + wνfµ

k +
1
4
φµ

α(γk)αβφν
β . (5.210)

µ ´
ゲージ変換のパラメータ εX の成分は次のように表す。

εX = εm, ξα, λmn, σ, θ, ζα, εm
K (5.211)

それぞれのゲージ場に対する変換則をまとめておこう。
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ゲージ場のゲージ変換¶ ³

δgaugeeµ
m = ∂µεm + ωµ

m
nεn + eµ

nλn
m + wµεm − eµ

mσ +
1
4
ψµ

α(γm)αβξβ ,(5.212)

δgaugeψµ
α = ∂µξα +

1
4
ωµ

pq(γpq)α
βξβ +

1
2
wµξα + icµξβ(γ5)β

α

−1
4
ψµ

βλpq(γpq)β
α − 1

2
ψµ

ασ − iψβ
µ(γ5)β

αθ

−φµ
βεm(γm)β

α + eµ
mζβ(γm)β

α, (5.213)

δgaugeωµ
pq = ∂µλpq + [ωµ, λ]pq + 2eµ

mεn
K − 2eµ

nεm
K − 2fµ

mεn + 2fµ
nεm

−1
4
φµ

αξβ(γpq)αβ − 1
4
ψµ

αζβ(γpq)αβ , (5.214)

δgaugewµ = ∂µσ + 2eµ
mεKm − 2fµ

mεm +
1
4
φµ

αξβ1αβ − 1
4
ψµ

αζβ1αβ , (5.215)

δgaugecµ = ∂µθ − 3i

8
φµ

αξβ(γ5)αβ +
3i

8
ψµ

αζβ(γ5)αβ , (5.216)

δgaugeφµ
α = ∂µζα +

1
4
ωµ

pq(γpq)α
βζβ − 1

2
wµζα − icµζβ(γ5)β

α

−1
4
φµ

βλpq(γpq)β
α +

1
2
φµ

ασ + iφµ
β(γ5)β

αθ

−ψµ
βεm

K(γm)β
α + fµ

mξβ(γm)β
α, (5.217)

δgaugefµ
m = ∂µεm

K + ωµ
m

nεn
K + fµ

nλn
m − wµεm

K + fµ
mσ +

1
4
φµ

α(γm)αβζβ .(5.218)

µ ´
スカラー演算子 D と A に対する電荷はそれぞれワイルウェイト、カイラルウェイトと呼ばれ

る。ある場 φ のワイルウェイトが nD とカイラルウェイトが nA であるとき、その場の D および

A による変換は次のように与えられる。

Dφ = nDφ, Aφ = inAφ. (5.219)

これらのウェイトは加法的である。すなわち、二つの場 φ1 と φ2 がそれぞれウェイト (nD1, nA1)
と (nD2, nA2) を持つとき、積 φ1φ2 はウェイト (nD1 + nD2, nA1 + nA2) を持つ。
超共形代数の生成子のウェイトは表 5.3のように与えられる。これに対し、対応するゲージ場、

表 5.3: 超コンフォーマル代数の生成子のワイルウェイトとカイラルウェイト

Pm (Qα, Qα) Mmn D A (Sα, Sα) Km

Weyl weight 1 1/2 0 0 0 −1/2 −1
chiral weight 0 (−1, 1) 0 0 0 (1,−1) 0

変換パラメータは表 5.4に与えられているように逆符号のウェイトを持つ。これらを用いれば、多
重項中の成分場の間のウェイトの関係を簡単に決定することができる。

スピンはローレンツ群の生成子 M
m̂n̂
によってどのように変換されるかを表す。スカラー場 φ

およびスピノル場 χ はM
m̂n̂
によって次のように変換される。

M
m̂n̂

φ = 0, M
m̂n̂

χ = −1
2
γ

m̂n̂
χ. (5.220)
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表 5.4: 超コンフォーマル代数のゲージ場のワイルウェイトとカイラルウェイト

eµ
m (ψµ

α, ψµ
α) ωµ

mn wµ cµ (φµ
α, φµ

α) fµ
m

Weyl weight −1 −1/2 0 0 0 1/2 1
chiral weight 0 (1,−1) 0 0 0 (−1, 1) 0

ここで、スピノルの変換則の符号が通常とは逆であることに注意すること。これは (1.82) の符号
に起因する。

5.5 拘束条件と重力多重項

5.5.1 ωµ
mn を与える拘束条件

前の節で導入した超コンフォーマル代数のゲージ対称性はこのままでは重力とは無関係の内部対

称性である。このゲージ理論を重力理論に変形するには、ゲージ場の一部を他の場の複合場として

表す。このゲージ場の間の従属関係は、曲率テンソルに対する拘束条件の形で表される。ここでは

[12]に従い拘束条件を導入し、それによって複合場の変換則がどのように補正されるかを見る。
§5.1.3で説明したように、P 変換を一般座標変換とみなすためには次の拘束条件を設定する必要

がある。

δfull
gc (εµ) = 0 (5.221)

これが全ての場の上で成り立つことを要請する。

この拘束条件を満足するためには Q 変換と P 変換が補正を受ける。この補正を決める際、次の

交換関係が成り立つことも要請しよう。

{Qmod
α , Qmod

β } = −1
4
(γm)αβPmod

m (5.222)

この式は Pmod を Qmod の反交換関係として定義すると同時に、右辺に (γm)αβ に比例する項以

外のものが現れないということを要請する。

まずはゲージ場 em
µ の上で (5.221) が成り立つことを要請しよう。em

µ の変換則がゲージ変換の

ままであることを仮定すれば、一般座標変換は (5.27) のように与えられる。すなわち

δfull
gc em

µ = ελRλµ
m(P ) (5.223)

したがって (5.221) を満足するためには曲率テンソル R(P ) に対する次の拘束条件を課す必要が
ある。

Rµν
m(P ) = 0 (5.224)

ただし、R(P ) の具体形はポアンカレ代数の場合や超ポアンカレ代数の場合とは異なる。超コン
フォーマル代数の場合には R(P ) にはグラビティーノや D ゲージ場 wµ が含まれており、(5.224)
は捩率が次のように与えられることを意味している。

T k
µν =

1
4
(ψµγkψν) + ek

µwν − ek
νwµ (5.225)
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曲率テンソル R(P ) の中にはスピン接続が e ∧ ω の形で代数的に含まれている。従って、拘束条

件 (5.224) を解く事によって ω を複合場として与えることができる。解いた結果は次のように与

えられる。（一般式 (1.110) に (5.225) を代入すればよい。）

ωκµν = ωκµν(e) +
1
8
[ψµγκψν − ψνγµψκ − ψκγνψµ]− wµeνκ + wνeµκ (5.226)

ω(e) は (1.111) に与えられた、em̂
µ だけで書かれたスピン接続である。

拘束条件 (5.224) は独立な場である em̂
µ や ψm̂

µ の変換則を変えないから、二回超対称変換を繰り

返してもまったく補正の影響はなく、二つの変換

δ1
gauge = ξα

1 Qgauge
α , δ2

gauge = ξα
2 Qgauge

α . (5.227)

の交換関係は

εm = −1
4
(ξ1γ

mξ2) (5.228)

をパラメータとする P ゲージ変換となる。

(δ1
Qδ2

Q − δ2
Qδ1

Q)eµ
m = Dµεm + wµεm (5.229)

これは丁度 em
µ の P ゲージ変換にほかならない。これは、em

µ の上での Q の反交換関係に拘束条

件 (5.224) が影響を与えないことを意味している。このことは拘束条件 (5.224) の下でも em
µ と ψα

µ

は独立な場であり、ゲージ変換を変更しないので当然である。

複合場として表されたスピン接続 (5.226) については、そのゲージ変換のうちの一部は補正を受
ける。拘束条件 (5.224) をゲージ変換すると、ワイルウェイトが 1 であることから次のような項が
現れる。

δori
gaugeR(P ) ∼ R(Q)ξ + R(M)ε + R(D)ε. (5.230)

R(P ) を含む項は (5.224) を用いて落とした。このように、P 変換と Q 変換によって拘束条件が

変化してしまうことは、これらの変換則が拘束条件によって破れてしまう（補正を受ける）ことを

意味している。補正された P 変換は補正された Q 変換の交換関係を用いて与えることにし、ここ

では Q 変換の補正に注目しよう。

補正を決定するために、拘束条件を解いて得られた場を拘束条件に代入すれば、明らかにそれは

変換の元で不変であるという事実を用いる。もとのゲージ変換 δori
gauge に対して、(5.226) のような

複合場だと思ってその構成要素へのゲージ変換によって決めた複合場のゲージ変換を

δmod
gauge = δori

gauge + δ′gauge (5.231)

とする。補正されたゲージ変換の具体形を求めるには、(5.231) を拘束条件に作用させてみればよ
い。拘束条件 (5.224) に作用させてみると、左辺は定義より 0 であり、左辺は曲率テンソルのゲー
ジ変換則 (5.20) と曲率テンソルの具体形 (5.204) を用いれば得ることができる。

0 = δori
gaugeRµν

m(P ) + δ′gaugeRµν
m(P ) =

1
4
Rµν

α(Q)(γm)αβξβ + δ′gaugeωµ
k

meν
m − δ′gaugeων

k
meµ

m

(5.232)
この式を δ′gaugeωλµν について解くと、

δ′gaugeωµpq =
1
8
(−Rpq

α(Q)(γµ)αβξβ + Rqµ
α(Q)(γp)αβξβ + Rµp

α(Q)(γq)αβξβ) (5.233)
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5.5.2 φµ
α を与える拘束条件

次に、グラビティーノに対して拘束条件 (5.221) が成り立つこと、すなわち

δfull
gc (εµ)ψα

µ = 0 (5.234)

を要請しよう。そのためにはグラビティーノのゲージ変換を決めておく必要がある。グラビティー

ノは独立な場であるから、その変換則はもとのゲージ変換のままでもよさそうであるが、Q 変換

を行うと複合場の ω が現れるため P 変換が Q 変換の反交換関係として与えられるということを

要請すると、ψα
µ の P 変換が補正を受けることになる。それと同時に Q の交換関係が P 変換以

外の項を与えないという条件から新たな拘束条件が必要となり、その条件は (5.234) が成り立つこ
とも保障することが以下のようにわかる。

グラビティーノに対して Q 変換を二回繰り返してみると、超ポアンカレ代数の場合に §5.3で
行ったのと同じ結果を得る。すなわち、交換関係が一般座標変換になるためには拘束条件

(γm)α
βem

µRµν
β(Q) = 0 (5.235)

が成り立つ必要がある。超ポアンカレ代数の場合には曲率 R(Q) はグラビティーノの場の強さで
あったために、この拘束条件は運動方程式になってしまい、off shell の定式化には使うことができ
なかった。しかし超コンフォーマル代数の場合には R(Q) は Sα 変換に対応するゲージ場 φµ

α を

代数的に含んでいるために、φµ
α を複合場として与える式であると解釈することができる。（実際、

拘束条件の成分の数は φµ
α の成分の数に一致している。）

§5.3で行った計算の繰り返しになるが、Qmod 変換の交換関係として Pmod 変換を与えておこ

う。補正を受けていない部分は P ori 変換を与えることがわかっているので補正部分のみを計算す

る。二回の Qmod 変換のうち、一回目の ψµ の変換には補正が無く、補正の影響は二回目の変換で

ω を変換するときに現れる。拘束条件 (5.235) を用いれば、δ′gaugeω の式 (5.233) を少し簡単にす
ることができる。

δ′ωµpq = −1
4
(Rpq

α(Q)(γµ)αβξβ) (5.236)

(5.236) に与えられた δ′ω を用いれば、

δ′1Qδ2
Qψµ

α =
1
4
δ′1Qωµ

pq(γpq)α
βξβ

2 = − 1
16

(γpq)α
βξβ

2 (ξ1γµRpq(Q)) (5.237)

ξ1 と ξ2 が同じ積の中に入るようにフィルツ変換を行おう。R(Q) についての拘束条件を用いれば、
γk および γ5γk 挿入項のみが寄与することを簡単に示すことができる。従って、フィルツ変換の

結果次の式を得る。

δ′1Qδ2
Qψµ =

1
8
Rµk(Q)(ξ1γ

kξ2)− 1
8
γ5Rµk(Q)(ξ1γ

5γkξ2) (5.238)

ξ1 と ξ2 の入れ替えに対して第 1項は反対称、第 2項は対称であるために交換関係には第１項のみ
が残る。その結果、P 変換の補正は次のように決まる。

εkP ′kψµ = (δ′1Qδ2
Q − δ′2Qδ1

Q)ψµ = εkRkµ(Q) (5.239)

ゲージ変換の部分もあわせれば

εmPmod
m ψµ = (δ1

Qδ2
Q − δ2

Qδ1
Q)ψµ = εkRkµ(Q) + δP (εm)ψµ (5.240)
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したがって、

δfull,mod
gc ψµ = δfull,ori

gc ψµ − εµem
µ P ′mψµ = 0 (5.241)

となり、(5.234) は確かに満足されている。
拘束条件 (5.235) を解けば φµ が次のように決定される。

φν = −1
2
γµR0

µν(Q)− 1
12

γνγρσR0
ρσ(Q) (5.242)

ただし、R0(Q) は R(Q) から φ を含む項を除いたものである。

R0
µν(Q) ≡ ∂µψν − ∂νψµ +

1
4
ωµpqγ

pqψν − 1
4
ωνpqγ

pqψµ

+
1
2
wµψν − 1

2
wνψµ − icµγ5ψν + icνγ5ψµ (5.243)

また、

ψµν ≡ ∂µψν − ∂νψµ +
1
4
ωµpqγ

pqψν − 1
4
ωνpqγ

pqψµ (5.244)

を用いると、次のように書くこともできる。

φν = −1
2
γµψµν − 1

12
γνγρσψρσ

−1
4
γµ(wµψν − wνψµ)− 1

12
wργνγρσψσ

+
i

2
γµγ5(cµψν − cνψµ) +

i

6
cργνγρσγ5ψσ (5.245)

(5.245) の γ トレース部分は次のように与えられる。

γνφν =
1
6
γµνψµν +

1
6
wµγµνψν − i

3
cµγ5γµνψν (5.246)

拘束条件 (5.235) が MDASK 変換の元で不変であることは簡単に示すことができる。しかし Q

および P 変換では不変ではない。このことはこの拘束条件によって複合場として表される φµ
α の

Q および P 変換則が補正を受けることを意味している。P 変換は Q 変換の交換関係として与える

ことができるから、複合場として与えられた φµ
α の Q 変換に対する補正 δ′φ を計算しよう。R(Q)

についての拘束条件 (5.235) に (5.231) を作用させると、次の式を得る。

0 = γµδgaugeRµν(Q) + (δgaugeem
µ)γmRµν(Q) + γµδ′Rµν(Q)

=
1
4
Rµν

pq(M)γµγpqξ +
1
2
Rµν(D)γµξ − iRµν(A)γµγ5ξ − γµγνδ′φµ + 4δ′φν

+
1
4
γκRkν(Q)(ψκγkξ)− 1

16
γµγpqψν(ξγµRpq(Q)) +

1
16

γµγpqψµ(ξγνRpq(Q))(5.247)

最後の二つの項は R(Q) 中の ω に δ′ が作用して現れる項である。

この式を少し簡単にするために、R(M) の共変化 Rcov(M) を導入するのがよい。ω の変換則の

補正 (5.236) の結果、曲率テンソルの変換則も変化し、変換パラメータの微分が現れる可能性があ
る。例えば、δ′ を R(M) に作用させると、その中の dω に作用したときに変換パラメータ ξ の微

分を含む項が現れる。

δ′Rµνpq(M) = ∂µδ′ωνpq − ∂νδ′ωµpq + · · ·
=

1
4
(Rpq

α(Q)(γµ)αβ∂νξβ −Rpq
α(Q)(γν)αβ∂µξβ) + · · · (5.248)
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このことは δ′R(M) が ∂ξ を含んでしまうことを意味している。変換パラメータの微分は、対応す

るゲージ場（この場合には ψ）の変換則中でだけ現れるのが望ましい。そこで、次のように、R(M)
の共変化を定義し、拘束条件中の R(M) をこれで置き換えることにする。

Rcov
µνpq(M) = Rµνpq(M)− 1

4
(Rpq

α(Q)(γµ)αβψν
β −Rpq

α(Q)(γν)αβψµ
β) (5.249)

(5.247) を R(M) の代わりに Rcov(M) で書き直そう。そのために次の式を代入しよう。

1
4
γµγpqξRµνpq(M) =

1
4
γµγpqξRcov

µνpq(M)

+
1
16

γµγpqξ(ψνγµRpq(Q))− 1
16

γµγpqξ(ψµγνRpq(Q)) (5.250)

この式の後ろ二項と (5.247)の最後の二項と比較してみると、ちょうど · · ·ψµ)(ξ · · ·を− · · · ξ)(ψµ · · ·
で置き換えた形になっている。このことは ψµ と ξ が一つの積に入るようなフィルツ変換をした

際に、挿入される行列が対称なもの、すなわち γkl と γk だけが寄与することを意味している。さ

らに、γkl を挿入した場合には (5.255) を用いて 0 になることが分かる。従って残るのは γk 挿入

項だけであるが、実際計算してみるとそれがちょうど (5.247) の後ろから 3 番目の項を相殺するこ
とがわかる。

こうして、次の式が得られた。

2δ′φν + γνγµδ′φµ = −1
4
γµγpqξR

cov
µν

pq(M)− 1
2
γµξRµν(D)− iγ5γµξRµν(A) (5.251)

この式の γ トレース部分をとると次の式を得る。

6γνδ′φν =
1
4
γµνγpqξR

cov
µν

pq(M) +
1
2
γµνξRµν(D)− iγ5γµνξRµν(A) (5.252)

(5.252) を (5.251) に代入すれば、δ′φν が次のように与えられる。

δ′φν = −1
8
γµγpqξR

cov
µν

pq(M)− 1
48

γνγκλγpqξR
cov
κλ

pq(M)

−1
4
γµξRµν(D)− 1

24
γνγκλξRκλ(D)

− i

2
γ5γµξRµν(A)− i

12
γ5γνγκλξRκλ(A) (5.253)

さらに (5.253) は §5.5.3 で与える曲率テンソルについての恒等式を用いることによって次の形に
変形することができる。

δ′φν = −1
4
γqξRcov

νq (M)− i

2
γ5γµξRµν(A)− i

12
γ5γνγκλξRκλ(A) (5.254)

5.5.3 曲率テンソルに対する恒等式

R(Q) に対する拘束条件から従う式

拘束条件 (5.235) から従ういくつかの公式を与えておこう。次の式は γ 行列の交換関係を用いて

直ちに示すことができる。

γpqRpq(Q) = γpqγmRpq(Q) = γpqγmγnγkRpq(Q) = 0, γpqγmγnRpq(Q) = −8Rmn(Q).
(5.255)
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また、次の式もしばしば用いられる。

R̃mn
α(Q) ≡ 1

2
εmn

pqRpq
α(Q) = −i(γ5)α

βRmn
β(Q) (5.256)

これを示すには、γµνργσRρσ(Q) = 0 を変形していき、εmnpq = iγ5γmnpq を用いればよい。また、

(5.256) は以下の方法でも示すことができる。拘束条件 (5.235) は R(Q) の低スピン成分を落とす
ので、残った部分は (4, 1) または (1, 4) 表現に属するから、3 階対称スピノル ψαβγ および ψαβγ

を用いて次のように表すことができる。

Rpq
γ(Q) = (γpq)αβψαβγ , Rpq

γ(Q) = (γpq)αβψαβγ (5.257)

これを用いると

εmnpqRpq
γ(Q) = (iγmnpqγpq)αβψαβγ = −2i(γmn)αβψαβγ = −2iRmnγ(Q) (5.258)

を示すことができ、カイラリティが逆のもとあわせれば (5.256) を得る。
(5.256) を用いて示される次の式もしばしば用いられる。

γkRlµ(Q) + γlRµk(Q) + γµRkl(Q) = εklµpγqR̃
pq(Q) = −iεklµpγqγ

5Rpq(Q) = 0 (5.259)

R(M) についての恒等式

リーマン幾何学では、曲率テンソルに対していくつかの恒等式が成り立つが、ここで考えている

R(M) は捩率の寄与のためにそのままの恒等式は満足しない。
ここでは R(P ) に対するものと R(Q) に対するものの二つの拘束条件を用いて得ることができ

る拘束条件について述べる。

ビアンキ恒等式 (5.22) から P 成分を取り出せば

0 = [ê, R̂(M)] + [ê, R̂(D)] + [ψ̂, R̂(Q)]

=
(

ek ∧Rkm(M)− em ∧R(D)− 1
4
ψ ∧ γmR(Q)

)
Pm = 0 (5.260)

ただし、R(P ) に対する拘束条件を用いた。(5.259) を用いれば次の式を示すことができる。

ek ∧Rcovkm(M) = ek ∧Rkm(M)− 1
4
ψ ∧ γmR(Q) (5.261)

したがって、(5.260) は次のように書き換えられる。

Rcov
µνλ

m(M)|[λµν] = em
λ Rµν(D)|[λµν] (5.262)

ただし、· · · |[λµν] は 3 つの添え字に対しての反対称部分を表す。γ 行列の反対称積を用いて次の

ようにも書ける。

γµνλRcov
µνλ

m(M) = γmµνRµν(D) (5.263)

この両辺に γm をかければ

− 2γµλRcov
µλ (M)− γµνλmRcov

µνλm(M) = 2γµνRµν(D) (5.264)

すなわち、次の二つの式が成り立つ。

Rcov
[µνpq](M)|[µνpq] = 0, (5.265)
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Rcov
µν (M)|[µν] = −Rµν(D). (5.266)

さらに、公式 (5.262) の添え字を適当に入れ替えてたし引きすることで次の式も示すことができる。

Rcovm̂
n̂p̂q̂

(M)|
[n̂p̂q̂]

= R
n̂p̂

(D)δm̂

q̂
|
[n̂p̂q̂]

(5.267)

5.5.4 fµ
m を与える拘束条件

eµ
m̂ と ψµ

α の上で Q 変換を二回行い、一般座標変換になることを要請すると R(P ) と R(Q)
に対する拘束条件をおく必要があることが分かった。これら以外のゲージ場に対しても同じ要請を

すると、さらにもう一つの拘束条件が必要であることがわかる。そのことを見るために、場 wµ と

cµ の上で Q 変換を二回行って交換関係として一般座標変換が現れるかどうかを見てみよう。一回

Q 変換を行うと、

δ1wµ = −1
4
ξ1φµ, δ1cµ =

3i

8
ξ1γ

5φµ (5.268)

が得られる。二回目の Q 変換は φµ に作用するが、ゲージ変換については、交換関係として Pm

を与える。補正部分については、(5.254) を用いれば

δ′2δ1wµ =
1
16

(ξ1γ
qξ2)Rcov

µq (M) +
i

8
(ξ1γ

5γqξ2)Rqµ(A) +
i

48
(ξ1γ

5γµγpqξ2)Rpq(A),(5.269)

δ′2δ1cµ = − 3i

32
(ξ1γ

5γqξ2)Rcov
µq (M) +

3
16

(ξ1γ
qξ2)Rqµ(A) +

1
32

(ξ1γµγpqξ2)Rpq(A)(5.270)

ξ1 と ξ2 の入れ替えに対して反対称な部分をとり、補正 δ′φ の交換関係への寄与を求めると、

εmP ′mwµ = (δ′1δ2 − δ′2δ1)wµ = εq

[
1
2
Rcov

µq (M)− 1
6
εqµ

ρσRρσ(A)
]

, (5.271)

εmP ′mcµ = (δ′1δ2 − δ′2δ1)cµ = εqRqµ(A) (5.272)

ただし、εm は ξ1 と ξ2 によって (5.228) のように与えられる。このうち、cµ の変換については、

得られた Pm 変換の補正項は cµ の上で (5.234) が成り立つことを保障する。しかし、wµ につい

てはそうはなっていない。

δfull,mod
gc (ελ)wµ = δfull,ori

gc (ελ)wµ − ελem
λ P ′mwµ = εqRqµ(D)− εq

[
1
2
Rcov

µq (M)− 1
6
εqµ

ρσRρσ(A)
]

,

(5.273)
したがって、wµ の上でも (5.234) が成立するためには次の式が成り立つ必要がある。

1
2
Rcov

µq (M)− 1
6
εqµ

ρσRρσ(A) = Rqµ(D). (5.274)

あるいは、(5.266) を用いることによって次のように書き換えることもできる。

Rcov
qµ (M)− 1

3
εqµ

ρσRρσ(A) = 0. (5.275)

この式を第３の拘束条件として採用しよう。この式は K
m̂
変換に対応するゲージ場 fµ

m̂ を代数的

に含んでおり、f をそれ以外のゲージ場の複合場として表すのに用いることができる。

この拘束条件が MDAK 変換の元で不変であることはすぐに確かめることができる。また、S 変

換の元で不変であることも以下のように確かめられる。

R(M) の S 変換は次のように与えられる。

δS
gaugeR

cov
µνpq(M) = −1

4
ζγpqRµν(Q)− 1

2
ζγµνRpq(Q). (5.276)
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二項目は共変化によって加わる ψR(Q) 項のグラビティーノの S 変換から得られる。添え字を一

組縮約すれば

δS
gaugeR

cov
µν (M) = −1

4
ζRµν(Q) (5.277)

が得られる。一方、R(A) の S ゲージ変換は次のように与えられる。

δS
gaugeRµν(A) = −3i

8
ζγ5Rµν(Q). (5.278)

(5.256) を用いれば、このホッジ双対テンソルに対して次の式が得られる。

δS
gaugeεµν

pqRpq(A) = −3
4
ζRµν(Q) (5.279)

(5.276) と (5.279) を組み合わせれば、拘束条件 (5.275) の S 変換の元での不変性が示される。

拘束条件 (5.275) を解いて fµ
m を求めよう。拘束条件の f 依存性は

0 = Rcov
µν

mν(M)− 1
3
εµ

mρσRρσ(A) = 2eµ
mf + 4fµ

m + · · · (5.280)

であり、そのトレース部分は

0 = Rcov
pq

pq(M) = 12f + · · · (5.281)

従って

0 =
1
4
Rcov

νλ
qλ(M)− 1

24
eν

qRcov
kl

kl(M)− 1
12

εν
qρσRρσ(A) = fν

q + · · · (5.282)

すなわち、f は次のように与えられる。

fν
q = −1

4
R

cov(f=0)
νλ

qλ(M) +
1
24

eν
qR

cov(f=0)
kl

kl(M) +
1
12

εν
qρσRρσ(A) (5.283)

ただし、Rcov(f=0)(M) は Rcov(M) の f 項を除いたものである。

拘束条件 (5.275) を用いると、φµ
α に対する Q 変換の補正 (5.254) は次の形にまで整理するこ

とができる。

δ′φν = − i

3
γ5γµξRµν(A)− i

6
γ5γν

κλξRκλ(A) = − i

6
γ5γκλγνξRκλ(A) (5.284)

ここまでに得られた拘束条件をまとめておこう。

拘束条件¶ ³

(5.224)
Rµν

m̂(P ) = 0 (5.285)

(5.235)
γµRµν(Q) = 0 (5.286)

(5.275)

Rcov
µν (M)− 1

3
εµν

ρσRρσ(A) = 0 (5.287)

これらは全て MDASK 不変である。
上記の拘束条件をおくことにより、ω、φ、f が複合場となり、Q 変換則に次の補正がつく。

δ′ω
µp̂q̂

= −1
4
(ξγµR

p̂q̂
(Q)), (5.288)

δ′φν = − i

3
γ5γµξRµν(A)− i

6
γ5γν

κλξRκλ(A) = − i

6
γ5γκλγνξRκλ(A) (5.289)

µ ´
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これまでに導入した拘束条件によって、em
µ、ψα

µ、cµ、wµ の上で δfull
gc = 0 が成り立つことが保

障される。また、これら以外のゲージ場 ω、φ、f は複合場として表される。したがって全ての場

の上で δfull
gc = 0 が成り立つことが保障される。

5.5.5 補正された代数

拘束条件の設定によって、Q 変換と P 変換は補正を受ける。これらの補正された変換がどのよ

うな代数を満足するかを見ておこう。その際、独立な場 em
µ、ψα

µ、wµ、cµ の上での代数を見れば

十分である。

MDASK 変換については複合場も含め全ての場の変換則が変化しないから、代数もそのままで
ある。

Q変換と MDASK変換の交換関係について見てみよう。独立な場に対しては Q変換も MDASK
変換も補正が無いので、交換関係に対する補正項が現れる可能性があるのは、MDASK 変換をし
た結果現れる複合場に Q 変換が作用する場合である。しかし、ゲージ変換則を見てみると、独立

な場に対する MDASK 変換を行っても複合場は現れない。したがって Q 変換と MDASK 変換の
交換関係も補正される前と全く同じ交換関係が成り立つ。

Q 変換同士の反交換関係については、補正された Q 変換同士の反交換関係を補正された P 変

換として定義したので、やはり交換関係は元の形がそのまま成り立つ。

P 変換と MDASK 変換の交換関係については、ヤコビ恒等式を用いることで

[P, O] = [{Q, Q}, O] = [Q, {Q,O}] + [Q, {Q,O}] (5.290)

のように変形することができ、Q と MDASK 変換の交換関係を組み合わせとして与えられるので、
交換関係が変化しないことがわかる。

以上のことから、ε1 と ε2 が P 変換以外の場合、重力多重項中の全ての場の上で次の交換関係

が成り立つ。

[δ(ε1)δ(ε2)− δ(ε2)δ(ε1)]V = (−)XY εX
1 εY

2 fXY
ZZV (5.291)

この式は形式的にゲージ変換の場合とまったく同じであるが、Q 変換が含まれる場合には全て補

正された Q 変換で置き換えられているとする。また、右辺に P 変換があらわれる場合にはそれも

補正された変換に置き換えられる。

独立場に対する P 変換の補正は次のように与えられる。

P ′kem
µ = 0, (5.292)

P ′kψα
µ = Rkµ

α(Q), (5.293)

P ′kwm
µ = Rkµ(D), (5.294)

P ′kcm
µ = Rkµ(A). (5.295)

これらは丁度補正される前のゲージ変換を用いた一般座標変換

δfull,ori
gc (εµ)V X = ελRλµ

X (5.296)

の右辺を相殺し、δfull,mod
gc = 0 となるために必要な項である。δfull,mod

gc = 0 は複合場に対しても成
り立つが、今度は Q 変換に対する補正も考慮しなければならない。すなわち、

0 = δfull,mod
gc (εµ) = δfull,ori

gc (εµ)− εµψα
µQ′α − εµek

µP ′k (5.297)
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が成り立つ。従って、P 変換の補正は

P ′kV X
µ = Rkµ

X − ψα
k Q′

αV X
µ (5.298)

となる。これは複合場だけではなく、独立なゲージ場に対しても成り立つ式である。

P 変換とQ変換の交換関係は次のように求めることができる。まず、(5.31)より [δfull,ori
gc (εµ), Qori(ξα)] =

0 が成り立つ。このことを用いて [δfull,mod
gc (εµ), Qmod(ξα)] = 0 がどのように与えられるかを考えて

みよう。(5.31) を示す際には、ゲージ変換の交換関係が構造定数 fXY
Z によって与えられることを

用いた。代数が補正された後でも、P 変換を含まない交換関係については、やはり構造定数 fXY
Z

で与えられる。もし [P, Q] についても同様のことが成り立てば [P,Q] = 0 であるはずであるが、ま
だ実際にそうか分からない。さらに (5.31) を示す際には、ゲージ場のゲージ変換が δV Z

µ = DµεZ

と与えられることも用いたが、これも代数が補正された後には正しくない。以上のことを考慮する

と、交換関係は次のように変更される。

[δfull,mod
gc (εµ), Qmod(ξα)] = −ξαεµem

µ [Pmod
m , Qmod

α ] + δX(εµδ′Q(ξα)V X
µ ) (5.299)

一方、拘束条件 δfull,mod
gc = 0 が成り立つから、この式は常に 0 になるはずである。このことから、

次の交換関係が得られる。

ξαεm[Pmod
m , Qmod

α ] = δX(εµδ′Q(ξα)V X
µ ) (5.300)

P 変換同士の交換関係も同様の方法で求めることができる。すなわち、[δfull,ori
gc (εµ

1 ), P ori(εm
2 )] = 0

が成り立つことは知っているので、ここから変換則の補正を考慮することで [δfull,mod
gc (εµ

1 ), Pmod(εm
2 )]

を計算すると、

[δfull,mod
gc (εµ

1 ), Pmod(εm
2 )] = −εµ

1em
µ [Pmod

m , εn
2Pmod

n ]− εµ
1ψα

µ [Qmod
α , εn

2Pmod
n ] + εµ

1 (εm
2 P ′mV X

µ )OX

= −εµ
1em

µ [Pmod
m , εn

2Pmod
n ]− εµ

1 εν
2Rcov

µν
ZOZ (5.301)

最後の行へ移る際に (5.298) と (5.300) を用いた。Rcov
µν

Z は超共変化された曲率テンソルであり、

次のように定義される。

Rcov
µν

ZOZ = Rµν
X − ψα

µQ′αV X
ν + ψα

ν Q′αV X
µ (5.302)

δfull,mod
gc が任意の場に対して成り立つことから (5.301) は 0 になるはずである。従って、次の交換
関係が得られる。

[Pmod
m , Pmod

n ] = −Rcov
mn

ZOZ . (5.303)

5.5.6 曲率テンソルの展開式

実際にラグランジアンなどを与える場合には、拘束条件を解いて得られた複合場の式を代入し、

リーマン曲率テンソルなどを用いて書く必要がある。ここではフェルミオンを含まない部分に注目

して補助場の式を曲率テンソルに代入した結果を与えておこう。

まず R(A) はボゾン部分については複合場を含まないので、拘束条件を解く必要が無く、次のよ
うに与えられる。

Rµν(A) = ∂µcν − ∂νcµ (5.304)

拘束条件を用いれば

Rµν(M) = −Rµν(D) =
1
3
εµν

ρσRρσ(A) (5.305)
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R(M) を与えるためには、補助場 f をまず求める必要がある。補助場 f は R(ω) を用いて書かれ
ているが、ω は次のように与えられる。

ωµ
pq = ωµ

pq(e) + ep
µwq − eq

µwp (5.306)

これを R(ω) に代入すれば

Rµν
pq(ω) = Rµν

pq(ω(e)) + ep
νDω(e)

µ wq − eq
νDω(e)

µ wp − ep
µDω(e)

ν wq + eq
µDω(e)

ν wp,(5.307)

Rµ
p(ω) = Rµ

p(ω(e))− 2Dω(e)
µ wp − ep

µDω(e)
q wq, (5.308)

R(ω) = R(ω(e))− 6Dω(e)
q wq (5.309)

これらを用いることで

fµ
p = −1

4
Rµ

p(ω) +
1
24

eµ
pR(ω) +

1
12

εµ
pqrRqr(A)

= −1
4
Rµ

p(ω(e)) +
1
24

eµ
pR(ω(e)) +

1
12

εµ
pqrRqr(A) +

1
2
Dω(e)

µ wp (5.310)

これを R(M) の式に代入すると、

Rµν
pq(M) = Rµν

pq(ω) + 2(eµ
pfν

q − eµ
qfν

p − eν
pfµ

q + eν
qfµ

p)

= Rµν
pq(ω(e)) + 4

[
−1

2
ep
µRν

q(ω(e)) +
1
12

ep
µeν

qR(ω(e)) +
1
6
ep
µεν

qrsRrs(A)
]

[µν][pq]

(5.311)

ただし、[· · ·][µν][pq] は µ と ν および p と q のそれぞれに対する反対称化を意味する。

5.6 物質場の導入

5.6.1 物質場に対する拘束条件

物質場の変換則は次の二つの関係式が成り立つことを要請することで決めることができる。

0 = δfull
gc (εµ)φ = εµDµφ = εµDcov

µ φ− εmPmφ (5.312)

[εX′
1 OX′ , εX′

2 OX′ ]φ = εY ′
2 εX′

1 fX′Y ′
ZOZφ (5.313)

ここで、大域座標の添え字を持たない場 φ に対する共変微分 Dcov
µ を次のように定義する。

Dcov
µ φ = ∂µφ− Vµ

X′
OX′φ. (5.314)

ただし、プライム付きの添え字は Pm を除く生成子についての和を取ることを意味する。上記の

二つの関係式が成り立てば、P 変換を含む場合にもゲージ場の上での代数と全く同じものが成り

立つことを示すことができる。

これら二つの関係式を用いることで物質多重項を構成し、その変換則を決めることができる。ま

ず、物質多重項には有限個の場が含まれることを仮定しよう。すると、最小のワイルウェイトを持

つ場が必ず存在する。その場を X とし、多重項の「初項」と呼ぶことにする。X に対して S 変

換か K 変換を行えば、必ずワイルウェイトが減少するが、そのような場が存在すると X が多重

項中の最小ワイルウェイトの場であるという仮定に反する。従って次の式が成り立つ。

SαX = KmX = 0. (5.315)
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多重項の初項に課されるこの条件を初項条件と呼ぶことにする。SαX = 0 が成り立てば、交換関
係を用いることで K

m̂
X = 0 も示されるから、条件として課すのは SαX = 0 だけでよい。

初項 X のワイルウェイト、カイラルウェイト、スピンを適当に仮定しよう。これは X に対する

MDA 変換を与えることと等価である。

X に対して Q 変換を繰り返し行うことによって多重項中の他の場を与えることができる。ただ

し、Q 変換の 4 つの成分それぞれは自分自身と反可換であり、同じ Q 変換を二回連続して行うと

0 になる。また、Q 変換の順序を変えて作用させたものは、(5.312) と (5.313) を組み合わせるこ
とで得られる

{Qα, Qβ}φ = −1
4
(γm)αβPmφ = −1

4
(γm)αβDcov

m φ (5.316)

を用いて互いに関係しているから独立ではない。従って、X の一つの成分に対して Q 変換を作用

させることで得ることができる独立な成分は最高でも 24 = 16 個である。たとえば次のように成
分場を与えることができる。

V (X) =




X QαX QαQαX

QαX i(γ5γ
m̂

)αβ [Qα, Qβ ]X QβQβQαX

QαQαX QβQβQαX QαQβQβQαX




(5.317)

X が複素スカラー場であればこの中には、4 つの複素スカラー場、一つの複素ベクトル場（４成
分）4 つのワイルスピノル場が含まれる。
初項条件を満足する場 X が与えられれば、(5.317) のように成分場を定義することで常にX を

初項とする多重項を作ることができる。このような多重項を V (X) と表すことにする。ただし、
初項 X は定まったウェイトとスピンを持つことを常に仮定する。多重項 V (X) のウェイトは初項
X のウェイトによって定義される。

これら 16 個の成分に対するMDASK変換は交換関係 (5.313) を用いることで初項の MDASK
変換に帰着させることができる。また、Q 変換や P 変換についても適当に交換関係を用いること

で他の成分場の組み合わせとして与えることができる。

S 変換は場に線形に作用するので、スピン、ウェイトの等しい二つの場 X1 と X2 がどちらも

初項条件 (5.315) を満足すればそれらの和も初項条件を満足する。したがって、X1 + X2 を初項と

する多重項を構成することができる。これによって二つの多重項 V (X1) と V (X2) の和を定義す
る。すなわち

V (X1) + V (X2) ≡ V (X1 + X2) (5.318)

超対称変換の線形性より、V (X1) + V (X2) の成分場はそれぞれの多重項の対応する成分場の和で
ある。

S 変換は場の積に作用する際にライプニッツルールを満足する。したがって、二つの場 X1 と X2

がどちらも初項条件 (5.315) を満足すれば、それらの積 X1X2も同様に初項条件を満足し、X1X2

を初項とする多重項 V (X1X2) を構成することができる。この多重項を、二つの多重項の積とし
て定義する。すなわち、

V (X1)V (X2) ≡ V (X1X2) (5.319)

V (X1) と V (X2) のウェイトをそれぞれ (nD, nA) および (n′D, n′A) とすれば V (X1X2) のウェイ
トはそれらの和 (nD + n′D, nA + n′A) である。二つの表現の積 V (X1)V (X2) の成分場を、V (X1)
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と V (X2) の成分場を用いて表すには、(5.315) による V (X1X2) の成分場の定義式に対して Q 変

換のライプニッツ則を適用すればよい。

一般に、初項条件を満足するいくつかの場があったときに、それらの任意の関数を初項とする多

項式も同様に定義される。

f(V (X1), . . . , V (Xk)) ≡ V (f(X1, . . . , Xk)) (5.320)

5.6.2 共変微分

任意の場の共変微分を Pm 以外の生成子

δ = εY ′OY ′ (5.321)

によって変換してみよう。

δ(Dcov
µ φ) = ∂µδφ− δVµ

X′
OX′φ− Vµ

X′
δ(OX′φ)

= ∂µ(εY ′OY ′φ)− (∂µεX′
+ (−)Y Z′Vµ

Y εZ′fY Z′
X′

+ δ′Vµ
X′

)OX′φ− Vµ
X′

εY ′OY ′OX′φ

= εY ′∂µ(OY ′φ)− εZ′Vµ
Y fY Z′

X′
OX′φ− δ′Vµ

X′
OX′φ− Vµ

X′
εY ′OY ′OX′φ (5.322)

パラメータの微分を含む項は相殺している。その意味でこの微分は共変的である。さらに (5.322)
の最後の項を

OY ′OX′φ = fY ′X′ZOZφ + (−)Y ′X′
OX′OY ′φ (5.323)

と変形すれば、次のように書き換えることができる。

δ(Dcov
µ φ) = εY ′∂µ(OY ′φ)− εY ′Vµ

X′
OX′OY ′φ

−εZ′Vµ
Y fY Z′

X′
OX′φ + εY ′Vµ

X′
fX′Y ′

ZOZφ

−(δ′Vµ
X′

)OX′φ. (5.324)

右辺の一行目は、OY ′φ の共変微分になっている。二行目の二つの項は互いにほぼ相殺するが、添

え字が P 変換を含むかどうかについて完全に一致していないので、P 変換を含む部分だけが次の

ように残る。

δ(Dcov
µ φ) = εY ′Dcov

µ (OY ′φ)− εZ′eµ
m̂fP

m̂
Z′

X′
OX′φ +

1
4
(ξγm̂ψµ)P

m̂
φ− (δ′Vµ

X′
)OX′φ (5.325)

ここで、右辺第３項が次のように表されることに注目しよう。

1
4
(ξγm̂ψµ)P

m̂
φ = δQeµ

m̂Dcov

m̂
φ = (δeµ

m̂ − λµ
m̂ + σeµ

m̂)Dcov

m̂
φ (5.326)

右辺の括弧の中の δeµ
m̂ の部分は、(5.325) の左辺の共変微分Dcov

µ = eµ
m̂Dcov

m̂
をDcov

m̂
で置き換

えれば消去することができる。こうして次の式を得る。

δ(Dcov

m̂
φ) = εY ′Dcov

m̂
(OY ′φ)− εZ′fP

m̂
Z′

X′
OX′φ− λ

m̂
n̂Dcov

n̂
φ + σDcov

m̂
φ− (δ′Vµ

X′
)OX′φ (5.327)

変換が Q 変換である場合には、次の式が成り立つ。

δQ(Dcov

m̂
φ) = ξαDcov

m̂
(Qαφ)− (δ′V

m̂
X′

)OX′φ (5.328)
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(5.327) を用いると、共変微分の共変微分が次のように分解できる。

Dcov

m̂
Dcov

n̂
φ = ∂

m̂
Dcov

n̂
φ− V Y ′

m̂
Dcov

n̂
(OY ′φ) + ω

m̂n̂
k̂Dcov

k̂
φ− w

m̂
Dcov

n̂
φ

+V Y ′

m̂
fP

n̂
Y ′

Z′OZ′φ + ψ
m̂

αQ′
αV

n̂
X′

OX′φ (5.329)

第１項の外側の微分 ∂
m̂
が Dcov

n̂
φ = e

n̂
νDcov

ν φ の多脚場に作用して現れる項は、一行目のそのほ

かの二つの項と組み合わせてDMD
µ ek̂

λ の形にまとめることができる。すなわち、

∂
m̂

Dcov

n̂
φ + ω

m̂n̂
k̂Dcov

k̂
φ− w

m̂
Dcov

n̂
φ = eµ

m̂
eν

n̂
∂µDcov

ν φ− eµ

m̂
eλ

n̂
(∂µek̂

λ + ωµ
k̂

l̂
êl
λ + wµek̂

λ)Dcov

k̂
φ

= eµ

m̂
eν

n̂
∂µDcov

ν φ− eµ

m̂
eλ

n̂
(D(MD)

µ ek̂
λ)Dcov

k̂
φ (5.330)

m と n についての反対称部分をとれば、DMD
µ ek̂

λ の項は捩率のグラビティーノ項になり、

(∂
m̂

Dcov

n̂
φ + ω

m̂n̂
k̂Dcov

k̂
φ− w

m̂
Dcov

n̂
φ)− [m̂n̂] = eµ

m̂
eν

n̂
∂µDcov

ν φ− [m̂n̂]− T k̂

m̂n̂
(ψ)Dcov

k̂
φ (5.331)

さらに、(5.331) の第 1項と (5.329) の第 2項を定義に従って分解し、整理すると、

∂µ∂νφ− (∂µV Y ′
ν )OY ′φ− V Y ′

ν ∂µ(OY ′φ)− V Y ′
µ ∂ν(OY ′φ) + V Y ′

µ V X′
ν (OX′OY ′φ)− [µν]

= −(∂µV Y ′
ν )OY ′φ + V Y ′

µ V X′
ν (OX′OY ′φ)− [µν]

= −(∂µV Y ′
ν − ∂νV Y ′

µ )OY ′φ− V Y ′
ν V X′

µ fX′Y ′
ZOZφ (5.332)

これはほぼ −RY ′
µνOY ′φ を与えるが、添え字が P

m̂
を含むかどうかでずれが生じる。

= −Rµν
Y ′OY ′φ + V Y ′

ν em̂
µ fP

m̂
Y ′

Z′OZ′φ− V X′
µ en̂

ν fP
n̂

X′Z
′
OZ′φ +

1
4
(ψµγm̂ψν)Dcov

m̂
φ (5.333)

この第 2、第 3項はちょうど (5.329) の二行目第 1項と、第 4項は (5.331) の最後の項と相殺し、最
終的に次の式を得る。

[Dcov

m̂
, Dcov

n̂
]φ = −R

m̂n̂
Y ′OY ′φ +

(
ψ

m̂
αQ′αV

n̂
X′

OX′φ− [m̂n̂]
)

(5.334)

5.7 カイラル多重項

初項条件 (5.315) よりもさらに強い次の条件

Sαφ = Sαφ = Qαφ = 0 (5.335)

を満足する場 φ を初項とする多重項を考えてみよう。

φ に Qα 変換を作用させると消えてしまうから、成分場の構成に使用できるのはカイラリティが

正の Qα の二成分だけである。したがって 22 = 4 つの成分を含む多重項が得られる。この多重項
はカイラル多重項と呼ばれる。カイラル多重項の初項に対する条件 (5.335) をカイラル条件と呼ぶ
ことにしよう。φ がカイラル条件を満足するとき、多重項 V (φ) がカイラル多重項であることを強
調するために Σ(φ) と書くことにする。

φ がカイラル条件 (5.335) を満足するとき、その複素共役 φ∗ は次の条件を満足する。

Sαφ = Sαφ = Qαφ = 0 (5.336)
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この条件を満足する初項より構成される多重項 V (φ∗) は反カイラル多重項と呼ばれ、Σ(φ∗) のよ
うに表すことにする。

カイラル多重項の成分場¶ ³

カイラル多重項に含まれる成分場を次のように φ, χ, F とおく。

Σ(φ) =
(

φ, χα = 2Qαφ, F = Qαχα = 2Q2φ = 2QαQαφ
)
. (5.337)

これは、超場形式でのカイラル多重項の成分場の定義 (4.234) と対応している。
µ ´

φ のワイルウェイトとカイラルウェイトを nD および nA とすれば、カイラル多重項の成分場は

それぞれ次のウェイトを持つ。

φ χα F

Weyl weight nD nD + 1/2 nD + 1
chiral weight nA nA − 1 nA − 2

(5.338)

カイラル多重項のウェイトと言った場合にはその成分場 φのウェイトをさす。カイラル条件 (5.335)
より {Sα, Qβ}φ = 0 であり、交換関係 (5.159) を用いると、次の関係式を示すことができる。

nD =
3
2
nA. (5.339)

つまり、カイラル多重項のワイルウェイトとカイラルウェイトは独立に取ることはできない。

物質場、すなわちカイラル多重項とベクトル多重項の変換則などは [13] に与えられている。ま
たそこではゲージ固定によってどのようにコンフォーマル超重力理論からポアンカレ超重力理論を

得ることができるかが与えられている。

5.7.1 変換則

MDA 変換はスピンとウェイトが与えられれば決まるので、改めて考える必要はない。P 変換と

K 変換については Q 変換と S 変換の交換関係として与えられるから、ここでは Q 変換と S 変

換を決めることを考えよう。

まず、成分場 φ について見てみよう。S 変換と Qα 変換は、φ に対する初項条件 (5.335) によ
り 0 である。また、Qα 変換は (5.337) に与えられた χ の定義式で与えられる。こうして、スカ

ラー場 φ に対する変換則が決定された。

φ の変換則¶ ³

δφ = −1
2
ξαχα (5.340)

これを用いると、(5.314) により定義される共変微分 Dcov
µ φ の具体形を次のように与えるこ

とができる。

Dcov
µ φ = ∂µφ− nDwµφ− inAcµφ +

1
2
ψµαχα (5.341)

µ ´
次に、フェルミオン χ の変換則を決定しよう。まず、Qα 変換については、(5.337) に与えられ

た χ の定義式を用いると、Qαχβ = 2QαQβφ であるが、α と β について対称な部分については、
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交換関係を用いれば 0 である。したがってこの右辺は 1αβ に比例しており、(5.337) で定義された
成分場 F を用いて次のように書くことができる。

Qαχβ = −1
2
1αβF (5.342)

あるいは、変換パラメータをあらわに書けば (ξαQα)χβ = (1/2)ξβF となる。

χα の Qα 変換は、(5.337) に与えられた χ の定義式および (5.335) を用いて

Qαχβ = 2{Qα, Qβ}φ = −1
2
(γµ)αβDcov

µ φ (5.343)

となる。

χ の Sα 変換は Sαχβ = 2{Sα, Qβ}φ = 0 より 0 である。一方 Sα 変換は

Sαχβ = 2{Sα, Qβ}φ

=
(
−1

2
D +

3i

4
A

)
1αβφ

= −
(

1
2
nD +

3
4
nA

)
1αβφ

= −3
2
nA1αβφ (5.344)

となる。以上で χの Q変換および S 変換が全て決定された。χの K 変換は、ウェイトが nD−1/2
の場を与えるが、そのようなものは存在しないので 0 である。

χ の変換則をまとめておこう。

χ の変換則¶ ³

δχα =
1
2
ξαF − 1

2
(γµ)α

βξβDcov
µ φ +

3
2
nAζαφ (5.345)

共変微分は

Dcov
µ χα = ∂µχα +

1
4
ωµ

pq(γpq)α
βχβ − 1

2
ψµ

αF +
1
2
(γλ)α

βψµ
βDcov

λ φ

−
(

3
2
nA +

1
2

)
wµχα − i(nA − 1)cµχα − 3

2
nAφµ

αφ (5.346)

µ ´
最後に F の変換則を決定しよう。(5.342)の両辺にQγ を作用させると、QγQαχβ = −(1/2)1αβQγF

が得られるが、この左辺は γ と α について対称であるから、1γα を両辺にかけると、QαF = 0 が
得られる。したがって、F にこれ以上 Qα 変換を作用させても新たな場を得ることはできず、φ、

χ、F だけで閉じた表現をなす。

(5.342) の両辺に Qγ を作用させると、交換関係を用いて次のように変形できる。

− 1
2
1αβQγF = QγQαχβ

= {Qγ , Qα}χβ −QαQγχβ

= −1
4
(γµ)γαDcov

µ χβ − 2Qα{Qγ , Qβ}φ

= −1
4
(γµ)γαDcov

µ χβ +
1
2
Qα(γµ)γβDcov

µ φ (5.347)
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最後の項の Qα 変換は γµ = γmem
µ に含まれる em

µ と、Dcov
µ φ の両方に作用する。Dcov

µ φ の Qα

変換については、(5.328) を用いれば、次の式が得られる。

QαDcov
m φ =

1
2
Dcov

m χα (5.348)

これを (5.347) に代入すると、

− 1
2
1αβQγF = −1

4
(γµ)γαDcov

µ χβ +
1
4
(γµ)γβDcov

µ χα

=
1
4
1αβ(γµ)γ

δD
cov
µ χδ (5.349)

したがって、F の Qγ 変換則は次のようになる。

QγF = −1
2
(γµ)γ

δD
cov
µ χδ (5.350)

次に S 変換であるが、

Sα1βγF = −2SαQβχγ

= −2{Sα, Qβ}χγ + 2QβSαχγ

= −2
(

1
8
(γpq)αβMpq − 1

4
1αβD +

3i

8
1αβA

)
χγ − 3nA1αγQβφ

=
1
8
(γpq)αβ(γpqχ)γ − 1

2
1αβχγ +

3
2
nA1αβχγ − 3

2
nA1αγχβ (5.351)

うしろ二つの項は βγ について反対称であるが、実ははじめ二つの項も βγ について反対称である

ことが分かる。このことは、たとえば (γmn)βγ を掛けてみればわかる。したがって、フィルツ変

換の結果、

SαF = −
(

3
2
nA − 1

)
χα (5.352)

が得られる。

Sα 変換は 0 であることが Sα1βγF = −2{SαQβ}χγ = 0 のように示される。Km 変換について

も、{Sα, Sβ}F = Sβ

(
3
2nA − 1

)
χα = 0 よりやはり 0 である。

F の変換則¶ ³

δF =
1
2
ξα(γµ)α

βDcov
µ χβ +

(
3
2
nA − 1

)
ζαχα (5.353)

µ ´
こうして得られた全ての変換則をワイル表示に直してまとめておこう。
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カイラル多重項の変換則¶ ³

カイラル多重項は Sα 変換と Km 変換のもとで不変である。スピン、ウェイトを見れば M、

D、A 変換則は直ちに分かるのでここでは省略した。また、一般座標変換も省略した。以下に

与えるのは Qα、Qα、Sα に対する変換則である。ワイル表示を用いる。

δφ =
1
2
ξχ, (5.354)

δχ =
1
2
ξF − i

2
σµξDcov

µ φ +
3
2
nAζφ, (5.355)

δF =
i

2
ξσµDcov

µ χ−
(

3
2
nA − 1

)
ζχ (5.356)

共変微分は次のように与えられる。

Dcov
µ φ = ∂µφ− 3

2
nAwµφ− inAcµφ− 1

2
ψµχ, (5.357)

Dcov
µ χ = ∂µχ +

1
4
ωµ

pqσpqχ− 1
2
ψµF +

i

2
σλψµDcov

λ φ

−
(

3
2
nA +

1
2

)
wµχ− i(nA − 1)cµχ− 3

2
nAφµφ (5.358)

µ ´

5.7.2 運動多重項

X が初項条件を満足するスカラー場であるとしよう。このとき次の式が成り立つ。

QαQβQβX = 0, (5.359)

SαQβQβX = QβQβSαX

= 0, (5.360)

SαQβQβX = {Sα, Qβ}QβX −Qβ{Sα, Qβ}X

=
(

1− 1
2
nD +

3
4
nA

)
QαX (5.361)

したがって、もし X のウェイトが

1− 1
2
nD +

3
4
nA = 0 (5.362)

を満足すれば、QβQβX はカイラル条件 (5.335) を満足する。したがってこれを初項としてカイラ
ル多重項を構成することができる。これは運動多重項（kinetic multiplet）と呼ばれる。
例えば、カイラル多重項 Φ = Σ(φ) のウェイトが (nD, nA) = (1, 2/3) のとき、初項の複素共役

φ∗ はウェイト (nD, nA) = (1,−2/3) を持ち、条件 (5.362) が満足されるから、運動多重項

T (Φ∗) = Σ(F ∗) = Σ(2QαQαφ∗) (5.363)

を定義することができる。（カイラル多重項のウェイトが nD = 1 のときに成分場 F ∗ がカイラル

条件を満足することは変換則 (5.353) からも分かる。）
運動多重項は定義できるのは、反カイラル多重項についてだけではない。一般のベクトル多重

項に対しても、ウェイトが (5.362) を満足していれば運動多重項を定義することができる。また、
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一般のベクトル多重項 V = V (B) とカイラル多重項 Φ = Σ(φ) の積 ΦV の運動多重項を定義す

ると、

T (ΦV ) = Σ(2QαQα(φB)) = Σ(2φQαQαB) = ΦT (V ) (5.364)

となる。すなわち、カイラル多重項は外に出すことができる。

反カイラル多重項に対する運動多重項 T (Φ∗) の成分場をもとの多重項 Φ の成分場で表しておこ
う。ΦK = T (Φ∗) とし、その成分場を (φK = F ∗, χK , FK) とおく。まず、運動多重項の定義より
φK = F ∗ である。

フェルミオン成分 χK はこの最低次の成分の超対称変換として (5.337) によって定義されるから、

χα
K = 2QαF ∗

= −(γµ)α
βDcov

µ χβ

=
(
−γµDMDA

µ χ +
1
2
γµψµF ∗ − 1

2
γµγλψµDcov

λ φ∗ +
1
6
γµνψMDA

µν φ∗
)α

(5.365)

と決まる。

さらに FK 成分は (5.342) に従いさらにこれを超対称変換することによって定義される。

FK = Qαχα
K = −(γm̂)α

βQαDcov

m̂
χβ (5.366)

(5.328) を用いればDcovχ の Q 変換が次のようになることがわかる。

δQ(Dcov

m̂
χβ) = ξαDcov

m̂
(Qαχβ)− (δ′φ

m̂
α)Sαχβ − 1

2
(δ′ω

m̂
p̂q̂)M

p̂q̂
χβ

= −1
2
(γn̂ξ)βDcov

m̂
Dĉov

n̂
φ∗ − i

6
(γp̂q̂γ

m̂
ξ)βR

p̂q̂
(A)φ∗ − 1

16
(γ

p̂q̂
χ)β(ξγ

m̂
Rp̂q̂(Q))(5.367)

ここから ξ を取り除き、−(γm̂)α
β をかけてみると、R(M) および R(Q) を含む項は消え、運動多

重項の F 項が次のように得られる。

FK =□covφ∗ (5.368)

ただし、共形共変ダランベルシアン □cov は次のように定義される。

□covφ∗ = ηm̂n̂Dcov

m̂
Dĉov

n̂
φ∗ (5.369)

一般のカイラル多重項の φ 成分の共変微分について、その変換は (5.325) を用いることにより
次のように与えられる。

δ(Dcov
µ φ) = εY ′Dcov

µ (OY ′φ)− 1
2
ζα(γµ)α

βχβ − 2nD(εK)µφ +
1
4
(ξγm̂ψµ)Dcov

m̂
φ

= εY ′Dcov
µ (OY ′φ)− 1

2
ζα(γµ)α

βχβ − 2nD(εK)µφ + (δem̂
µ + σem̂

µ − λµ
m̂)Dcov

m̂
φ(5.370)

δem̂
µ Dcov

m̂
φ の部分は、左辺の共変微分の添え字を µ から m̂ にすることによって取り除くことが

できる。さらに第１項の Y ′ として実際に利くのはQα、D、A の 3 つである。その具体系を用い
ると、

δDcov

m̂
φ =

1
2
ξαDcov

m̂
χα + σ(nD + 1)Dcov

m̂
φ + iθnADcov

m̂
φ− λ

m̂n̂
Dcovn̂φ

−1
2
ζα(γ

m̂
)α

βχβ − 2nD(εK)
m̂

φ (5.371)
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この変換則を用いると、Dcov

m̂
φ をさらにもう一度共変微分した表式を得ることは簡単である。そ

してダランベルシアンが次のように与えられることを示すことができる。

□covφ = D
(MDA)

m̂
Dcovm̂φ +

1
2
ψµαDcovµχα − 1

2
χβ(γµ)β

αφµ
α + 2nDfµ

µφ (5.372)

運動多重項の F 成分は、nD = 1 とおき、この複素共役をとることにより得られる。複合場 φµ と

fµ
m̂ に対して (5.246) と (5.283) を代入すれば

FK = D
(MDA)

m̂
Dcovm̂φ∗ +

1
2
ψµαDcovµχα − 1

12
χβ(γµν)β

αψ(MDA)
µν

α − 1
6
Rcov(f=0)φ∗

= D
(MDA)

m̂
Dcovm̂φ∗ +

1
2
(ψµαD(MDA)µχα)− 1

12
(χβ(γµν)β

αψ(MDA)
µν

α)

−1
6
e
m̂

µeν

n̂
Rµν

m̂n̂(ω)φ∗ − 1
6
(ψµα(γν)α

βψ(MDA)µνβ)φ∗

−1
4
(ψµαψµα)F ∗ +

1
4
(ψµα(γλ)α

βψµβ)Dcov
λ φ∗ − 1

48
ψµγ5γµνρψMDA

νρ φ∗ (5.373)

5.7.3 F 項および D 項ラグランジアン

大域的な超対称性をもつ理論においては、カイラル多重項の F 成分は、超対称変換が全微分項

のみを含むため、その積分を超対称不変なラグランジアンとして用いることができた。超共形重力

理論においても同様の方法でラグランジアンを作ることができる。ただし、単に

L0 = eF (5.374)

では完全な全微分項にはならないので、ネーター処方を用いて補正項を加えていくことにする。

(5.374) が D と A で不変であるためには、F はワイルウェイト nD = 4、カイラルウェイト
nA = 0 を持つ必要がある。このときカイラル多重項のウェイト（すなわち φ 成分のウェイト）は

nD = 3、nA = 2 であり、ちょうど (5.339) を満足している。
(5.374) を QS 変換してみると、

L0 =
(

ie

2
ξσµDcov

µ χ− 2eζχ

)
+

(
i

4
(ψµσµξ)− i

4
(ψµσµξ)

)
eF

=
ie

2
(ξσµDµχ)− ie

4
(ψµσµξ)F − e

4
(ξσµσλψµ)Dcov

λ φ− 7ie

4
wµ(ξσµχ)

+
e

2
cµ(ξσµχ)− 3ie

2
(ξσµφµ)φ− 2e(ζχ) (5.375)

ただし、共変微分は次のように定義されている。

Dcov
µ φ = ∂µφ− 3wµφ− 2icµφ− 1

2
ψµχ, (5.376)

Dcov
µ χ = ∂µχ +

1
4
ωµ

pqσpqχ− 1
2
ψµF +

i

2
σλψµDcov

λ φ

−7
2
wµχ− icµχ− 3φµφ (5.377)

(5.375) の第２項を相殺するために

L1 =
ie

2
(ψµσµχ) (5.378)
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を導入しよう。この変換を計算してみると、

δL1 =
ie

4
(ψµσµξ)F +

e

4
(ψµσµσνξ)Dcov

ν φ +
3ie

2
(ψµσµζ)φ

+
ie

2
((Dµξ)σµχ) +

ie

4
wµ(ξσµχ)− e

2
cµ(ξσµχ) + 2e(ζχ)

+
[
δ(eem

µ)
i

2
(ψµσmχ)

]

4fermi

(5.379)

となる。(5.375) と (5.379) の間では比較的多くの項が相殺して、次のものが残る。

δL0 + δL1 =
ie

2
em

µDµ(ξσmχ)− e

2
(ξσµλψµ)Dcov

λ φ

−3ie

2
wµ(ξσµχ)− 3ie

2
(ξσµφµ)φ +

3ie

2
(ψµσµζ)φ + [· · ·]4fermi (5.380)

(5.380) の第１項は全微分項として落とすことはできない。

ie

2
em

µDµ(ξσmχ) =
3ie

2
wµ(ξσµχ) + [· · ·]4fermi (5.381)

これにより、(5.380) の wµ を含む項が消える。

δL0 + δL1 = −e

2
(ξσµλψµ)Dcov

λ φ− 3ie

2
(ξσµφµ)φ +

3ie

2
(ψµσµζ)φ + [· · ·]4fermi (5.382)

ここで、σµφµ に対して、(5.246) より得られる次の式を代入する。

σνφν =
i

6
σµνψµν +

i

6
wµσµνψν −

1
3
cµσµνψν (5.383)

また、Dcovφ についても (5.376) を代入する。代入の結果、次の式が得られる。

δL0 + δL1 =
e

2
(ξσµνψν)∂µφ +

e

2
(ξσµνDµψν)φ

−5e

4
wµ(ξσµνψν)φ− ie

2
cµ(ξσµνψν)φ +

3ie

2
(ψµσµζ)φ + [· · ·]4fermi (5.384)

これは次の項の変分によって相殺できる。

L2 =
e

4
(ψµσµνψν)φ (5.385)

L2 の変換は次のように与えられる。

δL2 =
e

2
((Dµξ)σµνψν)φ+

e

4
wµ(ξσµνψν)φ+

ie

2
cµ(ξσµνψν)φ− 3ie

2
(ζσνψν)φ+[· · ·]4fermi (5.386)

(5.384) と (5.386) の和は

δL0 + δL1 + δL2 =
e

2
em

µen
νDµ((ξσmnψν)φ)− ewµ(ξσµνψν)φ + [· · ·]4fermi (5.387)

この二つの項は相殺する。

L0 と L1 と L2 を合計すれば次のラグランジアンが得られる。

F 項ラグランジアン¶ ³

L = [Φ]F = eF +
ie

2
(ψµσµχ) +

e

4
(ψµσµνψν)φ (5.388)

µ ´
さらに、D 項ラグランジアンは、次のように定義される。

[· · ·]D = 2Re[T (· · ·)]F . (5.389)

これは、超対称性が大域的な場合の式 (2.43)に対応するものである。ただし、· · ·はnD = 2, nA = 0
を持つ一般の多重項である。
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5.7.4 重力カイラル多重項

F -項ラグランジアンを用いて重力場のラグランジアンを構成しよう。そのためには重力多重項
を含むカイラル多重項を構成する必要がある。

超場形式による解析では、重力場を含む二つのカイラル多重項が現れた。一つはグラビティーノ

のスピン 3/2 成分を初項に持つ T
m̂n̂

α̂ であり、もう一つは補助場 M を初項に持つ X − iY であ

る。まずは前者に対応するものを見てみよう。

カイラル多重項を構成するためには、カイラル条件を満足するような場を見つける必要がある。

R
m̂n̂

α(Q) がこの条件を満足する。この場はローレンツ群の表現 (3/2, 0) に属し、ワイルウェイト、
カイラルウェイトはそれぞれ nD = 3/2、nA = 1 である。これらはカイラル多重項の初項として
の条件を満足している。

S 変換が 0 になることは、曲率テンソルのゲージ変換則と拘束条件 R(P ) = 0 よりすぐにわか
る。また、Qα 変換が 0 であることも次のように示される。

Rµν
α(Q) を変換してみると、次の項以外は全て 0 であることはすぐにわかる。

δmod
Q (ξα)Rµν

α(Q) =
1
4
δ′Q(ξα)ω

µp̂q̂
(γp̂q̂)α

βψν
β − [µν]

= − 1
16

(γp̂q̂)α
βψν

β(ξγ(γµ)γ
δRp̂q̂

δ(Q))− [µν]. (5.390)

さらにフィルツ変換を行うと、

δmod
Q (ξα)Rµν

α(Q) =
1
32

(γp̂q̂γ
k̂
γµ)α

βR
p̂q̂

β(Q))(ξγ(γk̂)γ
δψν

β)− [µν]

= −1
4
R

k̂µ
α(Q))(ξγ(γk̂)γ

δψν
β)− [µν].

= R
µk̂

α(Q)δ(ξα)ek̂
ν − [µν]. (5.391)

この結果は、Rµν(Q) = eµ
m̂eν

n̂R
m̂n̂

(Q) の変換が多脚場部分の変換だけで表されることを意味し
ている。従って

δmod
Q (ξα)R

m̂n̂
α = 0 (5.392)

であり、初項条件は満足されている。

以上より、重力多重項のみを含むカイラル多重項

Σ(R
m̂n̂

α(Q)) (5.393)

が定義できる。

この多重項の第二成分を決めるために、R
m̂n̂

α(Q) の Qα 変換を行ってみよう。まず Rµν
α(Q)

の変換をみてみよう。

δmod
Q (ξα)Rµν

α(Q) =
1
4
(γ

p̂q̂
)α

βξβRµν
p̂q̂(M) +

1
2
ξαRµν(D)− iξαRµν(A)

+
2
3
ξαεµν

ρσRρσ(A) (5.394)

右辺二行目は複合場 φµ の δ′Q 変換によって現れる項である。拘束条件などを用いて整理すると、

δmod
Q (ξα)Rµν

α(Q) =
1
4
(γ

p̂q̂
)α

βξβRµν
p̂q̂(M) +

3
2
ξα

[
Rcov

µν (M) +
i

2
εµν

ρσRcov
ρσ (M)

]
(5.395)
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が得られる。さらに、多脚場を用いて添え字を局所ローレンツ系のものに変換した R
m̂n̂

(Q) を変
換すると、多脚場の Q 変換から右辺第１項の R(M) を Rcov(M) にする補正項が現れる。従って、
次の式が得られる。

δmod
Q (ξα)R

m̂n̂
α(Q) =

1
4
(γ

p̂q̂
)α

βξβRcov

m̂n̂

p̂q̂(M) +
3
2
ξα

[
Rcov

m̂n̂
(M) +

i

2
ε
m̂n̂

p̂q̂Rcov

p̂q̂
(M)

]
(5.396)

もう一つ、スピンを持たない重力カイラル多重項 X − iY について考えよう。このカイラル超場

は定数カイラル超場 1 に対する運動カイラル超場として X − iY = Pchiral1 と与えることができ
た。超コンフォーマル重力理論においても、定数カイラル超場のようなもの Φ1 を定義し、その運

動カイラル超場 T (Φ∗1) として、同様のものを定義することができる。運動カイラル超場が定義で
きるためには Φ1 のワイルウェイトは nD = 1 で無ければならないが、そうすると Φ1 を定数にお

くと D 変換や A 変換の対称性が破れる。このことを利用してコンフォーマル対称性を持たない、

Poincare 超重力理論を得ることができる。これについては別の節で詳しく見る。

5.7.5 カイラル多重項を含む超共形場理論

重力に結合した超コンフォーマル対称性を持つカイラル多重項の理論のラグランジアンを構成し

よう。ここでは最も簡単な、カイラル多重項が一つだけの場合を考える。もし Φ のワイルウェイ
トが 0 であると、ラグランジアンを構成するためのウェイトについての条件を満足することができ
ない。従って Φ のウェイトは 0 でない値にする必要がある。0 でなければ何乗かすることによっ
てどんなウェイトの場も構成することができるので、どのようなウェイトをとっても良いが、ここ

ではウェイト nD = 1 を持つカイラル多重項 Φ を用いることにし、その成分場を Φ = (φ, ∗, F ) と
しよう。ここではボゾン部分のみに注目する。Φ に対する運動多重項 T (Φ∗) = (φK , ∗, FK) の成
分場は次のように与えられる。

φK = F ∗, (5.397)

FK =
(

Dω(e)
m + wm +

2i

3
cm

)(
∂m − wm +

2i

3
cm

)
φ∗ − 1

6
R(ω(e))φ∗ + (Dω(e)

q wq)φ∗(5.398)

定数倍の自由度を除き Φ を用いて作ることのできる唯一のポテンシャル項は

[Φ3]F = 3eφ2F. (5.399)

また、Φ を用いて作ることのできる唯一の運動項は

1
2
[ΦΦ∗]D = [ΦT (Φ∗)]F

= e(φFK + FφK)

= −eD(A)
µ φ∗D(A)µφ− e

6
R(ω(e))φ∗φ− ewmwmφ∗φ + eF ∗F (5.400)

途中で適当に部分積分を行った。共変微分は次のように与えられる。

D(A)
µ φ =

(
∂µ − 2i

3
cµ

)
φ, D(A)

µ φ∗ =
(

∂µ +
2i

3
cµ

)
φ∗. (5.401)
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5.8 ポアンカレ超重力理論

5.8.1 ゲージ固定と compensator

超コンフォーマル対称性をもつ理論から、超ポアンカレ対称性のみを持つ理論を得るために、

ゲージ固定を行う。ゲージ固定を行う方法にはいろいろあり、異なる補助場を持つ超重力理論を与

える。[14] ここでは、§4で得られた、極小な補助場の組（一つの複素スカラー場と一つのベクト
ル場）を与える方法について述べる。

そのために、カイラル多重項を一つ用意する。ウェイトは何でもよいが、ここでは nD = 1、
nA = 2/3 と取っておくことにする。

Φcomp = (φcomp, χcomp, Fcomp) (5.402)

そしてこの成分と、ゲージ場 wµ に対して次の条件を課すことによってゲージを固定する。

φcomp = 1, χcomp = 0, wµ = 0. (5.403)

まず、以下の計算で用いるために (5.403) が成り立つ場合の共変微分を与えておこう。

Dcov
µ φcomp = −2i

3
cµ, (5.404)

Dcov
µ χcomp = −1

2
ψµFcomp +

i

2
σλψµDcov

λ φcomp − φµ

= −1
2
ψµFcomp +

1
3
cλσλψµ − φµ (5.405)

ゲージ固定条件 (5.403) でゲージ変換がどのように固定されているかを見るために、固定されて
いる場に対するゲージ変換を見てみよう。スカラー場 φcomp のゲージ変換は

δφcomp = σ +
2i

3
θ (5.406)

である。したがって、δφcomp = 0 は σ = θ = 0 を意味し、この条件によって A および D のゲー

ジ変換が完全に固定されている。

次に、フェルミオン χcomp について見てみよう。(5.403) が成り立つとき、χcomp の変換則は

δχcomp =
1
2
ξFcomp − i

2
σµξDcov

µ φcomp + ζ,

=
1
2
ξFcomp − 1

3
cµσµξ + ζ, (5.407)

従って、δχcomp = 0 によって S 変換は完全に固定されている。また、ゲージ固定条件を保つため

に Q 変換と同時に次のパラメータによる S 変換を行うことが必要である。

ζ = −1
2
ξFcomp +

1
3
cµσµξ (5.408)

さらに w のゲージ変換は、まだ残っているゲージ変換に対しては

δwµ =
1
4
(φµξ) +

1
4
(φµξ) +

1
4
(ψµζ) +

1
4
(ψµζ) + 2εKµ (5.409)

従って、ゲージ固定条件 δwµ = 0を保つためには、Q変換と同時に次の K 変換を行う必要がある。

εKµ = −1
8
(φµξ)− 1

8
(ψµζ) + c.c. (5.410)
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まとめると、ポアンカレ超重力理論の超対称変換はコンフォーマル超重力理論における次の変換に

対応している。

δ(P ) = δQ +
(
−1

2
ξαFcomp − i

3
cµξβ(γ5γµ)βα

)
Sα

+
(

1
8
(ξφm̂)− 1

16
(ξψm̂)Fcomp − i

24
cµ(ξγ5γµψm̂)

)
K

m̂
(5.411)

5.8.2 重力多重項

上記のゲージ固定の結果、固定されずに残っている独立な場は

eµ
m, ψµ, cµ, Fcomp (5.412)

である。これらは、以前超場形式でビアンキ恒等式と拘束条件を解いて得られた場と自由度が丁度

一致する。実は、超場形式で現れた補助場 c
(sf)
µ およびM は超コンフォーマル重力理論のゲージ

場 c
(sc)
µ と compensator 多重項の補助場 Fcomp と次のように関係している。

Fcomp = M∗, c(sc)
µ = c(sf)

µ . (5.413)

（ここでは二つの cµ を区別するために添え字を付けた。）

ポアンカレ超対称変換をそれぞれの場について計算してみよう。まず、eµ
m については、超共形

ゲージ変換と同じ変換則である。

δ(P )eµ
m =

i

4
(ψµσmξ)− i

4
(ψµσmξ) (5.414)

グラビティーノの変換則は

δψµ = ∂µξ +
1
4
ωµ

pqσpqξ − icµξ + iσµζ

= ∂µξ +
1
4
ωµ

pqσpqξ − icµξ − i

2
σµξF ∗comp +

i

3
cλσµσλξ

= ∂µξ +
1
4
ωµ

pqσpqξ − i

6
cλ(σµσλ + 3σλσµ)ξ − i

2
σµξF ∗comp (5.415)

(5.413) を用いれば超場形式を用いて得られた (4.221) に一致することがわかる。
compensator 多重項の F 成分 Fcomp については、χcomp = 0 であることと、Fcomp が S 変換

を受けないことから超対称変換は次のように与えられる。

δ(P )Fcomp =
i

2
ξσµDcov

µ χcomp

= − i

4
(ξσµψµ)Fcomp +

i

6
cλ(ξσµσλψµ)− i

2
(ξσµφµ)

= − i

4
(ξσµψµ)Fcomp +

i

6
cµ(ξψµ) +

1
12

(ξσµνψµν) (5.416)

最後の行へ移る際に (5.246) を用い φµ を他の場で書き換えた。この変換則は (5.413) を通して
(4.223) と一致する。
ゲージ場 cµ の変換則は

δcµ = −3i

8
(φµξ) +

3i

8
(ψµζ) + c.c.

= −1
8
(ξσρψρµ)− 1

32
(ξσµ

ρσψρσ)− 3i

16
(ψµξ)Fcomp

− i

4
cρ(ξσρψµ) +

i

8
cµ(ξσρψρ)−

i

16
cρ(ξσµ

ρσψσ) (5.417)
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これは cµ の変換則 (4.224) と同じものである。ただし、比較する際にここで変換則を与えた cµ

の添え字は接空間のものであるのに対して (4.224) に与えられた c
m̂
の添え字は局所直交系のもの

であり、eµ
m の変換 (5.414) による差があることに注意しなければならない。

5.8.3 カイラル多重項

(5.411) によって与えられるポアンカレ超重力理論の超対称変換をカイラルウェイトが nA カイ

ラル多重項に作用させると、次の変換則を得る。

δ(P )φ = −1
2
ξαχα, (5.418)

δ(P )χα =
1
2
ξαF − 1

2
(γµ)α

βξβDcov(P)
µ φ− 3

4
nAξαFcompφ, (5.419)

δ(P )F =
1
2
(ξα(γµ)α

βDcov(P)
µ χβ) +

i

6
cµ(ξα(γµ)α

βχβ) +
(

1
2
− 3

4
nA

)
(ξαχα)Fcomp

− i

4
nAcλ(ξα(γµγλ)α

γψµ
γ)φ− 3

4
nA(ξα(γµ)α

βφµ
β)φ (5.420)

ここで、ポアンカレ超重力理論における共変微分とコンフォーマル超重力理論における共変微分の

関係はゲージ条件により wµ = 0 であることを踏まえ、

Dcov
µ φ = Dcov(P)

µ φ− inAcµφ, (5.421)

Dcov
µ χα = Dcov(P)

µ χα − i

2
nAcλ(γλ)α

βψµ
βφ− i(nA − 1)cµχα − 3

2
nAφµ

αφ (5.422)

と与えられることを用いた。

ここで得られたカイラル多重項の変換則を以前に得られたポアンカレ超重力理論におけるカイラ

ル多重項の変換則と比較してみると、nA = 0 の時に一致することが分かる。つまり、ポアンカレ
超重力理論のカイラル多重項に直接対応するのはウェイトが 0 のカイラル多重項である。これ以
外のウェイトを持つ多重項は、次のようにポアンカレ超重力理論のカイラル多重項に compensator
場が掛けられたものであると解釈する。つまり、一般のワイルウェイト nD を持つコンフォーマル

超重力理論のカイラル多重項 Φ(nD) は、ポアンカレ超重力理論におけるカイラル多重項 Φ(0) と次

の関係にある。

Φ(nD) = ΦnD
compΦ(0) (5.423)

5.8.4 運動多重項

反カイラル多重項から運動多重項を作るためには、反カイラル多重項のワイルウェイトは 1 で
なければならず、できる運動多重項のワイルウェイトは 2 である。したがって、常にウェイトが 0
のカイラル多重項を用いることにすると、適宜 compensator を挿入することによってウェイトの
調節を行う必要がある。例えば、ウェイトが 0 のカイラル多重項 Φ の複素共役から運動多重項を
構成し、さらにウェイトを 0 に戻したものを Φ̃ と書くことにすると、これらは次のように関係し
ている。

Φ̃ = Φ−2
compT (Φ∗compΦ∗) (5.424)
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Φ̃ と Φ の成分場の間の関係を求めてみよう。まず、(5.424) の関係を一段階ずつ次のように分解し
よう。

Φ′ = ΦcompΦ, or φ′ = φ, χ′α = χα, F ′ = F + Fcompφ. (5.425)

ΦK = T (Φ′∗), or φK = F ′∗, χα
K = −(γµ)α

βDcov
µ χ′β , FK =□covφ′∗, (5.426)

Φ̃ = Φ−2
compΦK , or φ̃ = φK , χ̃α = χα

K , F̃ = FK − 2FcompφK . (5.427)

これらを組み合わせることにより、

φ̃ = F ∗ + F ∗compφ∗, (5.428)

χ̃α = −(γµ)α
βDcov

µ χβ , (5.429)

F̃ = □covφ∗ − 2FcompF ∗ − 2FcompF ∗compφ∗ (5.430)

が得られる。ただし、(5.430) に含まれるダランベルシアンの項は、□covφ′∗ に対して φ′ = φ を代

入して得られる項であるが、φ と φ′ ではワイルウェイトが異なっており、ダランベルシアンが作

用する時点でのワイルウェイトは nD = 1 であることに注意すること。ダランベルシアンは作用す
る場のワイルウェイトに依存するので、これはワイルウェイトが 0 である φ のダランベルシアン

とは異なる。Dcov
µ χβ についても同様である。

ここで、大まかな構造を見るためにボゾン部分にのみ注目しよう。補助場の対応関係 (5.413) を
用いれば、(5.428) に得られた φ̃ の式は (4.294) に与えられた φΨ に一致している。

(5.430) に得られた F̃ の式も、以前に得られたものと一致していることを確認しておこう。コン

フォーマル超重力理論の共変ダランベルシアンの展開式は (5.372) に与えられている。作用する場
φ のワイルウェイトが 1 のとき

□covφ = D
(MA)

m̂
D(A)m̂φ− 1

6
R(e)φ + fermions

= □φ− 4i

3
cµ(∂µφ)− 2i

3
(D

m̂
cm̂)φ− 4

9
c
m̂

cm̂φ− 1
6
R(e)φ + fermions (5.431)

ただし、複合場 fµ
m̂ の式 (5.283) より fµ

µ = −(1/12)R(e) + fermions であることを用いた。これ
を用いて (5.430) を書き換えれば

F̃ = □φ +
4i

3
cµ(∂µφ∗) +

(
2i

3
(D

m̂
cm̂)− 2FcompF ∗comp −

4
9
c
m̂

cm̂ − 1
6
R(e)

)
φ∗ − 2FcompF ∗

+fermions (5.432)

となるが、大きな括弧の中身は (4.301) に与えられた重力カイラル多重項の成分場 FM に他なら

ない。そして全体としては (4.296) に与えられた FΨ に一致している。

5.8.5 F 項ラグランジアン

F 項ラグランジアンを作る場合にも、コンフォーマル超重力理論の場合にはカイラル多重項の

ウェイトに制限 (nD, nA) = (3, 2) がある。従ってウェイト (0, 0) のカイラル多重項 Φ からラグラ
ンジアンを構成するためには compensator を掛けてウェイトを合わせる必要がある。Φ に Φ3

comp

を掛けてウェイトを合わせ、(5.388) によってラグランジアンを作ると、次のようになる。

[Φ3
compΦ]F = e(F + 3Fcompφ) +

ie

2
(ψµσµχ) +

e

4
(ψµσµνψν)φ (5.433)

これは、ポアンカレ超重力理論の F 項ラグランジアンの式 (4.273) と同じものである。
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5.8.6 単純超重力理論

コンフォーマル超重力理論をゲージ固定してポアンカレ超重力理論を得るには、少なくとも一つ

のカイラル多重項 (compensator) が必要である。従って、もっとも単純な超重力理論はカイラル
多重項として compensator Φcomp だけを含むものである。compensator だけを用いて作ることの
できるD 項ラグランジアンは数係数を除き一意的に [ΦcompΦ∗comp]D しかない。これが実際に成分
場で書いたときに超重力理論を与えることを確認しておこう。

まず、χcomp = 0 および wµ = 0 を用いると、次の式が得られる。

[ΦcompT (Φ∗comp)]F = eφcompD
(MA)

m̂
D(A)m̂φ∗comp + eFcompF ∗comp −

e

6
φcompφ∗compR(ω, e)

+eφcompφ∗comp

(
1
12

(ψµαγµρσψ(MA)
ρσ )− 1

48
(ψµγ5γµρσψ(MA)

ρσ )
)

−e

4
(ψµαγµνγλψν

β)φcompD
(A)
λ φ∗comp (5.434)

曲率テンソルはダランベルシアンに含まれる K ゲージ場から、次の関係式によって得られる。

fµ
µ = − 1

12
Rf=0(M)

= − 1
12

R(ω, e)− 1
24

(ψµγµνφν)

= − 1
12

R(ω, e)− 1
96

(ψµγµρσψ(MDA)
ρσ ) (5.435)

(5.434) の展開式を得る段階ではまだ部分積分をしていない。第１項を部分積分すると、捩率項
が現れる。

eφcompD
(MA)

m̂
D(A)m̂φ∗comp =

e

4
(ψλγλψµ)φcompD(A)µφ∗comp − eD

(A)

m̂
φcompD(A)m̂φ∗comp (5.436)

こうして現れた捩率項と (5.434) の最後の項を加えると、

e

4
(ψλγλψµ)φD(A)µφ∗ − e

4
(ψµαγµν(γλ)α

βψν
β)φD

(A)
λ φ∗ =

ie

12
cλ(ψµγ5γµνλψν) (5.437)

ただし、ゲージ固定条件 φcomp = 1 を用いた。ここで得られた項はグラビティーノ運動項中の cµ

の項を相殺する。全てを合計し、実部を取ると、

1
2
[ΦcompΦ∗comp]D = −e

6
R(ω, e) +

e

24
(ψµγµρσψρσ) + eFcompF ∗comp −

4e

9
cµcµ (5.438)

ただし [· · ·]D は次のように定義される。

[X]D = 2 Re[T (X)]F (5.439)

アインシュタイン作用の前の係数が 1 になるような規格化を取れば、

Lsugra = −3[ΦcompΦ∗comp]D = eR(ω, e)− e

4
(ψµγµρσψρσ)− 6eFcompF ∗comp +

8e

3
cµcµ (5.440)

compensator のみを用いて作ることのできる F 項ラグランジアンは次のように与えられる。

Lm3/2 = −2m3/2[Φ3
comp]F + c.c.

= −6m3/2eFcomp −
−m3/2e

2
(ψµα(γµν)α

βψν
β) + c.c. (5.441)
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—————————
このことは補助場を含む定式化、例えば superconformal tensor calculus を用いれば確かめるこ

とができる。ここで与えたラグランジアンは、

L = − 3
k2

[Φ∗compΦcomp]D +
(
−2

m3/2

k2
[Φ3

comp]F + c.c.
)

= −6e

k2
F ∗compFcomp − 6

m3/2

k2
eFcomp − 6

m∗
3/2

k2
eF ∗comp + · · · (5.442)

と与えられる。Φcomp は (1, 0, Fcomp) を成分場として持つ compensator 多重項で、初項は次元を
持たない数 1 である。Fcomp の質量次元は通常のカイラル多重項と異なり 1 である。· · · は補助場
Fcomp を含まない部分である。運動方程式を解けば、補助場 Fcomp の期待値は Fcomp = m∗

3/2 と

与えられ、これを再びラグランジアンに代入すれば宇宙項 (3.43) を得る。

5.8.7 カイラル多重項

ワイルウェイトが 2、カイラルウェイトが 0 のカイラル多重項の関数に対して、その D 項ラグ

ランジアンを計算してみよう。

一般の関数を多項式展開すれば、それぞれの項はカイラル多重項の正則関数 f̃ の複素共役と正

則関数 g̃ の積 f̃∗g̃ のように表すことができる。ただし、もとの関数のウェイトを再現するために

は f̃ と g̃ のワイルウェイトは常に 1 である必要がある。このとき、関数 f̃∗g̃ の D 項ラグランジ

アンは次のように与えられる。

Lkin =
1
2
[f̃(Φ)∗g̃(Φ)]D = −e

6
f̃∗g̃R− eD(A)

µ f̃∗D(A)µg̃ + ef̃∗F g̃F (5.443)

ただし、wµ = 0 とおいた。ポアンカレ超重力理論のラグランジアンを得るには、関数 f̃ と g̃ の

ワイルウェイトを compensator Φcomp に担わせて、次のように表す。

f̃ = Φcompf(Φ), g̃ = Φcompg(Φ). (5.444)

f と g はどちらもワイルウェイトが 0 のカイラル多重項の正則関数である。これらの関数を用い
ると、D

(A)
µ f̃ や f̃F は次のように与えられる。

D(A)
µ f̃ = ∂µf − 2i

3
cµf, f̃F = fF + Fcompf (5.445)

D
(A)
µ g̃ や g̃F についても同様である。さらに、ラグランジアン中の f∗g をくくり出すために次の

ように f に微分演算子が作用する形で与えておく。

D(A)
µ f̃ =

(
∂µφi∂i − 2i

3
cµ

)
f, f̃F =

(
F i∂i + Fcomp

)
f (5.446)

これを用いれば、上記のラグランジアンは次のように書くことができる。

Lkin = e
[
− 1

6
R−

(
∂µφ∗i

∗
∂i∗ +

2i

3
cµ

)(
∂µφi∂i − 2i

3
cµ

)

+
(
F ∗i

∗
∂i∗ + F ∗comp

) (
F i∂i + Fcomp

) ]
f∗g (5.447)

もっとも簡単な場合、すなわちカイラル多重項として compensator Φcomp だけを含む場合には、

fg = −6 とすれば (5.440) が得られる。さらに一般に、カイラル多重項が複数個あるとしよう。
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Φcomp のほかにウェイトが 0 のカイラル多重項を Φi とおき、f∗g がそれらの関数であるとしよ

う。関数 f∗g の定数項は上記の単純超重力理論を与えるので、その部分は −6 にとる。そして Φi

に依存する部分はケーラーポテンシャルになるように、次のように置くのが便利である。

f∗g = −6 + K + · · · = −6e−K/6 (5.448)

このとき上記のラグランジアンは次のように与えられる。

Lkin = −3[ΦcompΦ∗compe−K/6]D

= e
[
R +

1
24

∂µK∂µK −Kij∗∂µφi∂µφ∗j
∗ −Kij∗F

iF ∗j
∗

+
8
3
(cµ − Sµ)(cµ − Sµ)

−1
6

(
6F ∗comp − F ∗i

∗
Ki∗

) (
6Fcomp − F iKi

) ]
e−K/6 (5.449)

ただし、Sµ は次のように定義される複合ベクトル場である。

Sµ =
i

8
∂µφiKi − i

8
∂µφ∗i

∗
Ki∗ (5.450)

補助場 cµ についての運動方程式を解くと、cµ = Sµ となる。

さらにポテンシャル項を次のように導入することができる。

L = −[Φ3
compW (Φ)]F + c.c.

= −e
(
WiF

i + 3W (φ)Fcomp

)
+ c.c. (5.451)

5.9 ベクトル多重項

5.9.1 成分と変換則

実ベクトル多重項は、初項が実スカラー場であるような多重項である。ここでは初項を B とし、

そのワイルウェイトを nD とする。B は実であるから、カイラルウェイトは常に 0 である。実多
重項 V (B) のワイルウェイトと言った場合には初項 B のワイルウェイトのことをさす。

V (B) の成分場は、B に超対称変換を繰り返し行うことにより次のように定義する。

実ベクトル多重項の成分場の定義¶ ³

ワイルウェイトが nD の実ベクトル多重項は、ワイルウェイトが nD の実スカラー場 B に超

対称変換 Q を繰り返し行うことによって以下のように定義する。

B QαB =
1
2
ηα QαQαB =

1
2
C

QαB =
1
2
ηα i(γ5γ

m̂
)αβ [Qα, Qβ ]B =

1
2
v

m̂
QβQβQαB =

i

4
√

2
λα

QαQαB =
1
2
C∗ QβQβQαB = − i

4
√

2
λα QαQβQβQαB =

1
8
D

(5.452)

v
m̂
と D はそれぞれ実のベクトル場、実のスカラー場である。

µ ´
成分場 η および C については、定義の仕方は規格化をのぞきほとんど一意的であるが、それ以外
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の場についてはQα とQα（これらは反可換ではない）を作用させる順序についての任意性がある。

この順序を (5.452) のように選んだ理由についてコメントしておこう。
まず、v

m̂
についてであるが、Qα と Qβ のどちらを作用させるかでQαQβB とQβQαB の二つ

の可能性がある。これらの和をとると、Q の交換関係より Dcov
µ B に比例するものを得るから、独

立な場を与えない。そこで、二つの差を取るのが自然である。このことを踏まえ、成分場 v
m̂
は

(5.452) に与えられているように交換関係を用いて定義した。
次に、λα であるが、これはカイラリティが正の Q を一つ、カイラリティが負の Q を二つ B に

作用させることで定義される。3つの Qの並べ方によって 3とおりのものが考えられるが、(5.452)
にあるようにカイラリティが負の Q が二つ外側にあると、さらに Qα を作用させたときに直ちに

0 になることが分かる。このようにとっておく事により、λ の変換則が簡単になる。また、nD = 0
の場合には、λ を初項とするカイラル多重項を定義したいが、このためにも Qαλβ = 0 が必要で
ある。

最後に D であるが、(5.452) によって成分場 D を定義しておくと、自動的に D が実になる。こ

のことを確かめておこう。(5.452) の D からその複素共役を引き、交換関係を用いることにより、

次の式を得る。

QαQβQβQαB −QβQαQαQβB = −1
4
(γm̂)αβ [P gc

m̂
, QβQα]B (5.453)

交換関係で引かれる二つの項をそれぞれ計算してみると、

1
4
(γm̂)αβP gc

m̂
QβQαB =

i

16
Dcov

m̂
vm̂ +

1
16

Dcov

m̂
Dcovm̂B (5.454)

および

1
4
(γm̂)αβQβQαP gc

m̂
B =

1
8
(γm̂)αβQβDcov

m̂
ηα

=
i

16
Dcov

m̂
vm̂ +

1
16

Dcov

m̂
Dcovm̂B

+
1
8
(γm̂)αβ

(
1
4
Q′βω

m̂p̂q̂
(γp̂q̂η)α − nD

2
Q′βφ

m̂α
B

)
(5.455)

が得られる。複合場の変換の補正の分だけずれていそうであるが、実際に δ′ω および δ′φ の式を

代入してみると、0 になることが分かる。したがって、(5.452) によって定義される成分場 D は実

であり、次の式が成り立つ。

1
8
D = QαQβQβQαB = QβQαQαQβB (5.456)

成分場が (5.452) によって定義されると、カイラル多重項の場合と同様に、代数を用いることで
変換則が一意的に定まる。以下では成分場それぞれについて、Q 変換と S 変換を決定していく。

D 変換、A 変換、M 変換のルールはウェイトとスピンによって自動的に決定されるから、ここで

は改めて変換則を与えることは必要ない。

まず、B について考えてみよう。B は最低ウェイトの場であるから、その S 変換および K 変

換は 0 である。また、Q 変換は定義により成分場 η を与える。
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B の変換則¶ ³

δQB =
1
2
ξαηα, (5.457)

δSB = 0. (5.458)

Dcov
µ B = ∂µB − nDwµB − 1

2
ψµ

αηα. (5.459)

µ ´
η の S 変換は、η の定義と交換関係を用いることによって次の式を得る。

Sαηβ = 2{Sα, Qβ}B = −nD

2
1αβB (5.460)

Q 変換についてはカイラリティごとに分けて考えよう。η と Q のカイラリティがどちらも正の場

合には、次の式が得られる。

Qαηβ = 2QαQβB = 1αβ1γδQγQδB = −1
2
1αβC (5.461)

η のカイラリティが正、Q のカイラリティが負の場合には η を QB と書き換え、二つの Q の積

を交換関係と反交換関係の和に分解すれば、

Qαηβ = [Qα, Qβ ]B + {Qα, Qβ}B = − i

4
(γm̂)αβv

m̂
− 1

4
(γm̂)αβDcov

m̂
B (5.462)

η のカイラリティが負の場合については、これらの式の複素共役として得ることができる。

η の変換則¶ ³

δQηα =
1
2
ξαC − i

4
v

m̂
(γm̂)αβξβ − 1

4
(γm̂)αβξβDcov

m̂
B, (5.463)

δSηα =
nD

2
ζαB (5.464)

Dcov
µ η = DMDA

µ η − 1
2
ψµCR − i

2
γ5ψµCI +

i

4
γ5v\ψµ +

1
4
(D\ cov

B)ψµ − nD

2
φµB (5.465)

µ ´
C の Sα 変換は、次のように与えられる。

SαC = {Sα, Qβ}ηβ −QβSαηβ

= 1αβ

(
−1

4
D +

3i

8
A

)
ηβ − 1

16
(γp̂q̂)αβ(γp̂q̂η)β − nD

2
QαB

=
(
1− nD

2

)
ηα (5.466)

Sα 変換は次のように 0 になる。
SαC = −QβSαηβ = 0. (5.467)

Qα 変換を 3 回行うと必ず 0 になるから、C の Qα 変換は 0 である。

QαC = 0. (5.468)

Qα 変換は、

QαC = 2QαQβQβB

= 2{Qα, Qβ}QβB − 2Qβ{Qα, Qβ}B + 2QβQβQαB

= −1
2
(γm̂)αβD

m̂
ηβ +

i

2
√

2
λα (5.469)

198



C の変換則¶ ³

δQC = −1
2
ξα(γm̂)αβD

m̂
ηβ +

i

2
√

2
ξαλα, (5.470)

δSC =
(
1− nD

2

)
ζαηα (5.471)

µ ´
v

m̂
の S 変換は

Sαv
m̂

= iSα(γ
m̂

)βγ(Qβηγ −Qγηβ)

= i(γ
m̂

)βγ({Sα, Qβ}ηγ + QγSαηβ)

= i(γ
m̂

)βγ

[(
1
8
(γp̂q̂)αβM

p̂q̂
− 1

4
1αβD +

3i

8
1αβA

)
ηγ − nD

2
Qγ1αβB

]

=
i

2
(nD + 1)(γ

m̂
η)α (5.472)

v
m̂
の Q 変換は

Qαv
m̂

= i(γ
m̂

)βγ(QαQβηγ −QαQγηβ) (5.473)

第 1項は
i(γ

m̂
)βγ(QαQβηγ) = − i

2
(γ

m̂
)βγ1αβQδQ

δηγ =
1

4
√

2
(γ

m̂
)α

γλγ (5.474)

第 2項は

− i(γ
m̂

)βγQαQγηβ = −i(γ
m̂

)βγ{Qα, Qγ}ηβ + i(γ
m̂

)βγQγQαηβ

=
i

4
(γ

m̂
)βγ(γk̂)αγDcov

k̂
ηβ −

i

2
(γ

m̂
)βγQγ1αβC

= − i

2
(Dcov

m̂
η)α − 1

4
√

2
(γ

m̂
λ)α (5.475)

あわせれば

Qαv
m̂

= − i

2
(Dcov

m̂
η)α − 1

2
√

2
(γ

m̂
λ)α (5.476)

v
m̂
の変換則¶ ³

δQv
m̂

=
i

2
(ξγ5Dcov

m̂
η)α +

1
2
√

2
(ξγ

m̂
λ), (5.477)

δSv
m̂

= − i

2
(nD + 1)(ζγ5γ

m̂
η) (5.478)

µ ´
λ の変換則を求めよう。

S 変換を求めるには、(5.469) より得られる

− i

2
√

2
λα = QαC∗ +

1
2
(γm̂)αβD

m̂
ηβ (5.479)

および、(5.325) より得られる

δS(Dcov

m̂
φ) = ζαDcov

m̂
(Sαφ)− ζα(γ

m̂
)α

βQβφ (5.480)
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を用いれば以下のように簡単である。

Sαλβ = 2
√

2iSαQβC∗ +
√

2i(γm̂)βγSαD
m̂

ηγ

= 2
√

2i

(
−1

4
1αβD +

3i

8
1αβA

)
C∗ −

√
2i(γm̂)βγ(γ

m̂
)α

δQδη
γ

= − inD√
2

1αβC∗ (5.481)

Sαλβ = 2
√

2iSαQβC∗ +
√

2i(γm̂)βγSαD
m̂

ηγ

= 2
√

2i
(nD

2
− 1

)
Qβηα −

√
2i(γm̂)βγ(γ

m̂
)α

δQδη
γ

=
√

2inD(γm̂)βα

(
i

4
v

m̂
− 1

4
Dcov

m̂
B

)
(5.482)

これらはどちらも nD = 0 のときに 0 になる。
次に、Q 変換を計算してみよう。Qα 変換は 0 である。

Qαλβ = 0. (5.483)

Qα 変換は

Qαλβ = Qαλβ |{αβ} + Qαλβ |[αβ] = Qαλβ |{αβ} −
i

2
√

2
1αβD (5.484)

のように、添え字について反対称な部分は D である。あとは対称な部分を求めればよい。(5.479)
を用いれば

Qαλβ = 2
√

2iQαQβC∗ +
√

2i(γm̂)βγQαD
m̂

ηγ = 2
√

2iQαQβC∗ +
i√
2
(γm̂γk̂)βα(γ

k̂
)δ

εQδDm̂
ηε

(5.485)
なので、添え字について対称な部分は

Qαλβ |{αβ} = − 1
4
√

2
(γk̂m̂)βαF

(+)

k̂m̂
, F

(+)

k̂m̂
= −4i(γ

k̂
)αβQαD

m̂
ηβ |(+)

[̂km̂]
(5.486)

ここで、反対称テンソル F
k̂m̂
を定義した。これはベクトル場 v

m̂
をゲージ場だとしたときに場の

強さに相当するものである。F
m̂n̂
の具体形はこの節の最後で与える。

得られた λ の変換則をまとめておくと、次のようになる。

λ の変換則¶ ³

δQλ =
i

2
√

2
ξαD − 1

4
√

2
(γp̂q̂)αβξβF

p̂q̂
, (5.487)

δSλ = − inD√
2

ζαC∗ +
inD

2
√

2
(γm̂)αβζβ

(
iv

m̂
−Dcov

m̂
B

)
(5.488)

µ ´
最後に、D の変換則について考えよう。

SαD = −
√

2i{Sα, Qβ}λβ +
√

2iQβSαλβ

= +
inD

2
√

2
λα + nD

(
1
2
(γm̂)αγD

m̂
ηγ +

i

2
√

2
λα

)

=
inD√

2
λα +

nD

2
(γm̂)αγD

m̂
ηγ (5.489)
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QαD =
√

2i{Qα, Qβ}λβ = − i

2
√

2
(γm̂)αβDcov

m̂
λβ (5.490)

D の変換則¶ ³

δQD =
i

2
√

2
(ξγ5γm̂Dcov

m̂
λ), (5.491)

δSD = − inD√
2

(ζγ5λ)− inD

4
√

2
(ζγ5γm̂Dcov

m̂
η) (5.492)

µ ´
最後に、(5.486) で定義された反対称テンソル F cov

m̂n̂
の具体形を与えておこう。

F
(+)

k̂m̂
= −4i(γ

k̂
)αβQαD

m̂
ηβ |(+)

[̂km̂]

=
[
−2D

m̂
v

k̂
− 2iD

m̂
D

k̂
B − iQ′

αω
m̂p̂q̂

(γ
k̂
γp̂q̂η)α + 2inD(γ

k̂
)αβQ′αφ

m̂β
B

]
|(+)

[̂km̂]
(5.493)

· · · |(+)

[̂km̂]
は k̂ と m̂ に対して反対称化し、その自己双対部分をとることを意味する。ただし、ここ

でいう自己双対部分とは (γ
k̂m̂

)αβ が自己双対、(γ
k̂m̂

)αβ が反自己双対であるように定義する。こ

のとき
1
2
ε
m̂n̂

p̂q̂F
(+)

p̂q̂
= −iF

(+)

m̂n̂
(5.494)

が成り立つ。

ここで、Q 変換の補正によってあらわれる項後ろ二つの項は、Q′ω および Qφ′ を代入すれば

− i

4
(ηγp̂q̂)γ(γ

k̂m̂
)γ

βR
p̂q̂

β(Q)− nD

3
(γpq)βγ(γ

m̂k̂
)γβRpq(A)B (5.495)

となるが、これらは反自己双対テンソルであり、F
(+)

k̂m̂
には効かない。この結果

F
(+)

k̂m̂
=

[
(Dcov

k̂
v

m̂
−Dcov

m̂
v

k̂
) + i[Dcov

k̂
, Dcov

m̂
]B

]
(+)

=
[
(Dcov

k̂
v

m̂
−Dcov

m̂
v

k̂
)− ε

k̂m̂p̂q̂
Dcovp̂Dcovq̂B

]
(+)

(5.496)

したがって、F
m̂n̂

= F
(+)

m̂n̂
+ (F (+)

m̂n̂
)∗ によって反対称テンソル F

m̂n̂
を定義すると、

F
k̂m̂

= (Dcov

k̂
v

m̂
−Dcov

m̂
v

k̂
)− ε

k̂m̂p̂q̂
Dcovp̂Dcovq̂B (5.497)

この式によって定義される F
p̂q̂
は実である。公式 (5.334) を用いると、場 B の上での共変微分の

交換関係は次のように与えることができる。

[Dcov

m̂
, Dcov

n̂
]B = −1

2
R

m̂n̂
α(Q)ηα − nDR

m̂n̂
(D)B =

1
2
ηαR

m̂n̂
α(Q) +

2nD

3
R̃

m̂n̂
(A)B (5.498)

5.9.2 ゲージ多重項

カイラル多重項 Φ に対する次の U(1) ゲージ変換を考えよう。

Φ → Φ′ = eqΛΦ. (5.499)

ただし、変換パラメータ Λ もカイラル多重項に拡張した。Λ のウェイトは 0 である。
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Φ∗ から構成される運動多重項を ΦK としよう。運動項 [ΦKΦ] が (5.499) の元で不変であるた
めには、ΦK は次のように変換される必要がある。

ΦK → Φ′K = ΦKe−qΛ. (5.500)

しかしながら、§5.7.2 で定義された運動多重項 T (Φ∗) はこの条件を満足しない。(5.499) のもとで
共変に振舞う運動多重項を定義するには、ゲージ場を含むベクトル多重項を用いる必要がある。

ウェイトが 0 の実ベクトル多重項 V を導入し、これが (5.499) のもとで次のように変換される
とする。

V → V ′ = V + Re Λ. (5.501)

これを用いると、(5.500) のように変換されるゲージ共変な運動多重項を次のように定義すること
ができる。

ΦK = T (e−2V Φ∗) (5.502)

このように、ゲージ場の役割をするウェイトが 0 のベクトル多重項 V はゲージ多重項と呼ばれる。

V がウェイト 0 の実ベクトル多重項であるとき、その成分場 v
m̂
はワイルウェイト 1 を持つ。

したがって vµ = eµ
m̂v

m̂
のワイルウェイトは 0 であり、これをゲージ場と解釈することが可能で

ある。

変換パラメータのカイラル多重項を Λ = Σ(φ) = (φ, χ, F ) として (5.501) の変換則がどのよう
にベクトル場 v

m̂
を変換するかを見てみよう。そのために、Re Λ の成分場を与えておこう。

φR ≡ 1
2
(φ + φ∗) QαφR =

1
4
χα QαQαφR =

1
4
F

QαφR =
1
4
χα i(γ5γ

m̂
)αβ [Qα, Qβ ]φR = − i

4
Dcov

m̂
φ +

i

4
Dcov

m̂
φ∗ QβQβQαφR = 0

QαQαφR = 1
4F ∗ QβQβQαφR = 0 QαQβQβQαφR = 0

(5.503)
この、カイラル多重項のベクトル多重項への埋め込みを用いると、(5.501) のゲージ変換はベクト
ル場 vµ = eµ

m̂v
m̂
に対して次のように作用する。

δU(1)vµ = − i

2
Dcov

µ φ +
i

2
Dcov

µ φ∗ =
1
2i

∂µ(φ− φ∗)− i

4
(ψµγ5χ) (5.504)

この変換性は、通常の U(1) ゲージ変換とはグラビティーノを含む項の分だけずれている。このず
れを吸収するために、vµ に補正項を加えた次のベクトル場を定義する。

v′µ = vµ +
i

2
ψµγ5η (5.505)

すると、このベクトル場は変換 (5.501) のもとで U(1) ゲージ場として変換される。

δU(1)v
′
µ =

1
2i

∂µ(φ− φ∗). (5.506)

v
m̂
の代わりに v′µ を用いて nD = 0 の時の実ベクトル多重項の Q 変換および S 変換を書き下

してみよう。まず、Q 変換は次のように与えられる。

δQB = −1
2
ξη, (5.507)

δQη =
1
2
ξCR +

i

2
γ5ξCI − i

4
γ5v\ξ − 1

4
(D\ cov

B)ξ, (5.508)
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δQC =
1
2
ξα(γm̂)αDcov

m̂
ηβ − i

2
√

2
ξαλα, (5.509)

δQv′µ =
1

2
√

2
(ξγµλ) +

i

2
∂µ(ξγ5η), (5.510)

δQλ =
i

2
√

2
γ5ξD − 1

4
√

2
γp̂q̂ξF cov

p̂q̂
, (5.511)

δQD =
i

2
√

2
(ξγ5γm̂Dcov

m̂
λ) (5.512)

v′µ の変換則の第 2項は U(1) ゲージ変換と解釈することができる。この変換則を見ると、v′µ、λ、

D の 3 つの場の変換則が、v′µ のゲージ変換部分を除きこれらの場の中で閉じていることがわか

る。（δλ の中には反対称テンソル F
m̂n̂
が含まれているが、これも v′µ と λ だけで書かれているこ

とはすぐあとで示す。）これは S 変換についても同様である。実際には S 変換はほとんど 0 であ
る。特に v′µ、λ、D の 3 つの場の S 変換は全て 0 である。

δSB = 0, (5.513)

δSη = 0, (5.514)

δSC = −ζαηα, (5.515)

δSv′µ = 0, (5.516)

δSλ = 0, (5.517)

δSD = 0. (5.518)

変換パラメータの展開式 (5.503) を用いると、ゲージ変換 (5.501) によって成分場 B、η、C は

任意の値に取ることができる。つまりこれらはゲージ自由度である。これらのゲージ自由度は通常

は 0 に取っておくのが便利である。これについては次の節でさらに詳しく述べる。
λ の変換則にあらわれる F cov

m̂n̂
が nD = 0 のときに具体的に成分場を用いてどのように与えられ

るかを示しておこう。まず、v
m̂
の共変微分を展開すると、次のようになる。

Dcov

m̂
v

n̂
= DMDA

m̂
v

n̂
− i

2
(ψ

m̂
γ5Dcov

n̂
η)− 1

2
√

2
(ψ

m̂
γ

n̂
λ) +

i

2
(φ

m̂
γ5γ

n̂
η). (5.519)

これを添え字 m̂ と n̂ について反対称化したものが F
m̂n̂
の第１項を与える。(5.519) の右辺第 1

項は、F
m̂n̂
に対して次の寄与を与える。

DMDA

m̂
v

n̂
−DMDA

m̂
v

n̂
= em̂

µ en̂
ν (∂µvν − ∂νvµ)− T

m̂n̂
k̂v

k̂
(5.520)

さらに v′ で書き換えると、

∂µvν − ∂νvµ = ∂µv′ν − ∂νv′µ −
i

2
(ψMDA

µν γ5η)− i

2
(ψνγ5DMDA

µ η) +
i

2
(ψµγ5DMDA

ν η) (5.521)

となる。(5.519) の第 2項を、共変微分 Dcov
µ η を (5.465) によって展開することで変形すると、次

の式を得る。

− i

2
(ψ

m̂
γ5Dcov

n̂
η) = − i

2
(ψ

m̂
γ5DMDA

n̂
η) +

i

4
(ψ

m̂
γ5ψ

n̂
)CR − 1

4
(ψ

m̂
ψ

n̂
)CI

+
1
8
(ψ

m̂
v\ψ

n̂
)− i

8
(ψ

m̂
γ5(D\ cov

B)ψ
n̂
) (5.522)

この中で m̂ と n̂ について反対称なのは二つの項だけである。したがって F cov

m̂n̂
への寄与は次のよ

うになる。

− i

2
(ψ

m̂
γ5Dcov

n̂
η)+

i

2
(ψ

n̂
γ5Dcov

m̂
η) = − i

2
(ψ

m̂
γ5DMDA

n̂
η)+

i

2
(ψ

n̂
γ5DMDA

m̂
η)+

1
4
(ψ

m̂
v\ψ

n̂
) (5.523)
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(5.523)の右辺第 1項、第 2項は (5.521)の後ろ二つの項と相殺し、(5.523)の右辺最後の項は (5.520)
の捩率項と相殺する。残ったものをまとめると、次のものが得られる。

Dcov

m̂
v

n̂
−Dcov

n̂
v

m̂
= eµ

m̂
eν

n̂
(∂µv′ν − ∂νv′µ)− 1

2
√

2
(ψ

m̂
γ

n̂
λ) +

1
2
√

2
(ψ

n̂
γ

m̂
λ)

− i

2
(ψMDA

m̂n̂
γ5η) +

i

2
(φ

m̂
γ5γ

n̂
η)− i

2
(φ

n̂
γ5γ

m̂
η). (5.524)

この右辺の二行目は R(Q) を用いて−(i/2)(ηγ5R
m̂n̂

(Q)) にまとまる。さらにこの項は F cov

m̂n̂
の定

義式 (5.497) の ε[D, D]B 項と相殺し、最終的に F cov

m̂n̂
が次のように与えられる。

F cov

m̂n̂
= eµ

m̂
eν

n̂
(∂µv′ν − ∂νv′µ)− 1

2
√

2
(ψ

m̂
γ

n̂
λ) +

1
2
√

2
(ψ

n̂
γ

m̂
λ) (5.525)

あとで用いるので、この反対称テンソル場の超対称変換を与えておこう。

δQF
m̂n̂

=
1

2
√

2
(ξγ

n̂
Dcov

m̂
λ)− [m̂n̂] (5.526)

5.9.3 ゲージ場の強さと運動項

λ の変換則 (5.511) と (5.517) を見てみると、λα はカイラル条件 (5.335) を満足していることが
わかる。すなわち

Qαλβ = Sαλβ = Sαλβ = 0 (5.527)

が成り立つ。実際 λα はワイルウェイト 3/2、カイラルウェイト 1 を持ち、ウェイトに対する条件
(5.339) も満足している。そこで、λβ で始まるカイラル多重項Wβ = Σ(λβ) を定義しよう。λβ 以

外の成分場は (5.337) に従って定義され、次のように与えられる。

2Qαλβ =
i√
2
1βαD − 1

2
√

2
(γp̂q̂)βαF cov

p̂q̂
, (5.528)

2QαQαλβ = − i√
2
QβD +

1
2
√

2
(γp̂q̂)βαQαF cov

p̂q̂

= −1
4
(γm̂)βγDcov

m̂
λγ − 3

4
(γm̂)βγDcov

m̂
λγ

= −(γm̂)βγDcov

m̂
λγ (5.529)

このように、Wα の成分場はゲージ共変であり特に場の強さ F cov
µν を含んでいる。

5.9.4 Wess-Zumino ゲージ

ゲージ多重項の中で、物理的な自由度を担うのは成分場 (v′µ, λ, D) だけであり、これ以外の場
(B, η,C) はゲージ自由度である。そこでこれらの場を 0 と置いたゲージを取るのが便利である。

B = η = C = 0. (5.530)

これは Wess-Zumino ゲージと呼ばれる。
Q 変換を行うと、このゲージは次のように破られる。

δQB = 0, (5.531)

δQη = − i

4
γ5v\ξ, (5.532)

δQC =
i

8
ξα(γmv\ψ

m̂
)α − i

2
√

2
ξαλα (5.533)
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従って、これを相殺するような U(1)ゲージ変換を行ってゲージを取り直す必要がある。変換 (5.499)
によってゲージ条件 (5.530) を回復させるためには、変換パラメータ Λ の成分場を次のように取
ればよい。

φΛ = 0, χα
Λ =

i

2
(v\)α

βξβ , FΛ = − i

4
ξα(γmv\ψ

m̂
)α +

i√
2
ξαλα (5.534)

ゲージ変換 (5.499) は成分場 η と C を δη = (1/2)χΛ、δC = (1/2)F と変換するから、(5.534) に
よってよってちょうど上記の超対称変換は打ち消される。

このゲージの取り直しはゲージ多重項の物理的成分場 (v′µ, λ, D) には全く影響を与えない。これ
は、今考えているのが U(1) のゲージ場であり、ゲージ多重項自身はベクトル場を除きゲージ変換
を受けないからである。

しかし電荷をもつカイラル多重項は次のように引き戻しの影響を受ける。このゲージの取り直し

の操作まで含めた超対称変換を δWZ としよう。これは U(1) 電荷 q を持つカイラル多重項に対し

て次のように作用する。

δWZΦ = δQΦ + qΛ. (5.535)

成分場に対して書くと、

δWZφ = δφ

= −1
2
ξαχα, (5.536)

δWZχα = δQχα +
iq

2
(v\)α

βξβφ

=
1
2
ξαF − 1

2
(γµ)α

βξβDcov
µ φ, (5.537)

δWZF = δQF + χΛχ + FΛφ

=
1
2
ξα(γµ)α

βDcov
µ χβ +

iq√
2
ξαλαφ (5.538)

ただし、Dcov
µ は U(1) ゲージ変換についても共変化した微分で、次のように定義される。

Dcov
µ φ = Dcov

µ φ− iqvµφ, (5.539)

Dcov
µ χβ = Dcov

µ χβ − iqvµχβ − iq

2
(v\ψµ)βφ (5.540)

Dcov
µ χβ の定義の最後の項は、Dcov

µ χβ に含まれる Dcov
µ φ を Dcov

µ φ に置き換える役割を果たす。

S 変換については Wess-Zumino ゲージを破らないから、Q 変換の時のようなゲージの取り直し

をする必要はない。

電荷 q、ワイルウェイト nD = 1 を持つカイラル多重項から作られるゲージ共変な運動多重項
T (Φ∗e−2qV ) の Wess-Zumino ゲージにおいての成分を計算しよう。

Wess-Zumino ゲージでは、V の初項 B を少なくとも 2 回、カイラリティの異なる Q 変換をし

なければ 0 であるから、e−2qV の成分場は次のように与えられる。

e−2qB |WZ = 1 Qαe−2qB |WZ = 0 QαQαe−2qB |WZ = 0

Qαe−2qB |WZ = 0 i(γ5γ
m̂

)αβ [Qα, Qα]e−2qB |WZ = −qv
m̂

QβQβQαe−2qB |WZ = − iq

2
√

2
λα

QαQαe−2qB |WZ = 0 QβQβQαe−2qB |WZ =
iq

2
√

2
λα QαQβQβQαe−2qB |WZ = −q

4
D − q2

4
v

m̂
vm̂

(5.541)
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T (Φ∗) の成分場を (φK , χK , FK)、T (Φ∗e−2qV ) の成分場を (φG, χG, FG) としておく。まず φG

についてであるが、これは φG = 2QαQα(φ∗e−2qB) によって定義される。B に Q が作用したもの

は、Wess-Zumino ゲージに置いたときに 0 になるので、

φG = 2QαQα(φ∗e−2qB)|WZ = 2QαQαφ∗ = φK = F ∗ (5.542)

となる。フェルミオン成分 χG は Wess-Zumino ゲージを取る前にさらにもう一つの Q 変換を行

う。すると、

4QαQβQβ(φ∗e−2qB)|WZ = χα
K + 8(Qβφ∗)(QαQβe−2qB)|WZ + 4φ∗(QαQβQβe−2qB)|WZ

= χα
K − (γm̂)α

β

(
iqv

m̂
χβ +

iq

2
(v\ψ

m̂
)βφ∗

)
(5.543)

ここで、χK に対して新たに加わる項は、(5.365)に与えられた χK の中の共変微分Dcov
µ を (5.540)

で定義されたゲージ共変な共変微分 Dcov
µ に置き換える役割を果たす。すなわち、

χα
G = −(γµ)α

βDcov
µ χβ (5.544)

最後に、FG について見てみよう。

FG = 4QαQαQβQβ(φ∗e−2qV )|WZ

= FK − 16(QαQβφ∗)(QαQβe−2qV )|WZ

+8(Qβφ∗)(QαQαQβe−2qV )|WZ + 4φ∗(QαQαQβQβe−2qV )|WZ

= FK + 2qi(Dcov

m̂
φ∗)v

m̂
−
√

2iq(χβλβ)

−q

2
φ∗(□covB)|WZ + iqφ∗(Dcov

m̂
vm̂)|WZ

−φ∗(qD + q2v
m̂

vm̂) (5.545)

v
m̂
と v′

m̂
は Wess-Zumino ゲージをとると同じであるが、それらの共変微分は Wess-Zumino

ゲージを取っても異なることに注意しよう。つまり、(5.505) と共変微分の定義を用いると、

Dcov
µ v′

n̂
= Dcov

µ v
n̂

+
i

2
Dcov

µ (ψ
n̂
γ5η) (5.546)

であるが、Wess-Zumino ゲージを取っても次のように差が残る。

Dcov
µ v′

n̂
|WZ = Dcov

µ v
n̂
|WZ +

i

2
(ψ

n̂
γ5Dcov

µ η)|WZ = Dcov
µ v

n̂
|WZ − 1

8
(ψ

n̂
v\ψµ) (5.547)

実は、この差の部分がちょうど□covB|WZ である。□covB|WZ を計算するには、共変微分の定義

に戻るのがよい。

□covB = (∂
m̂
− V

m̂
X′

OX′)(∂m̂ − V m̂Y ′OY ′)B (5.548)

最終的に Wess-Zumino ゲージを取ったときに 0 にならないためには、B に二回 Q 変換が作用す

る必要がある。従って、

□covB|WZ = −ψ
m̂

αψm̂βQαQβB|WZ = −ψ
m̂

αψm̂β [Qα, Qβ ]B|WZ = − i

4
(ψ

m̂
α(γk̂)αβψm̂β)v

k̂

(5.549)
これらを用いれば、FG にあらわれる共変微分は全て U(1) ゲージ変換のもとで共変になっている
ことがわかる。

FG = Dcov

m̂
Dcovm̂φ∗ −

√
2iq(χβλβ)− qφ∗D (5.550)
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まとめておこう。

電荷を持つカイラル多重項の運動多重項¶ ³

φG = F ∗, (5.551)

χα
G = −(γµ)α

βDcov
µ χβ , (5.552)

FG = Dcov

m̂
Dcovm̂φ∗ −

√
2iq(χβλβ)− qφ∗D (5.553)

µ ´

5.9.5 ベクトル多重項のラグランジアン

Wα のワイルウェイトは 3/2 であるから、Wα を二つ掛けてスピノル添え字を縮約して得られ

るスカラーカイラル多重項WβW β = Σ(λβλβ) はウェイトが 3 となり、F 項ラグランジアンを構

成することができる。これはゲージ場の運動項を与える。

WβW β の成分場は次のように与えられる。

λβλβ (5.554)

2Qα(λβλβ) = 4(Qαλβ)λβ

= −
√

2iDλα − 1√
2
(γp̂q̂)αβλβF cov

p̂q̂
(5.555)

2QαQα(λβλβ) = 4(QαQαλβ)λβ − 4(Qαλβ)(Qαλβ)

= 2λβ(γm̂)β
γDcov

m̂
λγ + D2 − 1

2
F cov

p̂q̂
F covp̂q̂ − i

4
εp̂q̂r̂ŝF cov

p̂q̂
F cov

r̂ŝ
(5.556)

この成分場を用いればゲージ場の運動項を与える F 項ラグランジアンが成分場を用いて次のよう

に与えられる。

1
2
[WαWα]F = −e

4
F cov

p̂q̂
F covp̂q̂ − ie

8
εp̂q̂r̂ŝF cov

p̂q̂
F cov

r̂ŝ
− ieλσm̂Dcov

m̂
λ +

e

2
D2

+
e√
2
D(ψµσµλ)− ie

2
√

2
(ψµσµσp̂q̂λ)F cov

p̂q̂
− e

4
(ψµσµνψν)(λλ) (5.557)

正確にはさらにこの実部をとる必要がある。

カイラル多重項が電荷を持ち、ベクトル多重項に結合している場合を考えてみよう。この場合、

ラグランジアンに任意関数 f を導入することができる。ボゾン部分のみ取り出せば、

1
2
[f(Φ)WαWα]F = ef

[
−1

4
FµνFµν − i

8
εµνρσFµνFρσ +

1
2
D2

]
(5.558)

カイラル多重項 Φi が電荷 q を持っているとして [f̃∗g̃]D を [f̃∗e−2qV g̃]D に変更すると、共変微
分がゲージ場を含むものに置き換わると同時に次の項が加わる。

L = qef∗gD = −eD
∑

i

qi(f∗g)iφ
i (5.559)

従って、D についての運動方程式を解くと、

D = f−1
∑

i

qi(f∗g)iφ
i (5.560)

が得られる。
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5.9.6 FI パラメータ

こうして、R 電荷にゲージ場が結合していると FI パラメータが現れることがわかった。この
ことは、superconformal tensor calculus では次のように解釈される。まず、大域的な超対称理論
における FI 項 −ζa[V a]D は、超重力理論においてはウェイトを合わせるための compensator を
用いて−ζa[Φ∗compΦcompVa]D とする必要がある。しかしながらこれはゲージ不変になっていない。
ゲージ不変性を回復する唯一の方法は、重力の運動項 −(3/k2)[Φ∗compΦcomp]D と組み合わせて

L = − 3
k2

[Φ∗compek2ζaV a/3Φcomp] (5.561)

とし、compensator に電荷 −k2ζa/6 を持たせることである。これにより、R 対称性にゲージ場が

結合するようになる。たとえば、超ポテンシャル項

L = −[Φ3
compW (Φ)]F + c.c. (5.562)

がゲージ不変であるためには R 電荷 2 を持つ超ポテンシャルW が電荷 k2ζa/2 を持つ必要があ
る。このことはあとでネーター手続きにより超ポテンシャルを導入する際にも確認される。従って、

R 電荷が 1 であるグラビティーノ ψµ のゲージ場との結合の強さは qa = k2ζa/4 である。

5.9.7 大域的超共形変換

大域的な超コンフォーマル変換は、重力多重項に属する背景場を全て不変に保つような変換とし

て定義される。ここでは背景時空を次のように置く。

ηµ
m̂ = δm̂

µ , ψµ
α = ωµ

m̂n̂ = wµ = cµ = φµ
α = fµ

m̂ = 0. (5.563)

このとき、曲率テンソルは全て 0 であり、確かに拘束条件を満足している。
これらのゲージ場を変化させないような変換として大域的な超共系変換を定義することができ

る。ここではQ 変換および S 変換に注目しよう。これら以外の変換については、これらの変換の

（反）交換関係を用いることで生成することができる。

フェルミオンが全て 0 であるから、QS 変換によるボゾン的な場の変換が 0 であることは明ら
かである。また、φµ は拘束条件によって複合場として書かれているから、グラビティーノが不変

であることを要求すれば十分である。グラビティーノの変換則は

δQ,Sψµ
α = ∂µξα + (γµ)α

βζβ . (5.564)

となる。背景時空は平坦であり、スピン接続が 0 であるから、共変微分は単なる微分になる。グ
ラビティーノが不変であるためには、パラメータが次の微分方程式を満足する必要がある。

∂µξ + γµζ = 0 (5.565)

この式を用いて ζ が次の関係式を満足することが示される。（γ[µ∂ν]ζ = −∂[µ∂ν]ξ = 0 とすれば
よい。）

γ[µ∂ν]ζ = 0. (5.566)

ここで、任意のスピノルベクトル Sµ に対して γ[µSν] = 0 という条件は Sµ = 0 であることを表
すということを用いれば、(5.566) は ∂µζ = 0 を意味し、ζ は定数スピノルである。これを ζ0 と

置こう。あとは (5.565) を積分すれば ξ を決めることができる。一般解は次のように与えられる。

ξ = ξ0 − xµγµζ0, ζ = ζ0. (5.567)
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定数スピノル ξ0 および ζ0 は大域的超コンフォーマル変換のパラメータと解釈されるものであり、

δglobal = ξα
0 Qglobal

α + ζα
0 Sglobal

α = ξαQα + ζαSα (5.568)

によって大域的変換 Qglobal と Sglobal を定義することができる。この式に (5.567) を代入すれば

Qglobal
α = Qα, Sglobal

α = Sα − xµ(γµ)α
βQβ (5.569)

が得られる。Sglobal の式には座標 xµ が含まれているが、これを場の微分に作用させる場合には

xµ は微分の内側に入ることに注意すること。例えば、フェルミオンに対して δSδQψ のような変換

を行うことを考えると、はじめの Q 変換によって ∂φ が得られるが、二回目の変換は ∂(δSφ) の
ように微分の内側の φ を δSφ で置き換える。従って座標 xµ にも微分が作用する。ただ、超重力

理論における局所的超コンフォーマル変換の交換関係は時空座標に依存する任意のパラメータに対

してこのようなことを考慮したうえで確立されたものであるから、交換関係を用いる場合にはこの

ようなことを改めて気にする必要は無い。

このことを踏まえて、大域的 Q 変換および S 変換の交換関係を計算してみよう。

{Qglobal
α , Qglobal

β } = −1
4
(γm)αβPm, (5.570)

{Sglobal
α , Qglobal

β } =
1
8
(γpq)αβMpq − 1

4
1αβD +

3i

8
(γ5)αβA− 1

4
xm(γmγn)αβPn, (5.571)

{Sglobal
α , Sglobal

β } = −1
4
(γm)αβKm +

1
2
xk(γl)αβMkl +

1
2
xp(γp)αβD

+
1
4
(2xmxq − xkxkηqm)(γq)αβPm. (5.572)

これらの右辺を見ることによって、大域的な PMDAK 変換を次のように読み取ることができる。

P global
m = Pm, (5.573)

Mglobal
pq = Mpq − (xpPq − xqPp), (5.574)

Dglobal = D + xmPm, (5.575)

Aglobal = A, (5.576)

Kglobal
m = Km − 2xkMkm − 2xmD − (2xnxm − xkxkηmn)Pn (5.577)

これらのうち、PMDK については、対応するコンフォーマルキリングベクトル

V m[Pp] = δm
p , V m[Kp] = x2δm

p − 2xpx
m, V m[D] = xm, V m[Mpq] = −xpδ

m
q + xqδ

m
p .

(5.578)
およびこれらの回転および発散

Vmn = ∂mVn − ∂nVm, V = ∂nV n (5.579)

を用いて次のように表すことができる。

δΦ = V kPkΦ +
1
4
VmnMmnΦ +

1
4
V DΦ(+KmΦ). (5.580)

ただし、最後の項は Kglobal の場合にだけ存在するが、ベクトル多重項、カイラル多重項どちらの

場合も局所的 K 変換は 0 であるから、その場合は無視することができる。
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ゲージ多重項について、大域的 Q 変換は次のように与えられる。

δQvm =
1

2
√

2
(ξγmλ), (5.581)

δQλ =
i

2
√

2
γ5ξD − 1

4
√

2
γmnξFmn, (5.582)

δQD =
i

2
√

2
(ξγ5γm∂mλ) (5.583)

S 変換は作用しないから、単に Q 変換のパラメータに (5.567) を代入するだけでよい。

δSvm = δQ[ξ=−xζ]vm, (5.584)

δSλ = δQ[ξ=−xζ]λ, (5.585)

δSD = δQ[ξ=−xζ]D. (5.586)

カイラル多重項の Global Q 変換は次のように与えられる。

δQφ = −1
2
ξαχα, (5.587)

δQχα =
1
2
ξαF − 1

2
(γm)α

βξβ∂mφ, (5.588)

δQF =
1
2
ξα(γm)α

β∂mχβ (5.589)

Global S 変換は、次のように与えられる。

δSφ = δQ[ξ=−xζ]φ, (5.590)

δSχα = δQ[ξ=−xζ]χ
α + nDζαφ, (5.591)

δSF = δQ[ξ=−xζ]F + (nD − 1)ζαχα (5.592)

D 変換と A 変換をそれぞれの場に対してまとめておく。まずベクトル多重項は、

vm λα D

D∗ v 3
2λ 2D

A∗ 0 iλ 0

(5.593)

カイラル多重項の D および A 変換は

φ χα F

D∗ nDφ (nD + 1
2 )χ (nD + 1)F

A∗ 2i
3 nDφ i( 2

3nD − 1)χ i(2
3nD − 2)F

(5.594)
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第6章 補遺

6.1 添え字

時空のベクトル添え字としては、大域座標については µ, ν を、局所直交系の添え字としては m̂,
n̂ などを用いる。

スピノル添え字としてはギリシャ文字の小文字の初めのほうのもの α, β, γ などや、それらに点

や線を付加したものを用いる。曲がった超空間を用いる場合、曲がったグラスマン大域座標につい

て α, β を用い、局所直交グラスマン座標については α̂, β̂ などを用いる。さらに点、線が付加さ

れたものも用いる。これについては §1.1を参照のこと。
超空間の座標で、ボゾン的座標とフェルミオン的座標の両方を走る添え字には M , N などを用

いる。また、局所直交系の座標には M̂ , N̂ などを用いる。

（これらのルールについては、いまだに統一されていません。しばしば hat が省略されたり違
う文字が用いられたりしています。）

6.2 共変微分

• D
(ω)
µ 局所ローレンツ対称性についてのスピン接続 ω を含む共変微分は D

(ω)
µ と表し、次の

ように定義される。

D(ω)
µ vm̂ = ∂µvm̂ + ωµ

m̂
n̂
vn̂ (6.1)

ω が捩率部分を含まず、多脚場だけで書けていることを明示したい場合には D
(ω(e))
µ が用い

られる。

• D
(G)
µ 内部対称性についてのゲージ場 Aµ を含む共変微分は D

(G)
µ と表される。ゲージ群が

U(1) の場合、電荷 q の場の共変微分は次のように定義される。

D(G)
µ φ = ∂µφ− iqAµφ (6.2)

ゲージ群が非アーベル群の場合、エルミート生成子 Ta を用いて次のように定義される。

D(G)
µ φ = ∂µφ− iAa

µTaφ (6.3)

ゲージ対称性がスカラー多様体の一般のアイソメトリーである場合、スカラー多様体の座標

であるスカラー場 φm の共変微分はスカラー多様体上のキリングベクトル tma を用いて次の

ように定義される。

D(G)
µ φ = ∂µφ−Aa

µtma (6.4)

• D
(S)
µ スカラー多様体上のケーラー変換についての共変微分は、ケーラー接続 Sµ を用いて次

のように定義される。

D(S)
µ ψ = ∂µ − iRSµψ (6.5)
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• D
(M)
µ スカラー多様体上のアフィン接続に対する共変微分は D

(M)
µ と表され、次のように定

義される。

D(M)
µ ψn = ∂µψn + (∂µφk)Γm

knψn (6.6)

• Dcov
µ 超場形式において、Dcov

µ は次のように定義される。

Dcov
µ φ = eµ

m̂(EM

m̂
DMΦ)|θ=0 (6.7)

• Dµ Tensor calculus において、Dµ は P 変換も含めた全ての超コンフォーマル変換について

共変化された共変微分を表す。

Dµφ = ∂µφ− V X
µ OXφ (6.8)

• Dcov
µ Tensor calculus において、Dcov

µ は P 変換以外の超コンフォーマル変換について共変

化された共変微分を表す。

Dcov
µ φ = ∂µφ− V X′

µ OX′φ (6.9)
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第II部

4 次元 N ≥ 2 超重力理論



第7章 大域的 N = 2 超対称性

7.1 超対称代数と中心電荷

7.1.1 N ≥ 2 超対称代数

一般に、場の理論の対称性としての Poincare 群の拡大はボゾン的なものは存在せず（Coleman-
Mandula の定理）フェルミオン的なスピノルの足を持った生成子QIα （およびそのエルミート共

役 Q
α̇

I）の追加によるものだけであることが知られている。(Haag-Sohnius-Lopuszanski の定理)
Part I では、N = 1、つまり I = 1 の超対称電荷が存在する場合、すなわち N = 1 の場合のみを
考えた。この場合、変換記号および対応する電荷の交換関係はディラック表示で次のように与えら

れる。

{Qα, Qβ} = −1
4
(γµ)αβPµ, {Q̂α, Q̂β} =

i

4
(γµ)αβP̂µ (7.1)

パラメータを掛けたものの交換関係も与えておこう。

[ξ1Q̂, ξ2Q̂] =
i

4
ξ1γ

µξ2P̂µ (Dirac rep.), [ξ1Q̂, ξ2Q̂] =
1
4
ξ1σ

µξ2P̂µ (Weyl rep.) (7.2)

N ≥ 2 の場合には、Q̂α と Q̂α は SU(N )R 対称性の基本表現と反基本表現に属し、この表現に

ついての添え字をつける際にはカイラル成分に分解したほうが便利である。SU(N )R 添え字とし

て I, J などを用いることにし、添え字の付け方は次のように定義する。

δQ(ξ)φ = (ξα
I QI

α + ξIαQIα)φ = [iξα
I Q̂I

α + iξIαQ̂Iα, φ] (Dirac rep.)

δQ(ξ)φ = (ξIαQIα + ξIα̇QIα̇)φ = [iξIαQ̂Iα + iξIα̇Q̂Iα̇, φ] (Weyl rep.) (7.3)

N ≥ 2 の代数には、N = 1 の場合には無かった中心電荷と呼ばれる生成子が入ってくる。

{Q̂Iα, Q̂β̇
J} =

1
4
δI
J(σµ)αβ̇P̂µ, {Q̂Iα, Q̂Jβ} = −1

4
εαβẐIJ , {Q̂α̇

I , Q̂β̇
J} = −1

4
εα̇β̇ẐIJ (7.4)

ẐIJ は中心電荷であり、ẐIJ はそのエルミート共役。二つの SU(N )R 添え字 I と J について反

対称であり、全ての電荷と可換である。

この章では N = 2 の場合を考える。N = 2 の場合の代数も (7.4) によって与えられるが、
ZIJ = εIJZ と置くことができる。

{Q̂Iα, Q̂β̇
J} =

1
4
δI
J(σµ)αβ̇P̂µ, {Q̂Iα, Q̂Jβ} = −1

4
εαβεIJ Ẑ, {Q̂α̇

I , Q̂β̇
J} = −1

4
εα̇β̇εIJ Ẑ (7.5)

変換則が与えられた場合、超対称変換を二回行えば次の式によって中心電荷を読み取ることがで

きる。

[δQ(ξ′), δQ(ξ)]Φ = δP (εm)Φ− iδZ(α)Φ + iδZ(α∗)Φ (7.6)

ただし、右辺に現れた εm と α は

εm =
i

4
(ξ′Iσ

mξ
I − ξIσ

mξ
′I

), α =
1
4
εIJ(ξ′IξJ ), α∗ =

1
4
εIJ (ξ

′I
ξ

J
). (7.7)
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のように定義されている。また、δZ および δZ は

δZ(α)Φ = iα[Ẑ, Φ], δZ(α∗)Φ = iα∗[Ẑ, Φ] (7.8)

のように定義される。

7.1.2 N = 2 超対称多重項

質量 M > 0 の粒子の状態に対してこの代数がどのように作用するかを見てみよう。静止系をと
り、運動量を Pµ = (M, 0, 0, 0) とおき、8 個の超対称性電荷を次のように二つずつに分けておく。

Q =

(
Q̂11

Q̂2
2̇

)
, Q† = (Q̂1

1̇Q̂22), Q′ =

(
Q̂12

Q̂2
1̇

)
, Q′† = (Q̂1

2̇Q̂21) (7.9)

これらの反交換関係は次の二つに分解することができる。

{Q,Q†} =
1
4

(
M −Z

−Z M

)
, {Q′,Q′†} =

1
4

(
M Z

Z M

)
(7.10)

運動量の固有値 Pµ = (M, 0, 0, 0) に属する固有状態を |s〉 とする。この固有状態で、上記の反交換
関係の両辺を挟んでみよう。状態空間に負ノルムの状態が無いことを仮定すれば左辺の行列の固有

値は非負であるはずである。2 × 2 エルミート行列の固有値が非負であるための必要十分条件は、
そのトレースと行列式がどちらも非負であることである。M > 0 という仮定より、トレースは必
ず正であるから、行列式が非負であるという条件について考えてみよう。これは中心電荷と質量の

間に次の関係を与える。

M2 ≥ |Z|2. (7.11)

この、質量の下限は BPS bound と呼ばれる。
質量が BPS bound の下限になっているような状態を BPS 状態と呼ぶ。この場合、行列の行列

式が 0 であるから、その固有値のうち一つは 0 である。（そしてもう一つの固有値は 2M である

ことが、トレースからわかる。）Z = eiαM と置こう。この行列を対角化するために、8 個の超対
称性電荷を次の 4 個とそれらのエルミート共役に組みなおす。

a† =
1√
M

(Q11 + eiαQ2
2̇), b† =

1√
M

(Q11 − eiαQ2
2̇),

c =
1√
M

(Q12 + eiαQ2
1̇), d =

1√
M

(Q12 − eiαQ2
1̇) (7.12)

a, b, c, d は Jz を 1/2 だけ減少させる。これらは次の反交換関係を満足する。

{a, a†} = 0, {b, b†} = 1, {c, c†} = 1, {d, d†} = 0 (7.13)

これら以外の組み合わせは全て 0 である。
a と d およびそれらのエルミート共役は、他の電荷と反可換であるから、それらが全て 0 にな

り、b と c およびそれらのエルミート共役によって互いに結びつく状態の組によって表現を構成す

ることができる。

零質量の場合についても考えてみよう。この場合、静止系を取ることはできない。その代わり運

動量が Pµ = (E, 0, 0, E) となるような座標系を取ることにする。そのような運動量固有空間上で
この代数がどうなるかを見てみよう。

(σ0 + σ3)αβ̇ =

(
2

0

)
, (σ0 + σ3)β̇α =

(
−2

0

)
. (7.14)
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であることと、(7.11) より、零質量粒子に対しては中心電荷が 0 であることを用いると、上記の
代数は次のようになる。

{Q̂Iα, Q̂
β̇

J} =
E

2
δI
J

(
1

0

)αβ̇

(7.15)

したがって、QI2 および Q
2̇

J は他の全ての電荷と反可換になり、

QI2|0〉 = Q
2̇

J |0〉 = 0 (7.16)

という条件を満足する状態 |0〉 を考えることができる。生成消滅演算子として

aI =

√
2
E

QI1, aI =

√
2
E

Q
1̇

I (7.17)

を定義すると、これらはフェルミオンの生成消滅演算子の反交換関係を満足する。

{aI , aJ} = δI
J (7.18)

aI はヘリシティを 1/2 だけ増加させる。したがって、aI を生成演算子、aI を消滅演算子として、

ヘリシティ hmin をもつ真空状態 |hmin〉 に作用させると、ヘリシティが hmin から hmin + 1 の範
囲にある次の 4 つの状態が現れる。h

|hmin〉 a1|hmin〉 a2|hmin〉 a1a2|hmin〉. (7.19)

超対象多重項を構成する場合には、ローレンツ対称性をもつ場の理論は常に CPT 対称性を持つこ
とを考慮しなければならない。

• 重力多重項 (hmin = 1,−2)

+2 + 3
2 +1 + 1

2 0 − 1
2 −1 − 3

2 −2

1 2 1 1 2 1
(7.20)

hmin = 1 から出発して作ることのできる 4 つの状態は、その CPT パートナーである
hmin = −2 から作ることのできる 4 つの状態と組になって重力多重項をなす。この多重項は
一つの重力場、二つのグラビティーノ、一つの U(1) ゲージ場を含む。

• ベクトル多重項 (hmin = 0,−1)

+2 + 3
2 +1 + 1

2 0 − 1
2 −1 − 3

2 −2

1 2 2 2 1
(7.21)

hmin = 0 から出発して作ることのできる 4 つの状態は、その CPT パートナーである
hmin = −1 から作ることのできる 4 つの状態と組になってベクトル多重項をなす。この多重
項は一つの U(1) ゲージ場、二つのワイルフェルミオン、一つの複素スカラー場を含む。

• ハイパー多重項 (hmin = 0,−1)

+2 + 3
2 +1 + 1

2 0 − 1
2 −1 − 3

2 −2

2 4 2
(7.22)

hmin = −1/2 から出発して作ることのできる 4 つの状態はハイパー多重項をなす。ただし、
そのうちの二つの h = 0 成分は SU(2)R の二重項に属していなければならない。この表現は

実ではないから、ハイパー多重項は 8 つの成分を含まなければならない。これらは二つのワ
イルフェルミオンと二つの複素スカラー場を含む。
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7.2 繰り込み可能な N = 2 QCDラグランジアン

7.2.1 ベクトル多重項

N = 2 のベクトル多重項は N = 1 のベクトル多重項 V a = (va
µ, λa, Da) と随伴表現に属するカ

イラル多重項 Φa = (φa, χa, F a) よりなる。繰り込み可能な場合を考えてみよう。これはケーラー
ポテンシャルが 2 次であり、ゲージ結合関数が定数の場合である。

K(Φ,Φ) = KabΦ
aΦ

b
, τ̃ab(Φ) = τ̃ab (7.23)

理論が N = 2 の超対称性を持つようにするには、N = 1 の超対称性と SU(2)R 対称性を同時に

持つことを要請すればよい。SU(2)R 対称性はベクトル多重項に含まれるフェルミオン λa とカイ

ラル多重項に含まれるフェルミオン χa を入れ替える。それぞれのフェルミオンの運動項は次のよ

うに与えられる。

Lχ = iKab(χ
aσµ∂µχb), Lλ = i(Im τ̃ab)(λaσµ∂µλ

b
) (7.24)

従って二つのフェルミオンの間の対称性があるためには次の関係式が成り立つ必要がある。

Kab = Im τ̃ab. (7.25)

これらを用いて以前に与えたベクトル多重項のラグランジアンは次のように書くことができる。

L =
∫

d4θK(Φ∗,Φ) +
1
2

Im
∫

d2θτ̃abW
aW b

=
1
2
[K(Φ∗, Φ)]D − 1

2
Im[τ̃abW

aW b]F (7.26)

さらに、非アーベル群に一般化することを考えよう。ここでは群が単純群の場合に限り、次のよう

におく。

K =
1
g2

(Φ
a
e−2V Φa), Kab =

1
g2

δab, τ̃ab = τ̃ δab =
1
2π

(
θ

2π
+

2πi

g2

)
δab. (7.27)

τ̃ は以前にも定義したが、電磁双対性の議論をする際に便利な τ とは τ = 2πτ̃ の関係にある。ゲー

ジ場だけではなく V および Φ の全ての成分場はリー代数に値を取るものとする。繰り込み可能な
ベクトル多重項 (V, Φ) の作用で、N = 1 超対称性を持つもっとも一般的な作用は、(2.171) によっ
て与えられる V の作用と (2.191) によって与えられる Φ の作用を合計したものである。

L =
∫

d4θ
1
g2

(Φ
a
e−2V Φa) +

1
2

Im
∫

d2θ (τ̃W aW a)

=
1

2g2
[Φ

a
e−2V Φa]D − 1

2
Im[τ̃W aW a]F (7.28)

成分場で表すと次のようになる。
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ベクトル多重項の作用¶ ³

補助場を含まない部分は次のように Sp(1)R 不変になっている。

Lvector
kin =

1
g2

[
−1

4
F a

µνF aµν −D(G)
µ φ

a
D(G)µφa

]
− θ

8(2π)2
εµνρσF a

µνF a
ρσ, (7.29)

Lvector
fermion =

1
g2

[
i(λa

IσµD(G)
µ λ

Ia
) +

1√
2
εIJfabc(λa

Iφ
b
λc

J) +
1√
2
εIJfabc(λ

Ia
φbλ

Jc
)
]

,(7.30)

補助場を含む項は次のように与えられている。

Lvector
pot =

1
g2

(
−ifabcD

aφ
b
φc +

1
2
DaDa + F

a
F a

)
(7.31)

補助場を含む部分は一見 Sp(1)R 不変ではないが、補助場の運動方程式を解いて得られるポテ

ンシャルは Sp(1)R 不変になる。
µ ´

7.2.2 ハイパー多重項

k 個のハイパー多重項を含む理論を考えよう。k 個のハイパー多重項は全部で 4k 個の実スカ

ラー場を含む。これらは SU(2)R の 2 表現に属している。従ってフレーバー対称性は SO(4k) の部
分群のうち Sp(1)R と可換なものであり、そのような部分群の最大のものは Sp(k) である。N = 1
の超場を用いてラグランジアンを書く際には、Sp(k) の部分群である U(k) が明らかになるように
するのが簡単である。Sp(k) の 2k 表現は U(k) の k+k 表現に分解される。k 表現に属する k 個

のカイラル超場を Q、k 表現に属する k 個のカイラル超場を Q̃ と書くことにする。これらのカイ

ラル超場の運動項は次のように与えられる。

L =
1
2
[Q†e−2V (k)

Q + Q̃†e−2V (k)
Q̃]D (7.32)

ただし、ここではハイパー多重項に結合したU(k)ゲージ場 V があることを仮定した。V (k) = V aT
(k)
a

および V (k) = V aT
(k)
a はそれぞれ k 表現および k 表現に属する U(k) のベクトル多重項である。

ゲージ群は必ずしも U(k) である必要は無く、その部分群であってもよいし、ゲージ場は無くても
良い。ここで、k 表現に対する生成子は k 表現の生成子と次の関係がある。

T (k)
a = −(T (k)

a )∗ = −(T (k)
a )T (7.33)

Sp(k) 対称性を明らかにするには Q と Q̃ をひとまとめにした

Qα =

(
Q

Q̃

)
(7.34)

を定義するのがよい。α = 1, . . . , 2k は Q と Q̃ をまとめた 2k 個のカイラル多重項をラベルする

添え字である。これを用いると、(7.32) のラグランジアンは次のように一つの項で表すことがで
きる。

L =
∫

d4θ(Qα(e−2V )α
βQβ) =

1
2
[Qα(e−2V )α

βQβ ]D (7.35)

ただし、この式に現れる V は U(k) の可約表現 k + k に対するものであり、k 表現の生成子を用

いて

T (k+k)
a =

(
T

(k)
a

−(T (k)
a )T

)
(7.36)
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と与えられる。さらに、ゲージ群は Sp(k) にまで拡大することができる。この場合には、生成子
は次の条件を満足する Sp(k) の 2k 表現のものに一般化することができる。

Jαγ(T (2k)
a )γ

β = Jβγ(T (2k)
a )γ

α (7.37)

ただし Sp(1)R 不変テンソル εIJ および Sp(k) 不変テンソル Jαβ は以下のように定義される。

εIJ =

(
1

−1

)
, Jαβ =

(
1k

−1k

)
. (7.38)

Sp(1)R 対称性をあらわに書くには成分場を用いて書く必要がある。カイラル多重項の成分場を

Q(q, ψ)、Q̃(q̃, ψ̃) のように定義する。Sp(1)R × Sp(k) の対称性を見やすくするために、次のよう
に qα

I を定義しよう。

qα
1 =

(
q

q̃

)
, qα

2 =

(
q̃†

−q†

)
. (7.39)

qα
I の下付き添え字 I = 1, 2 に Sp(1)R が作用する。このように定義されたスカラー場は次の関係

式を満足する。

qI
α = (qα

I )∗, qα
I = JαβεIJqJ

β . (7.40)

この関係式のために qα
1 と qα

2 は独立ではなく

qα ≡ qα
1 = Jαβq2

β (7.41)

だけを用いてラグランジアンを書くことができる。

上記のラグランジアンの Sp(1)R 変換のもとで不変になっているかどうかを見てみよう。ゲージ

場が存在しない場合は (7.32) は自由場のラグランジアンを与えるから、明らかに Sp(1)R 対称性

を持ち、従って N = 2 対称性のもとで不変になっている。
ゲージ場との結合が存在する場合にはこのラグランジアンは次の Yukawa 項を含み、この部分

は Sp(1)R 不変になっていない。

L = −
√

2iq†α(T (2k)
a )α

β(ψβλa) + h.c. = −
√

2iq†1α (T (2k)
a )α

β(ψβλa
1) + h.c. (7.42)

SU(2)R 不変にするためには、λ2 を含む次の項を加える必要がある。

L = −
√

2iq†2α (Ta)α
β(ψβλa

2) + h.c. = −
√

2iqαJαβ(Ta)β
γ(ψγχa) + h.c. (7.43)

この項は次の superpotential の導入に対応する。

W = − i√
2
QαJαβ(Ta)β

γQγΦa. (7.44)

この超ポテンシャル項をあわせた次のラグランジアンは Sp(1)R 不変である。

L =
1
2
[Qα(e−2V (2k)

)α
βQβ ]D +

(
i√
2
[QαJαβ(Ta)β

γQγΦa]F + c.c.
)

(7.45)

次にハイパー多重項に対するポテンシャル項を導入することを考えてみよう。そのために Qα の

みからなる超ポテンシャルを書いてみよう。超ポテンシャル W は qα の正則関数でなければなら

ない。これは qα
I の成分のうち qα

1 だけで書けることを意味している。W の導入によって得られる
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フェルミオンの質量項は Wαβψαψβ に比例するが、これが Sp(1)R 不変であることからWαβ が定

数であることがいえる。従って W は qα の二次関数であり、次のように表すことができる。

W =
1
2
QαJαβmβ

γQγ . (7.46)

これはハイパー多重項の質量項を与える。質量行列 mα
β は、Jαβmβ

γ が対称であるような行列で

ある。これは (7.37) と同じ条件であり、m が Sp(k) の随伴表現に属していることを表わしている。
さらに、超ポテンシャルがゲージ不変であるためには質量行列がゲージ変換のもとで不変でなけれ

ばならない。このことから、m はゲージ群のリー代数に属する φ や φ と可換である。すなわち、

質量行列は次の条件を満足する必要がある。

[m,φ] = [m,φ] = 0. (7.47)

(7.46) と (7.44) は似た形をしており、次の行列を定義しておくと便利である。

Mα
β = mα

β − i
√

2φa(Ta)α
β . (7.48)

これらを全て加えると、次の作用が得られる。

ハイパー多重項の作用¶ ³

N = 2 ハイパー多重項の作用は superfield を用いれば、次のように表現できる。

Lhyper =
∫

d4θ(Qe−2V Q)− 1
2

(∫
d2θQJ(m− i

√
2Φ)Q + h.c.

)

=
1
2
[Qα(e−2V )α

βQβ ]D − 1
2

(
[QαJαβ(m− i

√
2Φ)β

γQγ ]F + h.c.
)

(7.49)

この作用を成分場を用いて書きなおすと、次の 3 つの作用の和になる。

Lhyper
kin = −1

2
DµqI

αDµqα
I + iψασµDµψα, (7.50)

Lhyper
fermion = −

√
2iqI

αλa
I (Ta)α

βψβ +
1
2
ψαJαβMβ

γψγ + h.c. (7.51)

Lpot = FαFα −
(
FαJαβMβ

γqγ + h.c.
)

−Da(q1
α(Ta)α

βqβ
1 )−

( i√
2
F a(q1

α(Ta)α
βqβ

2 ) + h.c.
)
. (7.52)

µ ´
ポテンシャル項について Sp(1)R 対称性を見るために、補助場についての運動方程式を解いてみ

よう。すると、次の式を得る。

JαβF β = f
α

1 (q). (7.53)

ただし、f(q) は次のように定義されるスカラー場 q の関数である。

f
α

I (q) = −Mα
βqβ

I (7.54)

(7.53) の右辺は Sp(1)R 変換のもとで不変ではない。

補助場についての運動方程式を解くと、次の式が得られる。

1
g2

F a =
i√
2
(q1

α(Ta)α
βqβ

2 ), (7.55)

1
g2

Da =
i

g2
fabcφ

b
φc + (q1

α(Ta)α
βqβ

1 ), (7.56)

Fα = JαβMβ
γqγ = Jαβmβ

γqγ − i
√

2Jαβ(φa)β
γqγ (7.57)
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これらを用いるとポテンシャル項が次のように得られる。

V =
1
g2

(
F aF a +

1
2
DaDa

)
+ F aF a. (7.58)

F aF a の項に解を代入したものは

1
g2

F aF a =
g2

2
(q1

α(Ta)α
βqβ

2 )(q2
α(Ta)α

βqβ
1 ) (7.59)

DaDa の項は次の３つに分解できる。

g2

2
(q1

α(Ta)α
βqβ

1 )2 =
g2

4
(q1

α(Ta)α
βqβ

1 )2 +
g2

4
(q2

α(Ta)α
βqβ

2 )2, (7.60)

ifabcφ
b
φc(q1

α(Ta)α
βqβ

1 ) = −(q1
α[φ, φ]αβqβ

1 ) (7.61)
1

2g2

(
ifabcφ

b
φc

)2

(7.62)

FαFα は次のように変形できる。

FαFα = q†1M†Mq1 = q†2MM†q2

=
1
2
(q†1M†Mq1 + q†2MM†q2)

=
1
2
(q†IMM†qI) +

1
2
(q†1[M†,M ]q1)

=
1
2
(q†IMM†qI) +

1
2
(q†1[m†,m]q1) + (q†1[φ†, φ]q1) (7.63)

最後に m がゲージ不変であることから従う (7.47) を用いた。これらを全て加えると、

V =
g2

4
(qITaqJ )(qJTaqI) +

1
2g2

(
ifabcφ

b
φc

)2

+
1
2
(q†IMM†qI) +

1
2
(q†1[m†, m]q1) (7.64)

これらの項のうち、最後のものだけが Sp(1)R 不変性を持たない。したがって、作用が Sp(1)R 不

変性を持つためには質量行列は次の関係を満足する必要がある。

[m†,m] = 0 (7.65)

この条件が成り立つとき、ポテンシャルは明らかに Sp(1)R 不変である。

ポテンシャルを全て合わせれば Sp(1)R 対称性が回復する。

N = 2 SQCD のポテンシャル¶ ³

V =
g2

4
(qITaqJ)(qJTaqI) +

1
2g2

(
ifabcφ

b
φc

)2

+
1
2
(q†IMM†qI) (7.66)

3 つの項は全て非負であり、ポテンシャルの値が最小値 V = 0 をとるのは次の条件が満足さ
れる場合である。

(qITaqJ ) = 0, [φ†, φ] = 0, M †qI = 0. (7.67)

µ ´

V =
1

4g2
(Da

I
JDa

J
I) +

1
2
fmfm (7.68)
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運動方程式を解いて得られる補助場の値は

(Da)I
J = ifabcφ

†bφcδJ
I + ζI

J + g2qJ
α(Ta)α

βqβ
I , fm = −M̂qm. (7.69)

N = 1 のときと同様に、幾つかの量の絶対値の二乗の和として書けているので、それらが全て
0 であることが真空であるための条件である。すなわち、真空条件は次のように与えられる。

[φ†, φ] = φqI = φ†qI = µD + ζD = µF + ζF = 0. (7.70)

7.3 ハイパー多重項

7.3.1 超対称性がモジュライ空間に課す条件について

ある超対称代数の多重項に nφ 個の実スカラー場 φa と、nλ 個のワイルフェルミオン λi が含ま

れるとする。さらにゲージ場が含まれていてもよい。スカラー場とフェルミオンの変換則を次のよ

うに仮定する。（ここではフェルミオンの高次の項は不要なので無視する。）

δφ = Ca
iI(ξ

Iλi) + C
aIi

(ξIλi), (7.71)

δλi = −iD
Ii

a σµξI∂µφa + (Fµν terms), (7.72)

δλi = iDaiIσ
µξI∂µφa + (Fµν terms). (7.73)

ξI が N 個の変換パラメータである。Ca
iI と Da

iI はスカラー場の関数であり、C
aIi
と D

aIi
は添

え字 i と I に対するエルミート共役である。

ラグランジアンは次のように仮定する。

L = Lφ + Lλ + (Fµν terms), (7.74)

Lφ = −1
2
gab∂µφa∂µφb, (7.75)

Lλ = i(λiσµ∂µλi) + ifai
j(∂µφa)(λiσµλj). (7.76)

gab と fai
j はスカラー場の関数で、gab は二つの添え字について対称な実行列、fai

j は添え字 i と

j について反エルミート行列である。

Lφ と Lλ の超対称変換は次のように与えられる。（パラメータ ξI を含む部分だけを書いた。実

際には ξI を含む複素共役も存在する。）

δLφ = gabC
b
iI(ξ

Iλi)(∂µ∂µφa + Γa
cd∂µφc∂µφd), (7.77)

δLλ = −(λiσµσνξI)[DaiI∂µ∂νφa + (∂µDaiI + (∂µφb)fbi
jDajI)(∂νφa)] + (Fµν terms)(7.78)

Γa
cd は gab から作ったクリストッフェル記号である。∂2φ を含む項は

(ξIλi)(gabC
b
iI −DaiI)∂µ∂µφa (7.79)

であるから、これが相殺するためには

gabC
b
iI = DaiI (7.80)

でなければならない。(∂φ)2 を含む項は整理すると

− (λiσµσνξI)(∂µφb)(∂bDaiI + fbi
jDajI − Γc

baDciI)(∂νφa) (7.81)
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となるので、次の式が成り立たなければならない。

∂bDaiI + fbi
jDajI − Γc

baDciI = 0 (7.82)

これは、モジュライ空間上のテンソル DaiI が接続 f と Γ の下で covariantly constant であるこ
とを意味している。モジュライ空間上の多脚場 ea

α とスピン接続 ωaα
β を導入すれば、次のよう

にも書ける。

∂bγαiI + fbi
jγαjI + ωbα

βγβiI = 0 (7.83)

ただし、
1

2
√

2
γαiI = eα

aDaiI = eαaCa
iI ,

1
2
√

2
γIi

α = eα
aD

Ii

a = eαaC
aIi

(7.84)

によって γαiI と γIi
α を導入した。(7.83) は γ が covariantly constant であることを意味している。

f と ω に対応するモジュライ空間上の曲率を

Pabi
j = ∂afbi

j − ∂afbi
j + fai

kfbk
j − fbi

kfak
j , (7.85)

Rabα
β = ∂aωbα

β − ∂aωbα
β + ωaα

γωbγ
β − ωbα

γωaγ
β (7.86)

によって導入すると、(7.83) の積分可能条件は

Pabi
jγαjI + Rabα

βγβiI = 0 (7.87)

となる。

SUSY 代数
[δ1, δ2]φa =

i

4
(ξI

1σµξ2I − ξI
2σµξ1I)∂µφa (7.88)

が成り立つことを要求すると、γαiI に対する条件

γIi
α γβiJ + γIi

β γαiJ = 2δαβδI
J (7.89)

が得られる。

ここで、多重項の個数が一つだけであり、フェルミオンの個数と超対称性の数が等しいことを仮

定しよう。これは、N = 1 のベクトル多重項、カイラル多重項、N = 2 のベクトル多重項、ハイ
パー多重項、そして N = 4 のベクトル多重項に対して成り立つ。ただし、N = 1 のベクトル多重
項の場合はスカラー場が含まれないので除外しておく。nλ = N であるから、γαiI の添え字のう

ち i と I について行列表示したもの γα は正方行列である。γα についても同様である。(7.89) で
α と β が等しい場合の式は、γαγα = 1 （α についての和は取らない）となり、γα と γα が互い

に逆行列であることを意味している。従って、順序を入れ替えた

γαγα = 1 (7.90)

も成り立つ。α と β が異なる場合に (7.89) の左から γα、右から γα を掛けると（α についての和

はとらない。）

0 = γα(γαγβ + γβγα)γα = γβγα + γαγβ (7.91)

が得られる。(7.90) と (7.91) を組み合わせれば

γβγα + γαγβ = δαβ1 (7.92)
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が得られる。さらに (7.92) を (7.89) と組み合わせれば、エルミート行列

Γα =

(
0 γα

γα 0

)
(7.93)

がクリフォード代数

{Γα, Γβ} = 2δαβ1 (7.94)

を満足することが示される。

(7.87) は行列表示すると
Pabγα + Rabαβγβ = 0 (7.95)

となる。ここに右から γα を掛けると

Rabαβγαβ = nφPab (7.96)

が得られる。ただし、

γαβ =
1
2
(γαγβ − γβγα), γαβ =

1
2
(γαγβ − γβγα) (7.97)

を定義した。一方 (7.95) に左から γα を掛けると、次の式を得ることができる。

γαPabγα + Rabαβγαβ = 0 (7.98)

この式から (7.96) を用いて Pab を消去すれば

(nφ − 2)Rabαβγαβ = 0 (7.99)

となる。

それぞれの多重項に対して、この式は以下のような条件をモジュライ空間に課す。

• N = 1 のカイラル多重項の場合、nφ = 2 であるから (7.99) はいかなる条件も与えない。実
際、どんな実二次元多様体もケーラー多様体である。

• N = 2 のベクトル多重項の場合にも nφ = 2 であるから (7.99) はいかなる条件も与えない。
Special geometry の条件を得るためには、ゲージ場まで含めた解析が必要である。

• N = 2 のハイパー多重項の場合、Γα は SO(4) の γ 行列であり、(7.99) は Rabαβ の反自己

双対部分が 0 であるということをいっており、モジュライ空間がハイパーケーラーであるこ
とが結論される。

• N = 4 のベクトル多重項の場合、Γα は SO(6) の γ 行列であり、(7.99) はRabαβ の全ての成

分が 0 であることをいっているので、モジュライ空間は平坦なものだけが許される。（SO(6)
は SO(4) ∼ SU(2) × SU(2) と違って単純リー群なので、(7.99) のような式によって Rabαβ

の一部だけが 0 になることはありえない。）
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7.3.2 Hyper Kähelr 多様体

ハイパー多重項の場合に、(7.83) が何を意味するかを考えてみよう。ハイパー多重項では γ は

SO(4k) の 4k 次元ベクトル表現を Sp(1)R × Sp(k) の表現に分解する定数テンソルである。従っ
て (7.83) が成り立つためにはモジュライ空間のホロノミーが Sp(k) ⊂ SO(4k) であることを意味
している。このような多様体は Hyper Kähler 多様体と呼ばれる。
定数行列 γ を以下の性質を満足するものとして定義する。

Sp(1)× Sp(k) ⊂ SO(4k) の変換行列の性質¶ ³

m が Sp(k) の基本表現の添字、α が Sp(1) の基本表現の添字、Î が SO(4k) のベクトル添字
である。

• 完全性
(γ

Î
)m

α(γ
Ĵ
)α

m = 2δ
ÎĴ

, (γ
Î
)m

α(γ
Î
)β

n = 2δm
n δβ

α. (7.100)

• 複素共役
((γ

Î
)m

α)∗ = (γ
Î
)α

m. (7.101)

• 反交換関係
(γ

Î
)α

m(γ
Ĵ
)m

β + (γ
Ĵ
)α

m(γ
Î
)m

β = 2δ
ÎĴ

δα
β . (7.102)

• 添え字の上げ下げ
Jmnεαβ(γ

Î
)β

n = (γ
Î
)m

β . (7.103)
µ ´

Hyper Kähler 多様体 MH 上のスピン接続 ω
K−M̂N̂

の反対称な添字 M̂ と N̂ を、不変テンソ

ル σ を用いて Sp(1)R と Sp(k) の添え字に書きなおそう。Hyper Kähler 多様体の場合、スピン接
続は Sp(k) の回転のみを含むから、Sp(k) に対するスピン接続 ωK

m
n を用いて次のように置くこ

とができる。

ω
K−M̂N̂

=
1
2
ωK

m
n(γ

M̂
)α

m(γ†
N̂

)n
α,

1
2
ω

K−M̂N̂
(γ†

M̂
)m

α(γ
N̂

)β
n = ωK−m

nδβ
α. (7.104)

曲率テンソルは次のように定義される。

RMN = ∂MωN − ∂NωM + [ωM , ωN ] (7.105)

ここで、スピン接続として ω
M−K̂L̂

を用いれば通常の SO(4k) の添え字を持った曲率テンソル
R

MN−K̂L̂
が得られ、ωM

k
l を用いれば Sp(k) の添え字を持った曲率テンソル RMN

k
l が得られる。

これらは次のように関係している。

1
2
R

MNÎĴ
(γ

Î
)m

α(γ
Ĵ
)β

n = RMN
m

nδβ
α. (7.106)

添え字 α と β について単位行列になっているのは、Sp(1)R 部分群に対するスピン接続が平坦で

あるからである。曲率テンソルは前二つの添え字と後ろ二つの添え字の入れ替えに対する対称性を

持っている。従って、前二つの添え字についても同様の処理を行うことができるはずであり、次の

式が成り立つ。
1
2
RMN

m
n(γM )p

α(γN )β
q = Rp

q
m

nδβ
α. (7.107)

さらに、すべての添え字を下付きにした次のテンソルを定義する。

Rmnpq = JmkJplR
k

n
l
q. (7.108)

225



前二つと後ろ二つの入れ替えに対して対称であることや、曲率テンソルに対するビアンキの第一恒

等式を用いると、Rmnpq がすべての添え字に対して完全対称であることを示すことができる。ビ

アンキの第二恒等式は次のように書くことができる。

(γ
Î
)α

m∇Î
Rnpqr = (γ

Î
)α

n∇Î
Rpmqr (7.109)

これは、テンソル (γ
Î
)α

n∇Î
Rpmqr の 5 個の Sp(k) 添え字がすべて完全対称であることを意味し

ている。

モジュライ空間MH は、N = 1 の場合のモジュライ空間が満足すべき性質は全て満足していな
ければならない。従って、MH は Kähler 多様体でなければならない。[15] これは共変的に一定な
複素構造 Im

n が存在することを意味している。この複素構造は SU(2)R の 3 つの生成子のうちの
ひとつと同定することができる。従って N = 2 の超対称性と矛盾しないためには I のほかに次の

関係式を満足するあと二つの共変的に一定な複素構造 J と K が存在しなければならない。

I2 = J2 = K2 = −1, IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J. (7.110)

これら 3 つの共変的に定数であるテンソル場が MH 上全体で定義できるとき、多様体 MH は

hyper Kähler 多様体と呼ばれる。TMH の回転群 SO(4k) の極大部分群 Sp(1)R × Sp(k) のもと
で、I、J、K は (3,1)表現として振舞う。従ってこれらが共変的に一定に定義できるためにはMH

のホロノミー群は Sp(k) か、またはその部分群である必要がある。

7.3.3 変換則とラグランジアン

ハイパーケーラー多様体上の座標を与える実数場を qm としよう。これは以前に定義した qα
I と

次の関係にあるものとする。

qα
I =

1√
2
(γm)α

Iq
m, qm =

1√
2
(γm)I

αqα
I (7.111)

fα
I についても、(7.111) と同様に次のように 4k 次元ベクトルを定義しておく。

fα
I =

1√
2
(γm)α

If
m, fm =

1√
2
(γm)I

αfα
I (7.112)

fm は一般には複素ベクトルであることに注意すること。関係式 (7.54) を fm に対する式として

書き換えると、次のようになる。すると、fm はスカラー場の関数として次のように与えられる。

fm = −(m̂− i
√

2φ
a
T̂a)qm, f

m
= −(m̂− i

√
2φaT̂a)qm (7.113)

ただし、hat のついた行列は、それが作用するものによって適当な表現行列に変換することを意味
する。SO(4k) のベクトル表現と Sp(k) の基本表現に対する生成子の関係は次のように与えられる。

(Ta)α
β =

1
4
(Ta)mn(γmn)α

β , (Ta)α
β = −1

4
(Ta)mn(γmn)β

α. (7.114)

(Ta)mn は純虚エルミート行列である。

スカラー場とスピノル場よりなる N = 2 多重項はハイパー多重項と呼ばれる。ハイパー多重項
は N = 1 のカイラル多重項を二つ組み合わせることで得られる。

N = 2 ハイパー多重項





N = 1 カイラル多重項 Q = (q, ψ, F )
+

N = 1 カイラル多重項 Q̃ = (q̃, ψ̃, F̃ )

(7.115)
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k 個のハイパー多重項からなる系を考え、2k 個の複素スカラー場によって張られるスカラー多様

体をMH とする。N = 1 の言葉ではこの系は 2k 個のカイラル多重項を含む。その成分場を 1
から 2k までの値をとる添え字 α を用いて (dqα, ψα, Fα) と表そう。スカラー場を qα ではなく

dqα と書いているのは添え字 α がスカラー多様体上の局所直交基底のものと解釈できるためであ

る。N = 2 対称性を実現するためには、変換則、ラグランジアンがN = 1 対称性を持つと同時に
SU(2)R 不変性を持てばよい。ただしこの SU(2)R 変換は理論のパラメータを変化させても良いの

で、正確には理論の対称性ではない。この対称性のもとで、スカラー場および補助場が二重項とし

て変換されるものとし、その添え字を I とする。

(dqα
I , ψα, Fα

I ) (7.116)

ただし、dqα
1 = dqα、Fα

2 = Fα としておく。添え字 I の導入で、ボゾンの自由度が 2 倍になった。
そこでその自由度の数を元に戻すために、実数条件をおく。そのために次のように §7.3.2 におい
て定義された Sp(1)× Sp(k) 不変テンソル (γ

m̂
)I

α および (γ†
m̂

)α
I を用いて qα

I と Fα
I を 4k 個の

実の場 qm と Fm で書き換えておくと便利である。

dqα
I =

1√
2
(γm)α

Idqm, dqm =
1√
2
(γm)I

αdqα
I . (7.117)

Fα
I =

1√
2
(γm)α

IF
m, Fm =

1√
2
(γm)I

αFα
I . (7.118)

qm が実であるという条件を課しておけば、on-shell での自由度はボゾンとフェルミオンの間で一
致する。

これらを用いて、SU(2)R 不変かつ (ξ1, ξ2) = (ξ, 0) の場合にN = 1 カイラル多重項の変換則を
再現する変換則を書くと次のようになる。

ハイパー多重項の変換則¶ ³

一般の hyper Kähler 多様体に値を取るハイパー多重項の変換則

δqm =
1

2
√

2
ξI(γm)I

αψα +
1

2
√

2
ψα(γm)α

Iξ
I
, (7.119)

δψα = − i

2
√

2
(D\ (G)

qm)(γm)α
Iξ

I
+

1
2
√

2
εIJξI(γm)α

JFm − δqmω̂mψα. (7.120)

ω̂m はモジュライ空間上のスピン接続であり、その右に来る場にあわせて行列表示されたもの

である。
µ ´
ハイパー多重項のフレーバー対称性は、三つのケーラー構造を不変に保つアイソメトリーによっ

て表される。アイソメトリーはモジュライ空間上のキリングベクトルを用いて表すことができる。

たとえば、複素中心電荷の実部と虚部それぞれによって生成される対称性を表すキリングベクトル

は補助場 Fm の実部と虚部である。

ハイパー多重項が幾つかの U(1) ゲージ場と結合している場合には、対応するゲージ対称性も
モジュライ空間上のキリングベクトルで表される。それらを tma としよう。a は複数個ある U(1)
ゲージ場を区別する添え字である。このときスカラー場 qm やフェルミオン ψα の共変微分は次の

ように与えられる。

D(G)
µ qm = ∂µqm −Aa

µtma , D(G,σ)
µ ψα = ∂µψα + Aa

µt̂aψα + (∂µqm)ω̂mψα (7.121)
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フェルミオンの変換則中の ω̂m は、モジュライ空間上のスピン接続をそれが作用する ψα に対応

する表現として表したものである。また、キリングベクトル F
m
の微分 Fmn ≡ DmFn について

も同様に F̂ を定義しておく。Sp(k) の 2k 表現に対してこれらは次のように与えられる。

(ωm)β
α =

1
4
ωm−kl(γkl)β

α, F
β

α =
1
4
DkF l(γkl)β

α. (7.122)

特殊な場合として、モジュライ空間が平坦な場合を考えてみよう。繰り込み可能なラグランジア

ンの場合にはこの条件を満足する。この場合、回転を与えるキリングベクトルはスカラー場と回転

の生成子の積によって与えられる。エルミートな生成子を Ta とすると、キリングベクトルと生成

子の関係は

tma = i(Ta)m
nqn, t̂a = −iT̂a. (7.123)

このキリングベクトルを用いれば、(7.121) に与えられた共変微分は次のように通常の共変微分に
なる。

Dµqm = ∂µqm − iAa
µT̂aqm, Dµψα = ∂µψα − iAa

µT̂aψα (7.124)

ただし、T̂a はそれが作用する場が属する表現に対応して適当な行列を採用する。

再び一般のハイパーケーラー多様体の場合に戻ろう。上記の変換則で不変なハイパー多重項のラ

グランジアンは次のように与えられる。

U(1) ゲージ場に結合したハイパー多重項¶ ³

Lkin = −1
2
hmn(D(G)

µ qm)(D(G)µqn) + iψασµD(G,σ)
µ ψα, (7.125)

Lψmass =
1
2
(ψαJαβF̂ψβ) + c.c., (7.126)

Lpot = −1
2
hmnFmF

n
, (7.127)

Lyukawa = tma (γm)I
α(ψαλa

I ) + h.c., (7.128)

Ladd = − i

2
Da

i (σi)J
I(µa)I

J , (7.129)

L4fermi =
1
4
Rγ

δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ). (7.130)

µ ´
上で述べたように、ここでは補助場 Fm を独立な場ではなく、スカラー場 qm の関数として与え

る必要がある。上記のラグランジアンを超対称変換のもとで不変にするためには次のように取れば

よい。

Fm = tm0 +
√

2φ
a
tma . (7.131)

右辺第一項の tm0 はハイパー多重項に質量を与えるための複素キリングベクトルであり、tma は a

番目のゲージ対称性を与える実キリングベクトルである。

複素キリングベクトル Fm の実部と虚部は中心電荷によって生成される U(1)×U(1) 大域的対
称性を表している。従って Fm はモジュライ空間上の複素キリングベクトルであり、次の条件を

満足する。

DmFn + DnFm = 0. (7.132)

中心電荷は超対称電荷と可換であるから、Fm によるアイソメトリーはハイパーケーラー構造を変

化させてはならない。このことから、Fm は３重正則キリングベクトルであり、次の式が成り立つ。

LF I(a) = LF I(a) = 0, a = 1, 2, 3. (7.133)
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Fm およびその複素共役はそれぞれ Z と Z に対応しているが、この二つの電荷は可換であるか

ら、Fm と F
m
による二つのアイソメトリーも可換でなければならない。このことは、キリング

ベクトル Fm が次の式を満足することを意味している。

LF F k = FmDmF k + DkFmFm = 0. (7.134)

モジュライ空間が平坦なときにはこれは質量行列がそのエルミート共役と可換であるという条件に

等価である。

三重正則キリングベクトル¶ ³

ここではハイパーケーラー多様体上のアーベル群には限らない一般の三重正則キリングベク

トルの性質について簡単にまとめておこう。三重正則であるというのは、そのキリングベクト

ルによるハイパーケーラー構造のリー微分が 0 であることを意味している。

Laγ̂(3) = [t̂a, γ̂(3)] = 0. (7.135)

(7.135) を用いればDm(γ̂(3)ta)n = −(γ̂(3)t̂a)nm が m と n について対称であることを示すこ

とができる。従って γ̂(3)ta はあるスカラーの勾配としてあらわすことができる。このスカラー

を µa として次のようにおく。

(γ̂(3)ta)k = −Dkµa (7.136)

この定義より µ は反エルミート、すなわち ((µa)I
J)∗ = −((µa)J

I) が成り立つ。この定義式
を用いて次の公式が示される。

Dk(tma tnb γ(3)
mn + fab

cµc) = 0. (7.137)

従って、次の式が成り立つ。

tma tnb γ(3)
mn + fab

cµc = const (7.138)
µ ´

7.3.4 変分計算

実際にモジュライ空間が任意の hyper Kähler であったときに、そのラグランジアンが N = 2
の超対称性変換のもとで不変であることを示そう。まずは Fm(q) = 0 の場合を考えよう。これは
カイラル多重項の superpotential が 0 の場合に相当し、零質量のハイパー多重項を与える。
この変換則のもとで不変なスカラー場とフェルミオンの作用を決定しよう。まずは以前に与えら

れた運動項を次のように共変化しておく。

Lq = −1
2
hmn∂µqm∂µqn, Lψ = iψασµD(M)

µ ψα. (7.139)

D
(M)
µ は MH 上のスピン接続 ωk−α

β による共変微分である。これは形式的に qm による MH

上の共変微分 Dm を定義し、連鎖則 Dµψα = (∂µqm)(Dmψα) を用いることで次のように与えら
れる。

D(M)
µ ψα = ∂µψα + (∂µqm)ωm

α
βψβ (7.140)

まず、スカラー場 φm の運動項の変分を求めよう。このとき、計量 hmn も変分することを忘れ

てはならない。計量の変分から δhmn = δqk(hmlΓl
kn + hnlΓl

km) のようにクリストッフェル記号が
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得られることを用いれば、次のように共変な形にまとめることができる。

δLq = −hmn(Dµδqm)∂µqn, Dµδqm = ∂µδqm + (∂µqk)Γm
klδq

l. (7.141)

次に、フェルミオンの運動項の変分を考えよう。まずはフェルミオンの２次の変分を与える δcovψα

と δcovψα のみ考慮すると、

δcovLψ = i(δcovψα)σµD(M)
µ ψα + h.c. =

1
2
√

2
(γ†m)α

I(ξ
I
σνσµD(M)

µ ψα)(∂νqm) + h.c.

= D(M)
µ δqm(∂µqm)− 1

2
√

2

(
(γ†m)α

I((D(M)
µ ξ

I
)σνσµψα)(∂νqm) + h.c.

)
(7.142)

ここまでは、target 空間の計量や変換パラメータ ξ についていかなる仮定もしていない。この変

換の第１項は先ほど計算したスカラー場の運動項の変分を打ち消す。一方第２項が消えるためには

D
(M)
µ ξ が 0 でなければならない。ξ は Sp(1)R 添え字を持つ定数スピノルであるが、target 多様
体が hyper Kähler であり、スピン接続が Sp(1)R 成分を持たないことより D

(M)
µ ξ が 0 であるこ

とがいえる。

次に、フェルミオンについて 4 次の変分へ移ろう。超対称変換のうちで、フェルミオンの個数
を二つ増やすのは、スカラー場の変分 δqm と、フェルミオンの超対称変換のうちの δ′ = δ − δcov

の部分である。これは次のように与えられる。

δ′ψα = −δqmωm
α

βψβ (7.143)

δ′ψα は、モジュライ空間上の平行移動を表している。フェルミオンについて 4 次の変分を得るに
は、Lψ 中のスピン接続に含まれる q の変分と、ψ の δ′ = δ − δcov による変分を計算する必要が

ある。フェルミオンの微分について、この変換を行うと、

(δq + δ′)(Dµψα) = Dµδ′ψα + δq((∂µqm)ωmα
β)ψβ

= −Dµ(δqmωmα
βψβ) + (∂µδqm)ωmα

βψβ + (∂µqm)δqn(∂nωmα
β)ψβ(7.144)

ここで、第１項の共変微分をライプニッツ則を用いて分解しよう。その際に局所直交系の添え字に

のみ作用し、接空間の添え字に作用しない共変微分 D′ を用いるのが便利である。上式の第１項で

微分が作用している量は接空間の添え字は縮約されているから、共変微分 Dµ を D′
µ に置き換え

ることができる。この置き換えのあとでライプニッツ則を用い、∂mωn −D′
nωm = Rmn を用いれ

ば次の式を得る。

(δq + δ′)(Dµψα) = −δqmωmα
βDµψβ + δqm(∂µqn)Rmn−α

βψβ (7.145)

この式は、時空座標での微分とモジュライ空間上の平行移動の順序を交換するとモジュライ空間の

曲率テンソルが現れることを示している。この公式を用いれば、ラグランジアン中のフェルミオン

運動項の変換は次のように与えられる。

(δq + δ′ψ)Lfermion = iδqm(∂µqn)(ψασµRmnα
βψβ). (7.146)

Rmn は二つの共変微分の交換関係から現れた MH の曲率テンソルである。ここで、曲率の前二

つの添え字も次のように Sp(k) の添え字に書き換えよう。

Rmn
α

β =
1
2
Rγ

δ
α

β(γm)I
γ(γ†n)δ

I (7.147)
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これを用いて上記の変分表すと次のようになる。

(δq + δ′ψ)Lfermion =
i

2
((γm)I

γ∂µqm)Rγ
δ
α

β((γ†n)δ
Iδq

n)(ψβσµψα). (7.148)

さらに変換則 δqm の具体形を代入すると、

δL =
i

4
√

2
(ξJ(γm)J

εψ
ε)∂µqkRγ

δ
α

β(γk)I
γ(γ†m)δ

I(ψβσµψα) + h.c.

=
i

2
√

2
∂µqkRγ

δ
α

β(γk)I
γ(ξIψ

δ)(ψβσµψα) + h.c.. (7.149)

曲率テンソルが β と δ の入れ替えで対称であることを用い、フィルツ変換を行うと、

δL = − i

4
Rγ

δ
α

βek
I
γ(∂µqk)(ξIσ

µψα)(ψβψδ) + h.c.

= −1
2
Rγ

δ
α

β(δcovψγψα)(ψβψδ) + h.c.

= δcov

[
−1

4
Rγ

δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ)
]

. (7.150)

従って、次の作用を加えればその δcov による変分によって打ち消すことができる。

L =
1
4
Rγ

δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ). (7.151)

しかしながら、この新しい項の δq + δ′ψ による変分は次の新たな項を与える。

(δq + δ′ψ)L =
1
4
δqR

γ
δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ) +
1
4
Rγ

δ
α

βδ′ψ[(ψγψα)(ψβψδ)]

=
1
4
δqm(Dm + πm)Rγ

δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ) +
1
4
Rγ

δ
α

βδqmπm[(ψγψα)(ψβψδ)]

=
1
4
δqmDmRγ

δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ) +
1
4
δqmπm[Rγ

δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ)] (7.152)

ただし、πm は平行移動を表す演算子である。

δqmπmX = X(q → q + δq)−X(q). (7.153)

上の変分の第２項はスカラーの平行移動であるから 0である。従って、この変分は次のようになる。

(δq + δ′ψ)L4ψ =
1
4
δqm(DmRγ

δ
α

β)(ψγψα)(ψβψδ). (7.154)

これが 0 になることは (γm)I
αDmRδ

β
ε
γ が α、β、γ の 3 つの添字について対称であることを用

いれば示すことができる。（この添え字についての対称性は曲率テンソルに対するビアンキ恒等式

から導くことができる。）

こうして、次の作用が N = 2 の超対称変換の下で不変であることが示された。
ハイパー多重項の運動項¶ ³

一般のハイパー多重項の運動項

L = −1
2
hmn∂µφm∂µφn + iψασµDµψα +

1
4
Rγ

δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ). (7.155)

µ ´
補助場 Fm(q) が 0 ではない場合を考えてみよう。前にも述べたように、補助場 Fm はスカラー

場 q の関数として与えられているとする。このとき (7.120) に与えられているようにフェルミオン
の変換則に補助場 Fm の寄与が付け加わる。

δ′ψα =
1

2
√

2
ξI(γm)I

βJβαFm. (7.156)
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図 7.1: ハイパー多重項の作用の超対称変換による変分の相殺

0 でない補助場 Fm 6= 0 の存在は N = 1 の場合の superpotential が 0 でない場合に相当する。
従ってフェルミオンに質量項が現れ、スカラー場に対してもポテンシャル項が現れる。N = 1 の
場合との比較によって、それらの項が次のように与えられることは簡単に推測できる。

Lψmass =
1
2
ψαJαβF

β
γψγ + h.c. (7.157)

Lpot = −1
2
FmFm. (7.158)

ただし、質量行列は次のようにキリングベクトルの微分として定義される。

F
α

β ≡ 1
4
(γmn)α

βDmFn (7.159)

この形は、N = 1 のカイラル多重項のフェルミオン質量が superpotential の二階微分で与えられ
ており、それは補助場 F の微分としても書くことができたことに対応している。

フェルミオン変換則に Fm の寄与が加わったことにより、フェルミオン運動項の超対称変換か

ら次の項が現れる。

δ′Lψkin = − i

2
√

2
ψαJαβ(γm)β

I(D\F
m

)ξ
I

= − i

4
√

2
ψαJαβ(γm)β

I(γn)J
γ(DnFm)(γp)γ

J (∂\qp)ξ
I

= −1
4
ψαJαβ(γmn)β

γ(DmFn)δψγ . (7.160)

最後の式変形には Fm が三重正則キリングベクトルであることを用いた。この変分は、フェルミ

オン質量項の変分によって相殺することができる。

フェルミオン質量項 (7.157) をさらに (7.156) で変換してみよう。

δ′Lψmass = − 1
2
√

2
ξIF

m(γm)I
αmα

βψβ + h.c. =
1

2
√

2
(FmDkFm)(ξI(γk)I

αψα) + h.c. (7.161)

途中で (7.159) を用いた。さらにこれは次のように書きかえることができる。

δ′Lψmass =
1
2
δφkDk(FmFm)− 1

4
√

2
(ξI(γk)I

αψα − ψα(γk)α
Iξ

I
)LF F k (7.162)

ここで、Fm と F
m
によるアイソメトリーが互いに可換であることを用いれば第２項が消える。

(7.162) の第１項はポテンシャル項の変分によって相殺することができる。
フェルミオンについて高次の項 (δφ + δpara

ψ )Lψmass を考えよう。ここで、δφmα
β = δφpDpm

α
β +

δparamα
β を用い、ラグランジアン全体はモジュライ空間上のスカラーであって並行移動でその値

が変化しないことを考慮すると、次の変分を得る。

(δφ + δpara
ψ )Lψmass =

1
2
ψαJαβ(δφpDpm

β
γ)ψγ + h.c.

=
1
8
δφpψαJαβ(γm)β

I(γn)I
γψγDpDmFn + h.c. (7.163)
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式 (7.132) および曲率テンソルのビアンキ恒等式を用いれば、二階共変微分を次のように書くこと
ができる。

DpDmFn = −RmnpqF
q
. (7.164)

これを (7.163) に代入して、曲率テンソルを Sp(k) 表示に直すと、

(δφ + δpara
ψ )Lψmass =

1
4
δφmF

n
(ψαψβ)Jγε(γn)ε

I(γm)I
δRαβ

γδ + h.c. (7.165)

ここで δφmに実際の変換則を代入しよう。(7.119)に与えられた δφmの二つの項のうち ξI(γm)I
αψα

を代入すると 3 つの ψ を含む項が得られるが、フィルツ変換を用いればこの項が 0 になることが
示される。そこで ψα(γm)α

Iξ
I
を代入すると、

(δφ + δpara
ψ )Lψmass =

1
4
√

2
F

n
Jγε(γn)ε

I(ξ
I
ψδ)(ψ

αψβ)Rαβ
γδ + h.c.

= −1
2
(δ′ψγψδ)(ψ

αψβ)Rαβ
γδ + h.c. (7.166)

この変分はもともとあった 4 フェルミ項の δ′ による変分で丁度相殺される。

まとめると、次のようになる。

質量項の導入¶ ³

キリングベクトル Fm を用いて Sp(k) テンソル F
α

β を次のように定義する。

F
β

α =
1
4
(γmn)β

αDmFn. (7.167)

L = −1
2
hmn∂µφm∂µφn + iψασµDµψα +

1
4
Rγ

δ
α

β(ψγψα)(ψβψδ). (7.168)

ハイパー多重項の質量項はこれらの量を用いて次のように書くことができる。

L = −1
2
FmFm +

1
2
ψαJαβF

β
γψγ − 1

2
ψαFα

βJβγψγ . (7.169)

µ ´
最後に U(1)k ベクトル多重項に対して電荷を持ったハイパー多重項を考えよう。ハイパー多重

項が電荷を持つということは、ゲージ変換によってスカラー多様体の座標が非自明に変換されるこ

とを意味している。このゲージ変換はスカラー多様体のアイソメトリーとしてあらわされる。a 番

目の U(1) ゲージ変換に対応したキリングベクトルを tia とし、共変微分を Dµqm = ∂µqm −Aa
µtma

のようにとる。このアイソメトリーはハイパーケーラー構造を不変に保たなければならないので、

三重正則である必要がある。一般の三重正則キリングベクトルのいくつかの性質については以前に

与えた。

ゲージ場との結合によって、ラグランジアン中の微分は全て上記の共変微分に置き換えられる。

ゲージ場と結合していなければラグランジアンの超対称変換によって得られる全ての変分が相殺す

ることはすでに示されているので、ゲージ場との結合によってどのような項があらたに現れるかを

考えればよい。

とりあえず、フェルミオンについて２次の変分について見てみよう。フェルミオンの運動項の

フェルミオンの超対称変換は

δLψ = − 1
2
√

2
(γm)I

α(ψασµσνξI)(D(G,M)
µ D(G)

ν qm) + h.c.

= − 1
2
√

2
(γm)I

α(ψαξI)(D(G,M)
µ D(G)µqm)− 1

2
√

2
(γm)I

α(ψασµνξI)(D(G,M)
µ D(G)

ν qm) + h.c.(7.170)
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となり、第１項はスカラー場運動項の変分と相殺するが、第２項は微分が共変微分になったことで

以前にはなかったゲージ場の強さを含む項を与える。

δLq + δLψ =
1

2
√

2
tma (γm)I

α(ψαF\ a
2ξI) + h.c. (7.171)

さらに、スカラー場の共変微分に含まれるゲージ場の超対称変換も考えなければならない。

δvLq =
i

2
√

2
tma hmn(D(G)

µ qn)(λa
Iσµξ

I
) (7.172)

次に、補助場 Fm が qm に依存するだけではなく φa を含むことから新たに現れる変分について

見てみよう。ψ の運動項中の ψ に対して補助場 Fm を含む変換をした場合には補助場の微分を含

む項が得られる。

δ′ψLψ = − i

2
√

2
(ψασµξ

J
)(D(G,M)

µ F
m

)(γm)I
αεIJ + h.c. (7.173)

このうち、微分が φ に作用する部分が新たに現れる変分である。

δ′ψLψ = − i

2
(ψασµξ

J
)(D(G,M)

µ φa)tma (γm)I
αεIJ + h.c. (7.174)

ポテンシャル項 Lpot の Fm に含まれる φa を超対称変換したものは

δφLF = − 1√
2
Fnδφata−n + h.c. (7.175)

これらの変分は全て湯川項 (7.128) を導入することによって相殺することができる。(7.171) は
δ(1/2,1)Lyukawa によって、(7.174) は δ(0,1/2)Lyukawa によって、(7.175) は δ′ψLyukawa によって相

殺される。湯川項からはさらに次の変分が得られる。

δ′ψLyukawa = −1
2
φ

b
(ta · tb)εIK(ξKλa

I )− 1
2
(ζab)I

JεJK(ξKλa
I )φ

b
+ h.c. (7.176)

(7.176) の第２項については、アイソメトリーがアーベル群の場合に成り立つ関係式

tma tnb γ(3)
mn = ζ

(3)
ab (7.177)

を用いた。ζ
(3)
ab は定数である。ここでは ζab = 0 を仮定する。(7.172) は δψLyukawa と部分的に相

殺する。

δψLyukawa = − i

2
√

2
tma (γm)I

α(γ†n)α
J(D(G)

µ qn)(λa
Iσµξ

J
) + h.c.

= − i

2
√

2
tma hmn(D(G)

µ qn)(λa
Iσµξ

I
)− i

2
√

2
(D(G)

µ (µa)I
J)(λa

Iσµξ
J
) + h.c.(7.178)

第２項を得るために公式 (7.136) を用いた。第１項はスカラー場の共変微分に含まれるゲージ場の
変分とちょうど相殺する。最終的に残るのは、(7.178) の第２項

δL =
i

2
(µa)I

J(σi)J
IδD

a
i (7.179)

と、δλ→DξLyukawa である。

δλ→DξLyukawa =
i

2
Da

i (σi)J
IDn(µa)I

Jδqn (7.180)

234



この二つは次の項を導入することによってちょうど相殺することができる。

Ladd = − i

2
Da

i (σi)J
I(µa)I

J (7.181)

フェルミオンの 4次の項について見てみよう。フェルミオンの共変微分は次のように与えられる。

D(G,M)
µ ψα = ∂µψα + Aa

µt̂aψα + (∂µqm)ω̂mψα (7.182)

この微分の超対称変換を計算してみよう。

δ′D(M,G)
µ ψα = −D(M)

µ (δqmω̂mψα)−Aa
µt̂a(δqmω̂mψα)

= −(∂µδqm)ω̂mψα − δqm(∂µqn)(D(M)
n ω̂m)ψα − δqmω̂mD(M)

µ ψα −Aa
µt̂aδqmω̂mψα,(7.183)

δq(D(M,G)
µ ψα) = Aa

µ(δq t̂a)ψα + (∂µδqq
m)ω̂mψα + (∂µqn)δqq

m(∂mω̂n)ψα (7.184)

これら二つの和をとると、

(δ′ + δq)(D(M,G)
µ ψα) = −δqmω̂m(D(M)

µ + Aa
µt̂a)ψα

+δqm(∂µqn)R̂mnψα + Aa
µδqm(∂mt̂a + ω̂mt̂a − t̂aω̂m)ψα(7.185)

さらにキリングベクトルに対する公式 (2.218) を用いれば、中性な場合の式 (7.145) と同様な公式
を得る。

(δ′ + δq)(D(M,G)
µ ψα) = −δqmω̂mD(M,G)

µ ψα + δqm(D(G)
µ qn)R̂mnψα (7.186)

従って、この変分は中性な場合と同様に ψ4 項で相殺できる。

ゲージ場の変換からは

δv(iψαD\ψα) = iψασµδAa
µt̂aψα = − 1

2
√

2
(λa

Iσµξ
I
)(ψασµt̂aψα) + h.c. =

1√
2
(ψαλa

I )(ξ
I
t̂aψα) + h.c.

= − 1
4
√

2
tamn(γmn)β

α(ψαλa
I )(ξ

I
ψβ) + h.c. (7.187)

これは湯川項 (7.128) のスカラー場の変分と部分的に相殺する。

(δq + δ′ψ)Lyukawa = δqntan
m(γm)I

α(ψαλa
I ) + h.c.

=
1

2
√

2
((γn)J

β(ξJψβ) + (γn)β
J(ξ

J
ψβ))tanm(γm)I

α(ψαλa
I ) + h.c.(7.188)

実際この第２項は次のように変形できる。

=
1

4
√

2
(ξ

I
ψβ)tanm(γnm)β

α(ψαλa
I ) + h.c. (7.189)

一方第１項は、フィルツ変換によって次の形に変形できる。

= − 1
4
√

2
tanm(γm)I

α(γn)J
β(ξJλa

I )(ψαψβ)+h.c. = − 1
8
√

2
εIJ (ξIλ

a
J)tamnJαγ(γmn)γ

β(ψαψβ)+h.c.

(7.190)
従ってこれは ψ 質量項 (7.157) の変分と相殺する。

δφLψmass =
1

4
√

2
δφata,mnJαβ(γmn)β

γ(ψαψγ)+h.c. =
1

8
√

2
εIJ (ξIλ

a
J)ta,mnJαβ(γmn)β

γ(ψαψγ)+h.c.

(7.191)
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7.4 ディラックの量子化条件

7.4.1 クーロン力とローレンツ力

ゲージ群が U(1)k であり、それらに結合した電荷、磁荷が存在するような理論を考えよう。ゲー

ジ群が U(1)k であるので、電場、磁場もそれぞれ k 個ずつ存在する。まずはこれらの場に結合す

る電荷、磁荷の定義について考えてみよう。電荷と磁荷をどのように区別するかはあとで考えるこ

ととし、それら 2k 個のチャージをまとめて qA (A = 1, . . . , 2k) とする。
チャージ q

(1)
A によって発生されるフラックス中を運動するチャージ q

(2)
A に働く力が次のように

与えられるとしよう。

f =
q
(2)
A CABq

(1)
B

4πr2
n +

q
(2)
A LABq

(1)
B

4πr2
v × n (7.192)

n はチャージ q
(1)
A の位置から q

(2)
A の方向を向く単位ベクトルである。第１項はクーロン力を、第

２項はローレンツ力を表している。CAB と LAB は U(1)k ゲージ場の性質を決める実 2k × 2k 行

列である。作用反作用の法則より、q
(1)
A と q

(2)
A を入れ替え、n と v の符号を逆転させたときに f

の符号は反転するはずである。このことから、CAB は対称 LAB は反対称でなければならない。

CAB = CBA, LAB = −LBA. (7.193)

フラックス密度は電荷、磁荷との次の関係によって定義することができる。

qA =
∮

S2

DA · dS (7.194)

チャージ q
(1)
A によって発生するフラックスは (7.194) と回転対称性を用いることで次のように決め

ることができる。

DA =
q
(1)
A

4πr2
n (7.195)

このフラックス中を運動するチャージ q
(2)
A が受ける力が (7.192) と与えられることより、一般のフ

ラックス中にある粒子に作用する力を与える式を得ることができる。

(7.195) と (7.192) を組み合わせれば、運動する粒子に対するローレンツ力が次のように与えら
れる。

f = qALABv ×DB (7.196)

フラックスを DA = ∇×AA によってベクトルポテンシャル AA を用いて表せば、ローレンツ力

(7.196) は荷電粒子の世界線とベクトルポテンシャルの極小結合によって記述される。ストークス
の定理を用いることで、この結合は

S =
∫

qALABDB · dS (7.197)

と書くこともできる。ただし、積分は粒子の世界線を境界とする面上で行う。この作用は、面のと

り方の任意性に起因する不定性を持つが、この不定な部分が常に 2π の整数倍になり、経路積分に

影響を与えないためには次の関係が成り立つ必要がある。

LABq
(1)
A q

(2)
B ∈ 2πZ (7.198)

これがディラックの量子化条件である。
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ここでは、フラックスおよび電界、磁界の規格化をうまく取ることによって電荷、磁荷 qA が常

に整数になるようにしよう。すると、ディラックの量子化条件は LAB/(2π) が反対称整数行列にな
ることを意味している。SL(2k,Z) 変換を用いて、次の標準形に取ることができる場合を考える。

LAB = 2πJAB , JAB =

(
1k

−1k

)
(7.199)

このような標準形をとったとき、上 k 成分を電荷、下 k 成分を磁荷と呼ぶのが自然である。この

標準形をとった結果、チャージの成分を入れ替える SL(k,Z) 変換は Sp(2k,Z) に破れる。これは

U(1) ゲージ群のときの電荷と磁荷の入れ替えの対称性を一般化したものである。
(7.195) と (7.192) を組み合わせれば、フラックスから荷電粒子が受けるクーロン力が次のよう

に与えられることがわかる。

f = qACABDA (7.200)

電界または磁界は、粒子が場から受ける力として f = qAEA と定義することができる。(7.200) は
電磁界の強さと電磁束密度が次のように関係していることを表している。

EA = CABDB (7.201)

また一方、電界または磁界の強さ EA とフラックス DA の関係は、U(1)k 電磁場のハミルトニア

ンを用いて次のように与えられる。

δH =
∫

EA · δDAdV (7.202)

行列 CAB の対称性はハミルトニアンの微分の式 (7.202) に (7.201) を代入したものが積分可能で
あることを保障する。ハミルトニアンは次のように与えられる。

H =
1
2
DACABDB (7.203)

7.4.2 電荷行列

ここまではローレンツ対称性を用いていない。これまでに得られた関係式をローレンツ共変な形

に書くことを考えよう。そのために、3 次元と 4 次元でのテンソルなどについて幾つかの約束をし
ておく。

∗3 および ∗4 は次のように定義された完全反対称テンソルを用いて定義される Hodge dual で
ある。

ε123 = ε123 = 1, ε0123 = −ε0123 = 1. (7.204)

このような ε テンソルを用いて定義された Hodge dual は次の性質を持つ。

∗4 (A1 ∧ dt) = ∗3A1, ∗4B2 = − ∗3 B2 ∧ dt. (7.205)

また、自己双対テンソル T (+) と反自己双対テンソル T (−) は次の性質を満足する。

∗4 T (±) = ∓iT (±) (7.206)

静止した電荷に対するクーロン力 (7.200) と運動する電荷に対するローレンツ力 (7.196) とが
ローレンツ変換を通して関係していることを用いると、4 次元時空上の反対称テンソルを次のよう
に与えることができる。

FA = CABDB ∧ dt + 2π ∗3 JABDB (7.207)
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ただし、このようにして得られる 2k 個の反対称テンソルのうち、独立なのは k 個だけである。従

属関係を扱いやすくするために、テンソルを自己双対部分と反自己双対部分に分けよう。自己双対

部分 F
(+)A
2 を表すのに、次の関係によって複素 3 次元ベクトル F (+)A を用いるのがしばしば便

利である。

F
(+)A
2 =

1
2
F (+)A ∧ dt +

i

2
∗3 F (+)A (7.208)

(7.207) の自己双対部分を与える複素ベクトルは

F (+)A = (CAB − 2πiJAB)DB (7.209)

と与えられる。これは 2k 個の自己双対テンソルを与えるが、線形従属関係は自己双対部分、反自

己双対部分それぞれで閉じているはずであるので、その中で独立なものは k 個だけである。従っ

て、(7.209) 中のエルミート行列は次のように与えることができる。

CAB − 2πiJAB = MA
i gijM∗B

j
. (7.210)

ただし、gij は k × k のエルミート行列である。以下では行列 CAB の代わりに行列 MA
i を用い

るのが便利である。

行列 MA
i は任意の値を取れるわけではなく、(7.210) の反対称部分が JAB になるという条件を

満足している必要がある。この条件をより便利な形に書き換えておこう。(7.210) の反対称部分の
みを抜き出すと、

− 4πiJAB = MA
i gijM∗B

j
−M∗A

i
gijMB

j = (MA
i M∗A

i
)

(
gij

−gij

)(
MB

j

M∗B
j

)
(7.211)

この右辺に現れている行列は 2k× 2k の正方行列であり、適当に逆行列を掛けたりすることにより

次の式と等価であることが示される。

4πi

(
−gij

gij

)
=

(
MA

i

M∗A
i

)
JAB(MB

i M∗B
i

) (7.212)

ただし、JAB は JAB と同じ成分を持つ行列である。関係式 (7.212) より ~M i の反対称積に対する

次の式が得られる。

~Mi × ~M∗
j

= −4πigij , (7.213)

~Mi × ~Mj = 0. (7.214)

ここで、MA
i の添え字 A を省略し、その代わりにベクトル記号を用いて ~Mi と表した。さらに、

次の反対称積を定義した。
~X × ~Y = XaYa −XaY a. (7.215)

行列 MA
i を用いると、Z2k 上の格子点を与える電荷ベクトル qA を Ck 上の点へとマップする

ことができる。つまり、MA
i は電荷、磁荷の量子化の様子を与える行列である。そこで、この行列

を電荷行列と呼ぶことにする。

7.4.3 周期行列とゲージ場のラグランジアン

ここまでは、電場と磁場をひとまとめにして扱ってきた。これは電場と磁場の間の対称性を明ら

かにするためには便利であるが、ラグランジアンを用いた定式化を行うためには、電場と磁場の片
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方だけを用いた記述に移る必要がある。そこで 2k 成分のベクトルの成分を上半分と下半分に分け

て次のように定義する。

MA
i =

(
Ma

i

Mia

)
, EA =

(
Ea

Ha

)
, DA =

(
Da

Ba

)
, FA =

(
F a

F̃a

)
. (7.216)

k × 2k 行列 Mi
A を 2k 本の k 次元複素ベクトルとみなしたとき、独立なものは k 本だけであ

る。独立なベクトルとして Ma
i を取ることができると仮定しよう。このとき Mia はそれらの線形

結合として次のように与えることができる。

Mia = Mi
bτba. (7.217)

この τab は対称行列であることが (7.214) より保障される。
電荷と磁荷の入れ替えはMa

i とMia を入れ替えることで実現される。ただし JAB の形が (7.199)
の標準形のままであるようにするには (Ma

i ,Mia) → (Mia,−Ma
i ) のようにどちらかにマイナスを

つけておく必要がある。このとき行列 τ は −τ−1 に置き換えられる。

ここで、添え字 i に作用する GL(k,C) の変換を用いて、Mi
A を次のように取ろう。

Ma
i = δa

i , Mia = τia. (7.218)

このとき、(7.213) より得られる計量は

gab =
1
2π

Im τab = Im τ̃ab. (7.219)

である。この式にあるように、τab はしばしば 1/2π を伴って現れるので、τ̃ab = τab/2π を定義し

ておくと便利である。さらに、(7.210) に代入すると、

CAB − 2πiJAB = 2π

(
(Im τ−1)ab (Im τ−1)acτ∗cb

τac(Im τ−1)cb τac(Im τ−1)cdτ∗db

)
(7.220)

従って

F (+)A = 2π

(
(Im τ−1)ab (Im τ−1)acτ∗cb

τac(Im τ−1)cb τac(Im τ−1)cdτ∗db

)(
Da

Ba

)
(7.221)

特にこの上半分の成分は、次の式を与える。

F (+)a = 2π(Im τ−1)ab(Db + τ∗bcB
c) (7.222)

また、F (+)a の実部と虚部はそれぞれ電界と磁束密度を与えるから、次のように書くこともできる。

F (+)a = Ea − 2πiBa (7.223)

これを用いれば、ゲージ場のハミルトニアン (7.203) は次のように書くこともできる。

H =
1
2
DAMA

i gijM∗B
j

DB

=
1
4π

(Im τ)abF
(+)a · F (−)b

=
1
4π

(Im τ)ab(Ea ·Eb + (2π)2Ba ·Bb) (7.224)
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ローレンツ群のもとで、複素ベクトル F (+)A および F (−)A はそれぞれ (3,1) および (1,3) とし
て変換されるから、それらの積は (3,3) として変換される。これはちょうどエネルギー運動量テ
ンソルの変換性と同じであり、(7.224) はその一つの成分になっている。
ハミルトニアンに対する変分の式 (7.202) は、Da と Ea の組に対するルジャンドル変換を行う

ことで次の式が得られる。

δL =
∫

(Da · δEa −Ha · δBa)dV = − 1
2π

∫
F̃a ∧ δF a (7.225)

この積分形は F
(+)
2a = τabF

(+)a
2 を用いれば直ちに次のように得られる。

L =
1

8πi
(τabF

(+)a · F (+)b − τ∗abF
(−)a · F (−)b)

= −1
4
(Im τ̃ab)F a

µνFµνb − 1
8
(Re τ̃ab)εµνρσF a

µνF b
ρσ

=
i

4
τ̃abF

+a
µν F+bµν − i

4
τ̃∗abF

−a
µν F−bµν

= −1
8
εµνρσ τ̃abF

+a
µν F+b

ρσ − 1
8
εµνρσ τ̃∗abF

−a
µν F−b

ρσ (7.226)

同じ結果はハミルトニアン (7.224) を Da と Ba の関数だと思って Da に対するルジャンドル

変換を行うことでも得られる。その際には (7.222) の逆変換が

Ba = − 1
4πi

(F (+)a − F (−)a), Da =
1

4πi
(τabF

(+)b − τ∗abF
(−)b) (7.227)

と与えられることを用いる。

7.5 ベクトル多重項

7.5.1 変換則

N = 2 の U(1) ベクトル多重項を k 個含む理論について考えよう。これら k 個の U(1) をラベ
ルする添え字を a とする。N = 2 のベクトル多重項は、N = 1 ベクトル多重項 V a = (va

µ, λa, Da)
とカイラル多重項 Φa = (φa, χa, F a)の組み合わせによって表すことができる。

N = 2 ベクトル多重項





N = 1 ベクトル多重項 V = (vµ, λ, D)
+

N = 1カイラル多重項 Φ = (φ, χ, F )

(7.228)

補助場 Da と F a は SU(2)R 三重項をなす。この対称性をあからさまな形で表すには、次のよう

に SU(2)R 三重項 Da
i を導入しておくのがよい。

Da
3 = Da,

1√
2
(Da

2 + iDa
1) = F a. (7.229)

また、二つのフェルミオン λa と χa は次のように SU(2)R 二重項を組む。

λa
I = (λa

1 , λa
2) = (λa, χa). (7.230)

これらの場も含め、それぞれの場が SU(2)R のもとでどのような表現に属しているかは表 7.1に与
えられている。
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表 7.1: N = 2 ベクトル多重項

fields SU(2)R

scalar singlet φa

gauge field singlet va
µ

fermion doublet λa
I

auxiliary field triplet Da
i

超対称変換は、N = 1 のベクトル多重項とカイラル多重項の変換則を SU(2)R 不変な形に拡張

することで次のように決定される。

ベクトル多重項の変換則¶ ³

δφa =
1
2
εIJξIλ

a
J (7.231)

δλa
I =

i

2
(D\ (G)

φa)εIJξ
J − 1

2
√

2
F\ a

2ξI +
i

2
√

2
ξJ (Da

i σi)J
I , (7.232)

δva
µ =

1
2
√

2
(−iξIσµλ

Ia
+ iλa

Iσµξ
I
) (7.233)

δDa
i =

1
2
√

2
(σi)I

J(ξID\ (G)
λ

J,a
) + h.c. (7.234)

µ ´

7.5.2 ラグランジアン

N = 1 U(1)k ゲージ理論のラグランジアンのもっとも一般的な形は、カイラル多重項に対する

Kähler potential part (2.191)、ベクトル多重項に対する 運動項 (2.174)、および superpotential
part (2.109) の和として与えられる。これらは 3 つの関数 K(φa, φ

a
)、τab(φa)、W (φa) を与える

ことによって決定されるが、作用が N = 2 の対称性を持つという要請をすると、これらの関数の
間に条件が課される。まず、superpotential W (φa) は 0 である必要がある。なぜならこの関数はカ
イラル多重項中のフェルミオン χa は含むが、ベクトル多重項中のフェルミオン λa は含まないた

めに、これら二つのフェルミオンの間の対称性である SU(2)R 対称性を破ってしまうためである。

ケーラーポテンシャル K と、ゲージ結合関数 τab についてはとりあえずもっとも一般的な形を

仮定しておくと、(2.191) と (2.174) より、作用は次のように与えられる。

L =
∫

d4θK(Φ∗, Φ) +
1
2

Im
∫

d2θτ̃abW
aW b. (7.235)

これを成分で書くと、次の幾つかのラグランジアンの和になる。ただしここではシフトされていな

い補助場 F を用いる。

Lscalar = −Kab∂µφa∂µφ
b
, (7.236)

Lfermion = iKab(χ
aσµD(M)

µ χb) +
1
2
τ̃ab(λaσµ∂µλ

b
) +

1
2
τ̃∗ab(∂µλaσµλ

b
), (7.237)

Lgauge = −1
4
(Im τ̃ab)F a

µνF bµν − 1
8
(Re τ̃ab)εµνρσF a

µνF b
ρσ +

[ i

2
√

2
τ̃ab,cλ

aF\ b
2χ

c + h.c.
]
,(7.238)
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L4fermi =
1
4
Kijkl(χ

iχk)(χjχl)− 1
8

[
iτ̃ab,ij(χiχj)(λaλb) + h.c.

]
(7.239)

Laux = KijF
iF

j
+

1
2
(Im τ̃ab)DaDb

+
[
− 1

2
Kijk(χiχj)F

k
+

1
2
√

2
Dbτ̃ab,i(λaχi) +

i

4
F iτ̃ab,i(λaλb) + h.c.

]
(7.240)

この作用に Sp(1)R 不変性の条件を課すことによって N = 2 の対称性を持つラグランジアンを
構成しよう。λa

I = (λa, χa) は SU(2)R 二重項を成しているからこれら二つのフェルミオンの運動

項の係数が同じになっている必要がある。スカラー場の微分を含む項を無視すれば、それぞれの係

数はKab と Im τ̃ab である。従って次の式が成り立たなければならない。

Kab = Im τ̃ab ≡ 1
2π

Im τab (7.241)

この式が成り立つことを用いれば、(7.237) が次のように Sp(1)R 不変な形に書ける。

Lfermion = iKab(λ
a
IσµD(M)

µ λ
Ib

) =
1
2
τ̃ab(λa

Iσµ∂µλ
Ib

) +
1
2
τ̃∗ab(∂µλa

Iσµλ
Ib

) (7.242)

ただし、λa
I = (λa

1 , λa
2) = (λa, χa) である。

(7.241) の両辺を φc で微分してみると、(1/2)τ̃ab,c = iKabc を得る。この式の右辺を見ると、a

と c について対称であることがわかる。したがって τ̃ab,c は 3 つの添え字について完全対称であ
る。このため、微分を表すコンマを省略することにする。これは 4 階以上の微分についても同じ
である。先ほどの関係式は、コンマを省略して次のように表される。

1
2
τ̃abc = iKabc. (7.243)

この式を用いると、Lgauge 中のフェルミオンを含む項が Sp(1)R 不変であることがわかる。

i

2
√

2
τ̃ab,cλ

aF\ b
2χ

c =
i

4
√

2
τ̃abcε

IJλa
IF\ b

2λ
c
J (7.244)

4 フェルミオン項について見てみよう。ケーラーポテンシャルが関係 (7.241) を満足するとき
Kabcd = 0であるから、χ4 項は消える。χ2λ2 項はフィルツ変換を用いることで次のように SU(2)R

不変になっていることが示される。

L4fermi = − i

8
τ̃abcd(λaλb)(χcχd) + h.c. = − i

24
τ̃abcdε

IJεKL(λa
Iλb

K)(λc
Jλd

L) + h.c. (7.245)

ラグランジアン中の補助場を含む項は次のように SU(2)R 不変な形に書くことができる。

Laux =
1
2
(Im τ̃ab)Da

i Db
i +

1
4
√

2
Da

i

[
i(σiσy)IJ τ̃abc(λb

Iλ
c
J) + h.c.

]
(7.246)

σi はパウリ行列であり、これを用いることで補助場をトレースの無いエルミート行列の形であら

わすことができる。

(Da
i σi)I

J =

(
Da −√2iF a

√
2iF ∗a −Da

)
(7.247)

最後に、SU(2)R 不変性が明らかな形でベクトル多重項のラグランジアンをまとめておく。
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ベクトル多重項のラグランジアン¶ ³

Lscalar = −Kab∂µφa∂µφ
b
, (7.248)

Lfermion = iKab(λ
a
IσµD(M)

µ λ
Ib

) =
1
2
τ̃ab(λa

Iσµ∂µλ
Ib

) +
1
2
τ̃∗ab(∂µλa

Iσµλ
Ib

) (7.249)

Lgauge = −1
4
(Im τ̃ab)F a

µνF bµν − 1
8
(Re τ̃ab)εµνρσF a

µνF b
ρσ =

i

4
τ̃abF

+a
µν F+bµν + c.c.(7.250)

L3 =
i

4
√

2
τ̃ab,cε

IJλa
IF\ b

2λ
c
J + h.c., (7.251)

L4fermi = − i

24
τ̃abcdε

IJεKL(λa
Iλb

K)(λc
Jλd

L) + h.c. (7.252)

Laux =
1
2
(Im τ̃ab)Da

i Db
i +

1
4
√

2
Da

i

[
i(σiσy)IJ τ̃abc(λb

Iλ
c
J ) + h.c.

]
(7.253)

µ ´

7.5.3 プレポテンシャル

多重項にゲージ場が含まれていることはスカラー多様体の構造を決める上で重要な役割を果たし

ている。このことを見るために、ゲージ場 F a
µν の双対場 Faµν を見てみよう。これは次のように与

えられる。

F (+)
aµν = τabF

a
µν + · · · (7.254)

· · · の部分は相互作用に依存する部分で、ここでは無視する。超対称性があるということは、F
(+)
aµν

も超対称多重項をなすことを意味している。対応するフェルミオン λIa、スカラー場 φa は次のよ

うにもとの場と関係している。

dφa = τabdφb, (7.255)

λIa = τabλ
b
I . (7.256)

スカラー場に対する双対関係 (7.255) より、

τab =
∂φa

∂φb
(7.257)

さらに、τab は対称行列であることから

τabdφa ∧ dφb = dφa ∧ dφa = 0 (7.258)

が成り立つ。これは、少なくとも局所的には

φadφa = dF (7.259)

を満足する正則関数 F が存在することを意味している。つまり、φa は次のようにある関数 F の
微分として次のように与えられる。

∂φa =
∂F
∂φa

(7.260)

ここで得られた正則関数 F はプレポテンシャルと呼ばれる。
Kab と τab が (7.241) を満足することから、スカラー多様体上のケーラー形式 ω2 は次のように

与えられる。

ω2 = Kabdφa ∧ dφ∗b =
1

4πi
(τab − τ∗ab)dφa ∧ dφ∗b =

1
4πi

(dφa ∧ dφ∗b − dφa ∧ dφ∗b) (7.261)
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従って、ケーラーポテンシャルが次のように得られる。

K =
i

4π
JABφAφ∗B =

i

4π
~φ× ~φ∗ =

i

4π
(φaφ∗a − φaφ∗a) =

i

4π

(
φa ∂F∗

∂φ∗a
− φ∗a

∂F
∂φa

)
(7.262)

N = 1 の超場形式で表わされたラグランジアンはプレポテンシャルを用いると次のように書く
事ができる。

L =
1
2π

Im
[∫

d4θ
∂F
∂φa

φ
a

+
1
2

∫
d2θ

∂2F
∂φa∂φb

W aW b

]
(7.263)

7.5.4 双対場の多重項

相互作用まで考慮して双対場の多重項を構成しておこう。まず (7.225) を用いてゲージ場の強さ
F a

µν に対してその双対ゲージ場 F̃aµν を定義しよう。ラグランジアン (7.238) を用いれば、次の式
を得る。

F̃bµν = (Re τab)F b
µν−

1
2
(Im τab)εµνρσF bρσ+

1
4
√

2
τabcε

IJλb
Iσµνλc

J+
1

4
√

2
τ∗abcεIJλ

Ib
σµνχJc (7.264)

この関係式は、両辺の自己双対部分のみを取り出せば少し簡単になる。

F+
aµν = τabF

+b
µν +

1
4
√

2
τabcε

IJ (λb
Iσµνλc

J) (7.265)

この F̃2a は、va についての運動方程式より dF̃2a = 0 を満足する。これを双対なゲージ場に対す
るビアンキ恒等式と解釈すると、F̃2a = dṽa によってポテンシャル ṽa を定義することができる。

§7.4.2 において述べたように (F a
2 , F̃2a) は双対性変換 Sp(k,Z) の 2k 表現をなす。

関係式 (7.264) の右辺の超対称変換を計算することによってゲージ場 ṽa の超対称変換を決定し

よう。この計算の中心的な部分は εµνρσF aρσ の変分の計算である。ここからは ξσµνρ∂
ρλ + h.c. の

ような形を含む項が現れる。この項はそのままでは ∂[µδvν] のような何らかのベクトルの外微分の

形にはなっていない。しかしこの項が ∂[µξσν]λ + ξσµν∂\λ + h.c. と変形でき、相互作用を無視すれ
ば第２項は運動方程式より 0 である。従って δṽµ ∼ (ξσµλ) + h.c. のような変換則を抜き出すこと
ができる。相互作用項まで正しく考慮して F̃aµν の超対称変換を計算しても状況は変わらず、次の

形の変分を得る。

δF̃aµν =
1

2
√

2
∂µ(−iξIσντabλ

Ib
)− 1

2
√

2
∂ν(−iξIσµτabλ

Ib
)

− 1
2
√

2
ξIσµν

[
(Im τab)∂\λIb

+
i

2
∂\τabλ

Ib
+

1
2
√

2
τabcε

IJF\ b
2λ

c
J

]
+ h.c. (7.266)

ここまでの計算には運動方程式は全く用いていない。そしてこの式の二行目の括弧の中はちょうど

フェルミオンについての運動方程式

(Im τab)∂\λIb
+

i

2
(∂\τab)λ

Ib
+

1
2
√

2
τabcε

IJF\ b
2λ

c
J = 0. (7.267)

によって 0 になる。従って、双対ゲージ場 ṽa の超対称変換則は次のように決定される。

δṽa =
1

2
√

2
(−iξIσµλ

I

a + iξ
I
σµλIa) (7.268)

これは va
µ の変換則 (7.233) と全く同じ形をしている。フェルミオン λIa の超対称変換則はその

定義 (7.256) から直ちに決定することができるが、その結果スカラー場 φa が λ̃Ia の超対称パート
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ナーとして振舞うことがわかる。実際、λ̃Ia や φ̃a の超対称変換は次のように (7.232) や (7.231)
と全く同じ形になっている。

δλ̃Ia =
i

2
εIJ∂\φ̃aξ

J − 1
2
√

2
F̃\ 2aξI , δφ̃a =

1
2
εIJξI λ̃Ja. (7.269)

こうして、(Aaµ, λIa, φa) が (Aa
µ, λa

I , φa) と同じ超対称変換則に従う超対称多重項になっているこ
とが示された。

7.5.5 Sp(k,Z) 対称性

U(1) ベクトル多重項は、一つの複素スカラー場、二つのワイルフェルミオン、一つのベクトル
場より成り、次のように多重項を組む。

(φa, λa
I , F (+)a), (φa, λIa, F (+)

a ). (7.270)

ゲージ群が U(1)k である場合、a = 1, . . . , k である。上記の二つの組はそれぞれ独立ではなく、前

者の線形結合として後者を表すことができる。これまではスカラー場 φa をモジュライ空間上の座

標、φa をその正則関数として扱ってきた。この特殊な座標系は preferred coordinate frame と呼
ばれる。Sp(k,Z) 変換を考える場合には φa と φa を平等に扱うのが望ましい。そこで φa と φa

をともにその正則関数として与えるようなモジュライ空間上の複素座標 xi を導入しよう。

φA(xi) · · ·M 上の正則関数 (7.271)

dφA は F (+)A と同様に Sp(k) 変換の下で変換される。一方 dxi はスカラー多様体上の正則座標変

換のもとで GL(k,C) 変換を受ける。電荷行列 MA
i はこれらの間の関係を与えるものとして解釈

できる。すなわち、

dxiMA
i = dφA あるいは MA

i =
∂φA

∂xi
(7.272)

従って、MA
i もまたM 上の正則関数である。このようにおいた電荷行列が、ディラックの量子化

条件 (7.213) や (7.214) を満足することはすぐに示される。また、τab を与える式 (7.257) は電荷
行列と τab の関係式 (7.217) に他ならない。
フェルミオンについても、Sp(k) 不変なスカラー場 xi の超対称パートナー λi

I を次のように定

義しよう。

λi
I =

∂xi

∂φa
λa

I (7.273)

この式の右辺の偏微分は独立変数が φa であるから、Sp(k,R)対称性が明らかではないが、Sp(k,R)
対称性が明らかな次の形にも書き換えることができる。

~λI = (∂i
~φ)λi

I , λj
I =

1
4πi

gij(∂j
~φ)× ~λI . (7.274)

xi および λi
I を用いて、超対称変換を Sp(k,Z) 不変な形に書くと次のようになる。
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ベクトル多重項¶ ³

超対称性変換

δxi =
1
2
εIJξIλ

i
J (7.275)

δλi
I =

i

2
εIJ∂\xiξ

J − 1
4
√

2(2π)i
gij(φ

a

,jF̃\ 2a − φ̃a,jF\ a
2)ξI , (7.276)

δva
µ =

1
2
√

2
(−iφ

a

,iξIσµλ
Ii

+ iφa
,iλ

i
Iσµξ

I
), (7.277)

δṽa
µ =

1
2
√

2
(−iφ̃a,iξIσµλ̃

Ii

+ iφ̃a,iλ̃
i
Iσµξ), (7.278)

ラグランジアン

Lscalar = −Kik∂µxi∂µxj , (7.279)

Lfermion = igij(λ
i
Iσ

µD(M)
µ λ

Ij
), (7.280)

Lgauge = −1
4
(Im τ̃ab)F a

µνF bµν − 1
8
(Re τ̃ab)εµνρσF a

µνF b
ρσ

+
[ i

4
√

2
τ̃ijaεIJλi

IF\ a
2λj

J + h.c.
]
, (7.281)

µ ´
この超対称変換則の組およびラグランジアンは次の U(1)R 変換のもとで不変である。

ξI → eiαξI , xi → xi, λi
I → e−iαλi

I , (F a
µν , F̃aµν) → (F a

µν , F̃aµν), (φa, φ̃a) → e2iα(φa, φ̃a)
(7.282)

この対称性は、ベクトル多重項を超重力理論に結合させる際に重要な役割を果たす。

フェルミオンのラグランジアンは (7.215) の反対称積を用いて次のように Sp(k,R) 不変性が明
らかな形に書くこともできる。

Lfermion = − 1
4π

(~λI × σµ∂µ
~λ

I

) (7.283)

7.6 中心電荷

7.6.1 電荷、磁荷と中心電荷の関係

ハイパー多重項のスカラー場に対して二回超対称変換を行って交換関係を求めると、次の式を

得る。

[δQ(ξ′), δQ(ξ)]qm =
i

4
(ξ′Iσ

µξ
I
)∂µqm +

1
4
εIJ(ξ′IξJ)Fm + c.c.

= εµ∂µqm + αFm + α∗F
m

(7.284)

εm と α は (7.7) に従って定義されている。すなわち

εm =
i

4
(ξ′Iσ

mξ
I − ξIσ

mξ
′I

), α =
1
4
εIJ(ξ′IξJ ), α∗ =

1
4
εIJ (ξ

′I
ξ

J
). (7.285)

この式から、ハイパー多重項の中心電荷を読み取ることができる。

δZ(α)qm = α[iẐ, qm] = iαFm, δZ(α∗)qm = α∗[iẐ, qm] = −iα∗F
m

. (7.286)
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Fm はモジュライ空間上のキリングベクトルであり、(7.131) に与えられている。質量項に由来す
る部分と U(1) ゲージ場との結合に由来する部分がある。

Fm = tm0 +
√

2φ
a
tma (7.287)

tma は U(1) ゲージ変換に対応するキリングベクトルで、次のように U(1) ゲージ変換を与える。

δU(1)(αa)qm = αa[iQ̂a, qm] = αatma . (7.288)

(7.287) は中心電荷と U(1) 電荷の間に次の関係があることを表している。

Ẑ = Ẑ0 +
√

2iφ
a
Q̂a (7.289)

ただし、Ẑ0 は質量項のために現れる定数部分である。

上記の関係式は、ベクトル多重項の解析からも得ることができる。ベクトル多重項に属するゲー

ジ場の上で交換関係を計算してみると、

[δ′, δ]~vµ = εν ~Fνµ +
√

2Dµ(~φα) +
√

2Dµ(~φα∗) (7.290)

この第２項、第３項はゲージ場に対する U(1) ゲージ変換とみなすことができる。(7.6) と比較す
ると、第２項、第３項より

δZ(α)~vµ = Dµ(
√

2iα~φ), δZ(α∗)~vµ = −Dµ(
√

2iα∗~φ) (7.291)

このゲージ変換のもとで、電荷、磁荷が (na, na) である場 Φ、すなわち、共変微分が DΦ =
(d− i(naAa + naAa))Φ で与えられる場 Φ は、このゲージ変換のもとで次のように変換される。

δZ(α)Φ = −
√

2α(naφ
a

+ naφa)Φ, δZ(α∗)Φ = −
√

2α∗(naφa + naφa)Φ (7.292)

7.6.2 6 次元の理論との関係

6 次元のディラック行列 ΓM はサイズが 8× 8 の 6 次元 Γ-行列である。添え字 M は 0 から 5
までの値をとる。x4 と x5 方向をコンパクト化することによって 4 次元の理論を構成することに
する。上記の代数を 4 次元のものの関係を明らかにするために、6 次元 Γ-行列を 4 次元 γ-行列を
用いて次のように表す。

Γµ = σz ⊗ γµ, Γ4 = σx ⊗ 14, Γ5 = σy ⊗ 14, Γ7 = σz ⊗ γ5. (7.293)

Γ7 は 6 次元のカイラリティである。ディラック共役は 6 次元において次のように定義される。

ψ = iψ†Γ0. (7.294)

6 次元の荷電共役行列 C6 は次の性質を満足するものである。

CT
6 = +C6, (ΓMC6)T = −ΓMC6, (Γ7C6)T = −Γ7C6. (7.295)

これは 4 次元の場合と符号が異なることに注意しよう。

CT
4 = −C4, (γµC4)T = +γµC4, (γ5C4)T = −γ5C4 (7.296)
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(7.295) を満足する C6 は C4 を用いて次のように与えることができる。

C6 = ε⊗ γ5C4 (7.297)

この荷電共役行列を用いて定義されるマヨラナ共役は

Ψc = C6Ψ = −Γ0C6Ψ∗ = σx ⊗ (γ5γ0C4)Ψ∗ (7.298)

4 次元のマヨラナ共役が
ψc = C4ψ = −γ0C4ψ

∗ (7.299)

6 次元のスピノルの分解を次のように定義する。

ψ(6) =




ψL
1

ψR
2

ψL
3

ψR
4




, ψ(6)
c =




−ψL
4c

ψR
3c

−ψL
2c

ψR
1c




. (7.300)

ここで、ψ
L/R
i (i = 1, 2, 3, 4) は 4 次元ディラックスピノルから左巻き、あるいは右巻き成分のみ

を取り出した二成分スピノルである。ψ
L/R
ic の上付き添え字は、マヨラナ共役演算を行ったあとの

カイラリティを表している。(7.300) には、あるスピノル ψ(6) とともにそのマヨラナ共役の分解も

与えておいた。この二つを比べると、6 次元のマヨラナ共役を二回行ったときにもとのスピノルに
は戻らず、符合が反転することがわかる。したがって、6 次元ではマヨラナスピノルが定義できな
い。これは、6 次元のスピノル表現が実負であるためである。
しかしもし、スピノルがある内部対称性をあらわす群の下で実負表現に属していたとすると、

ローレンツ群と内部対称性の直積群の下で実正表現に属するため、マヨラナ条件を課すことができ

る。たとえば、あるスピノル ψ
(6)
I が内部対称性 Sp(1) の 2 表現に属していたとしよう。I = 1, 2

は Sp(1) の添え字である。このスピノルのマヨラナ共役の Sp(1) 添え字は上付きになることに注
意すると、次のように分解できる。

ψ
(6)
I =




ψ1I

εIJψJ
2

ψ3I

εIJψJ
4




, εIJψ(6)J
c =




ψ4cI

εIJψJ
3c

ψ2cI

εIJψJ
1c




. (7.301)

ただし、4 次元フェルミオンは全て Sp(1) 添え字が下付きであれば左巻き、Sp(1) 添え字が上付
きであれば右巻きとし、カイラリティを表す L/R は省略した。このように、マヨラナ共役変換を

行ったあとに Sp(1) 添え字の位置をもとに戻すという操作をあわせて考えると、余分な符号は現
れない。そこで次の式によってシンプレクティックマヨラナスピノルを定義することができる。

ψ
(6)
I = εIJψ(6)J

c (7.302)

この式を満足するシンプレクテックマヨラナスピノルの 4 次元スピノルによる分解は次のように
与えられる。

ψ
(6)
I = (ψ1I , εIJψJ

2 , ψ2I , εIJψJ
1 )T (7.303)

ただし、ψ1 および ψ2 は 4 次元のマヨラナスピノルであり、ψ1I と ψI
1 はそれぞれその左巻き成

分と右巻き成分である。ここではシンプレクティックマヨラナスピノルの Sp(1) 添え字を下に書い
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たが、場によっては上付き添え字を持つものとして定義したり、別の Sp(k) 内部対称性の添え字
を持つ場合もある。

二つのシンプレクティックマヨラナスピノルの内積は次のように与えられる。

ψ
′(6)I

ψ
(6)
I = εIJ(ψ

′I
1 ψJ

2 ) + εIJ (ψ
′
1Iψ2J )− εIJ (ψ

′
2Iψ1J)− εIJ(ψ

′I
2 ψJ

1 ) (7.304)

6 次元の超対称変換パラメータ ξI は正の超対称性変換演算子 Q̂I は負のカイラリティを持つシ

ンプレクティックマヨラナスピノルで次のように分解されるとする。

ξ
(6)
I = (ξI , 0, 0, εIJξJ )T , Q(6)I = (0, εIJQJ , QI , 0)T . (7.305)

これらは次のシンプレクティックマヨラナ条件を満足する。

ξ
(6)
I = εIJξ(6)J

c , Q(6)I = εIJQ
(6)
cJ . (7.306)

パラメータと演算子の積が次のように与えられる。

(ξ
(6) ·Q(6)) ≡ εIJξ

(6)J
Q(6)I = ξ

I
QI + ξIQ

I (7.307)

6 次元の超対称代数は

[(ξ
(6) ·Q(6)), (ξ

′(6) ·Q(6))] =
i

4
(ξ

(6)I
ΓMξ

′(6)
I )P (6)

M (7.308)

ここでは Q や P は常に変換記号ではなく演算子を表すものとして hat は省略する。4 次元のス
ピノルで分解すると、次のようになる。

[ξIQ
I , ξ

′J
QJ ] =

i

4
(ξIγ

µξ′I)P (6)
µ , [ξIQ

I , ξ
′
JQJ ] =

i

4
εIJ (ξIξ

′
J)(P (6)

4 + iP
(6)
5 ) (7.309)

これらを以前に与えた N = 2 の代数

[ξIQ
I , ξ

′J
QJ ] =

i

4
(ξIγ

µξ′J )Pµ, [ξIQ
I , ξ

′
JQJ ] =

1
4
εIJ(ξIξ

′
J)Z (7.310)

と比較してみよう。すると、中心電荷が内部空間の運動量として次のように与えられることがわ

かる。

Z = i(P4 + iP5) (7.311)

6 次元ベクトル多重項中の変換則は次の通りである。

δA
(6)
M =

1
2
√

2
(λ

(6)I
ΓMξ

(6)
I ), δλ

(6)
I =

1
4
√

2
F

(6)
MNΓMNξ

(6)
I . (7.312)

フェルミオン ΛI は Γ7 カイラリティが正のシンプレクティックマヨラナスピノルで与えられるの

で、次のように分解することができる。

λ
(6)
I = (λI , 0, 0, εIJλJ)T . (7.313)

変換則中のフェルミオン λ
(6)
I を 4 次元のもので書き換えると、以下のように分解される。

δA(6)
µ =

1
2
√

2
(λ

I
γµξI + λIγµξI), (7.314)

1√
2
δ(A(6)

4 + iA
(6)
5 ) =

1
2
εIJ(λ

I
ξJ ), (7.315)

1√
2
δ(A(6)

4 − iA
(6)
5 ) =

1
2
εIJ(λIξJ ), (7.316)

δλI =
1

4
√

2
F (6)

µν γµνξI +
1

2
√

2
(∂\(A(6)

4 − iA
(6)
5 ))εIJξJ (7.317)
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これは

A(6)
µ = −Aµ, A

(6)
4 =

√
2Re φ, A

(6)
5 = −

√
2 Im φ (7.318)

の対応のもと、以前に与えた N = 2 のベクトル多重項の変換則と同じものである。
ハイパー多重項の変換則は次のように与えられる。

δφ(6)m =
1
2
(γm)I

αJαβ(ψ
(6)

β ξ
(6)
I ), δψ(6)α = −1

4
Jαβ(γm)I

β(∂\φ(6)m)ξ(6)
I (7.319)

ここでは、モジュライ空間は平坦で、ゲージ場とも結合していない場合を考える。ψ(6)α は ψ(6)α =
Jαβψ

(6)
cβ を満足するシンプレクティックマヨラナスピノルであり、次のように 4 次元のスピノルに

分解される。

ψ(6)α = (0, Jαβψβ , ψα, 0)T (7.320)

ただし、ψ はマヨラナスピノルであり。ψα はその左巻き成分、ψα は右巻き成分である。これに

よって、変換則は次のように書き換えることができる。

δφ(6)m = −1
2
(γm)I

α(ψ
α
ξI)− 1

2
(γm)α

I(ψ
α
ξI), (7.321)

δψα = −1
4
(γm)I

β(∂\φ(6)m)ξI (7.322)

これはスカラー場を次のようにとれば、以前に与えた 4次元のハイパー多重項の変換則に一致する。

φ(6)m =
√

2qm (7.323)

以前に与えた 4 次元 N = 2 ハイパー多重項のフェルミオンの変換則をもう一度書いておこう。

δψα = − 1
2
√

2
(D\ qm)(γm)α

Iξ
I − 1

2
√

2
Jαβ(γm)I

βξIF
m (7.324)

ハイパー多重項がゲージ場に結合している場合を考えてみよう。この場合、変換則中の微分が次の

共変微分に置き換えられる。

DMφ(6)m = ∂µφ(6)m + iA
(6)a
M (Ta)m

nφ(6)n (7.325)

ここでは 4 次元での共変微分が標準的な形になるようにゲージ場の項の符号を選んだ。新たに加
わったゲージ場を含む項は、フェルミオンの変換則に新たに次の項を追加する。

δψα = · · · − i

4
Jαβ(γm)I

βξI(A
(6)a
4 + iA

(6)a
5 )Ta)m

nφ(6)n (7.326)

これは (7.324) の第２項に対応するものである。比較すると、Fm が次のように与えられる。

Fm =
i√
2
(A(6)a

4 + iA
(6)a
5 )(Ta)m

nφ(6)n = i
√

2φ∗a(Ta)m
nqn =

√
2φ∗atma (7.327)

これは以前に得られた補助場に一致する。

中心電荷は内部空間の運動量と (7.311) によって関係しているが、背景にゲージ場が存在する場
合には

PM = D
(G)
M (7.328)

のようにゲージ場を含む共変微分で置き換えられる。このことを考慮すると、ハイパー多重項の中

心電荷は次のように与えられる。

Z = i(A(6)a
4 + iA

(6)a
5 )qa =

√
2iφ∗aqa (7.329)

これも以前に得られた中心電荷に一致する。

250



第8章 N = 2 超重力理論

4 次元 N = 2 超重力理論の N = 1 超重力理論との大きな違いは、ゲージ場と重力場、ゲージ
場とスカラー場を含む多重項が存在することである。このため、ゲージ場のセクターの性質が理論

全体の構造に大きく影響する。特に、U(1) ゲージ場に対する双対変換が重要な役割を果たす。

8.1 重力多重項

8.1.1 単純超重力理論の作用と変換則

N = 2 の超重力理論の重力多重項は重力場、二つのグラビティーノ、一つの U(1) ゲージ場を含
む。[16] N = 2 超重力理論を与える準備としてN = 1 超重力理論のグラビティーノ多重項、すな
わちスピンが 3/2 のフェルミオンとベクトル場からなる多重項についてみてみよう。U(1) ゲージ
場 Bµ とスピン 3/2 のフェルミオン θµ からなる次のラグランジアンによって与えられる系を考

える。

L3/2,1 = −e

4
GµνGµν + ieθµσµνρD(ω)

ν θρ. (8.1)

G2 は B1 の場の強さであり、G2 = dB1 と定義される。もし背景が平坦であり、変換パラメータ

ξ が定数であればこのラグランジアンは次の変換のもとで不変である。

δθµ =
1
4
G\ 2σµξ, δBµ = − i

2
(θµξ) + h.c. (8.2)

この N = 1 グラビティーノ多重項を N = 1 超重力理論に結合させることを考える。そのために
まず上記のラグランジアンから得られる超対称カレントを計算しよう。背景の平坦性や ξ が定数

であることを仮定しなければ、変換パラメータの微分 D
(ω)
µ ξ を含む次の変分を得る。

δL3/2,1 = − ie

2
θµσ[µG\ 2σ

ν]D(ω)
ν ξ + h.c. (8.3)

従って、この変分を相殺して超対称な理論を得るために次のカレントとグラビティーノの結合項を

付け加える必要がある。

LJ =
ike

2
θµσ[µG\ 2σ

ν]ψν + h.c. (8.4)

このネーター項中のグラビティーノの超対称変換によって得られる変分が (8.3) を相殺する。しか
し LJ に含まれるもう一つのフェルミオン θµ の変分からはそれとは別に次の変分が現れる。

δLJ =
ike

16
ξσµG\ 2σ

νG\ 2σ
µψν + h.c. = − ike

4
(ξσµψν)Tµν + h.c. (8.5)

Tµν はゲージ場 Bµ の運動項を計量で微分することで定義されるエネルギー運動量テンソルであ

る。実はゲージ場の運動項に含まれる多脚場の超対称変換を行うと丁度これと符号が逆の変分が得

られ、この項は自動的に相殺される。
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こうして多重項 (θµ, Bµ) を含む N = 1 超重力理論がラグランジアン L3/2,1 + LJ によって与

えられることが示された。さらにこの理論はグラビティーノ ψµ と新たに導入したスピン 3/2 の
フェルミオン θµ を混ぜるような SU(2) 対称性を持つ。従って、この理論は N = 2 の超対称性を
持ち、θµ は新たに現れた超対称性に対応するグラビティーノと解釈することができる。

二つのグラビティーノを次のようにまとめて ψIµ とあらわそう。

ψIµ = (ψ1µ, ψ2µ) = (ψµ, θµ) (8.6)

すると、作用および変換側を SU(2)R 対称性があらわな形に書く事ができる。N = 2 単純超重力
理論のラグランジアンは次のように与えられる。

LN=2 =
e

k2
R + ieψIµσµνρD(ω)

ν ψ
I

ρ −
e

4
GµνGµν −

(
ike

4
εIJψIµσ[µG\ 2σ

ν]ψJν + h.c.
)

. (8.7)

ただし、SU(2)R 不変な反対称行列は ε12 = ε12 = 1 と定義する。上記ラグランジアンを不変にす
る超対称変換は (3.2) と (8.2) を組み合わせることで次のように与えられる。便宜上多脚場とグラ
ビティーノの間の変換 δ(2/3,2) とグラビティーノとグラビフォトンの間の変換 δ(1,3/2) に分けて書

いた。

δ(3/2,2)e
µ

m̂
=

k

4
(−iψ

Im̂
σµξ

I
+ iψ

I

m̂σµξI), δ(3/2,2)ψIµ =
1
k

D(ω)
µ ξI , (8.8)

δ(1,3/2)ψIµ = −1
4
εIJG\ 2σµξ

J
, δ(1,3/2)Bµ =

i

2
εIJ(ψIµξJ )− i

2
εIJ(ψ

I

µξ
J
). (8.9)

8.1.2 運動方程式と U(1)R 対称性

ラグランジアン (8.7) および超対称変換 (8.8)、(8.9) は大域的な対称性 SU(2)R のもとで不変で

ある。実は運動方程式レベルではこれに加えて、両方のグラビティーノを同じ位相で回転させる

U(1)R 対称性がある。このことを確認しておこう。

ラグランジアン (8.7) よりグラビティーノの運動方程式

σµνρψ
I

νρ − kεIJσ[µG\ 2σ
ν]ψJν = 0 (8.10)

が得られる。ただし、グラビティーノの場の強さは

ψIµν = D(ω)
µ ψIν −D(ω)

ν ψIµ (8.11)

と定義される。グラビフォトンのビアンキ恒等式と運動方程式は次のように与えられる。

dG̃2 = dG2 = 0 (8.12)

ただし、G̃2 は作用を G2 で変分して得られる双対場であり、次のように与えられる。

G̃ρσ = −1
2
ερσκλ

[
Gκλ +

ik

4
εIJψIµσ[µσκλσν]ψJν − ik

4
εIJψ

I

µσ[µσκλσν]ψ
J

ν

]
(8.13)

超対称変換およびここで与えた運動方程式などが U(1)R 対称性を持つことをチェックするために、

以下の超共変化された場の強さを定義しておくと便利である。

ψcov
Iµν = ψIµν − k

4
εIJG\ 2(σµψ

J

ν − σνψ
J

µ), (8.14)

Gcov
µν = Gµν +

ik

2
εIJψIµψJν − ik

2
εIJψ

I

µψ
J

ν , (8.15)

G̃cov
µν = G̃µν − k

2
εIJψIρψJρ − k

2
εIJψ

I

ρψ
J

σ (8.16)
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Gcov
µν は超共変化された場の強さであるから、その超対称変換は変換パラメータの微分を含まない。

δGcov

m̂n̂
= − i

2
εIJ(ξIψ

cov

Jm̂n̂
) +

i

2
εIJ (ξ

I
ψ

covJ

m̂n̂ ) (8.17)

グラビティーノの運動方程式 (8.10) は次のように書き換えることができる。

σνψcov
Iµν = 0. (8.18)

運動方程式 (8.18) は、ψcov
Iµν をスピンの規約表現に分解して得られる (2,3)、(2,1)、(4,1) のうち、

(4,1) 以外が 0 であることを意味している。このことから、ψcov
Iµν が二つのテンソル添え字につい

て、自己双対であることがわかる。

グラビフォトンについて Gcov
2 と G̃cov

2 の関係 (8.13) は次のように書き換えられる。

G̃cov
µν = −1

2
εµν

ρσGcov
ρσ (8.19)

さらに (8.12) のビアンキ恒等式と運動方程式は次のようになる。
(

D
k̂
Gcov

m̂n̂
+

ik

2
εIJψ

Ik̂
ψcov

Jm̂n̂
− ik

2
εIJψ

I

k̂ψ
covJ

m̂n̂

) ∣∣∣
[̂km̂n̂]

= 0 (8.20)
(

D
k̂
G̃cov

m̂n̂
− k

2
εIJψ

Ik̂
ψcov

Jm̂n̂
− k

2
εIJψ

Ik̂
ψ

covJ

m̂n̂

) ∣∣∣
[̂km̂n̂]

= 0 (8.21)

Gcov

m̂n̂
の自己双対部分を

G
cov(+)

m̂n̂
=

1
2
(Gcov

m̂n̂
− iG̃cov

m̂n̂
) (8.22)

とすると、その超対称変換と運動方程式は次のようになる。

δG
cov(+)

m̂n̂
= − i

2
εIJ(ξIψ

cov

Jm̂n̂
) (8.23)

(
D

k̂
G

cov(+)

m̂n̂
+

ik

2
εIJψ

Ik̂
ψcov

Jm̂n̂

) ∣∣∣
[̂km̂n̂]

= 0 (8.24)

これらはどちらも次の変換の下で不変である。

ξI → eiαξI , ψIµ → eiαψIµ, G
cov(+)
2 → e2iαG

cov(+)
2 . (8.25)

8.1.3 中心電荷

重力多重項に含まれるグラビフォトンが結合する電荷、磁荷は中心電荷である。このことを、超

対称変換の交換関係を計算することで確認しておこう。

双対場 B̃µ の超対称変換は

δB̃µ = −1
2
εIJ (ψIµξJ)− 1

2
εIJ(ψ

I

µξ
J
). (8.26)

と与えられる。

グラビフォトン Bµ とその双対場 B̃µ の上で超対称性変換を二回行い、交換関係を計算すると、

[δ′Q, δQ]Bµ =
2i

k
Dµ(α− α∗) + ελGλµ, (8.27)

[δ′Q, δQ]B̃µ = −2
k

Dµ (α + α∗) + ελG̃λµ (8.28)
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従って

(−iδZ + iδZ∗)Bµ =
2i

k
Dµ(α− α∗), (−iδZ + iδZ∗)B̃µ = −2

k
Dµ(α + α∗) (8.29)

Re α と Im α の係数を抜き出せば次の式を得る。

δZI
Bµ = 0, δZR

Bµ = −2
k

Dµλ, δZI
B̃µ = −2

k
Dµλ, δZR

B̃µ = 0. (8.30)

ただし、この式において変換パラメータ λ は実数であり、Z = ZR + iZI のようにエルミート演算

子 ZR と ZI を定義した。これらの式は、グラビフォトンに結合する電荷 Q と Q̃ と中心電荷の関

係が次のように与えられることを意味している。

ZR = −2
k

Q, ZI = −2
k

Q̃. (8.31)

このように、グラビフォトンが中心電荷に結合するということは、質量のあるハイパー多重項な

どがグラビフォトンに対してグラビフォトンに対する電荷、磁荷を持つ。そのような場合、Bµ お

よび B̃µ の線形結合によって素電荷、素磁荷に係数 1 で結合するゲージ場 Aµ および Ãµ を定義

するのが便利である。(F2, F̃2) を次のように定義する。

~F (+) = ~qG(+). (8.32)

ただし、次のように、電気的成分と磁気的成分をまとめてベクトルとして表した。

~F
(+)
2 = (F (+)

2 , F̃
(+)
2 ), ~q = (qe, qm) = MA

1 . (8.33)

ただし、MA
i は以前に定義した電荷行列である。これらのベクトルは、電荷と磁荷を混ぜるよう

な電磁双対変換 Sp(1,Z) = SL(2,Z) のもとで２表現として変換される。 ~X × ~Y は SL(2,Z) 不変
な反対称積であり、次のように定義される。

~X × ~Y = X1Y2 −X2Y1. (8.34)

(qe, qm) は素電荷、素磁荷を表す複素数で、次のディラックの量子化条件を満足するものとする。

Im(q∗eqm) =
1
2i

(q∗eqm − q∗mqe) =
1
2i

~q∗ × ~q = 2πg11 = 2π (8.35)

τ は次のように定義する。

τ ≡ qm

qe
= 2πτ̃ (8.36)

(8.32) の逆変換は次のようになる。

G(+) =
1

4πi
~q∗ × ~F (+). (8.37)

このように定義されたゲージ場 ~F は U(1)R 変換のもとで不変であるとする。その代わり電荷、

磁荷 (qe, qm) が次のように変換される。

ξI → eiαξI , ψIµ → eiαψIµ, (qe, qm) → e−2iα(qe, qm). (8.38)

これ以外のグラビフォトンや多脚場はこの変換のもとで不変であるとする。~q は理論のパラメータ

であるから、これが U(1)R で変換されるということは U(1)R が電荷、磁荷の存在によって破れて

いるということを意味している。

254



ラグランジアンを書く際には F と F̃ についての対称性を保つことはできないので、F だけを

使って G を書き表す。しかし超対称変換については、Sp(1,Z) 共変な形に書くことができる。

N = 2 単純超重力理論¶ ³

ラグランジアン

LN=2 =
e

k2
R + ieψIµσµνρD(ω)

ν ψ
I

ρ

+
(

ie

4
τ̃F+

µνF+µν − ike

4q∗e
εIJψIµσ[µF\−2 σν]ψJν + c.c.

)
. (8.39)

そして変換則は

δ(3/2,2)e
µ

m̂
=

k

4
(−iψ

Im̂
σµξ

I
+ iψ

I

m̂σµξI), δ(3/2,2)ψIµ =
1
k

D(ω)
µ ξI , (8.40)

δ(1,3/2)ψIµ = − 1
4qe

εIJF\+
2 σµξ

J
, δ(1,3/2)

~Aµ =
i

2
εIJ(ψIµξJ)~q − i

2
εIJ(ψ

I

µξ
J
)~q∗. (8.41)

µ ´
これが先ほどのラグランジアンと変換則で与えられる系と同じであることは、qe が実の場合には

Aµ = qeBµ という変数変換によってこの式が得られることと、上記のラグランジアン、変換則が

U(1)R 対称性を持っていることを用いればよい。

F̃µν はラグランジアン (8.39) を用いて Fµν の共役量として定義されるものである。従って、Ãµ

の変換則は Aµ（とグラビティーノ）の変換則から導かれる。このことをチェックしておこう。

グラビフォトン F2 の双対ゲージ場 F̃2 を定義すると次のようになる。

F̃+
µν = τF+

µν +
2πk

4q∗e
εIJψ

I

κσ[κσµνσλ]ψ
J

λ (8.42)

グラビティーノも双対場に寄与することに注意すること。この複素共役と足せば、

F̃µν = (Re τ)Fµν − 1
2
(Im τ)εµνρσF ρσ +

(
2πk

4q∗e
εIJψIκσ[κσµνσλ]ψJλ + h.c.

)
(8.43)

ここで、超共変化された場の強さを次のように定義するのが便利である。

F cov
µν = Fµν +

ik

2
qeε

IJ(ψIµψJν)− ik

2
q∗eεIJ (ψ

I

µψ
J

ν ), (8.44)

F̃ cov
µν = F̃µν +

ik

2
qmεIJ (ψIµψJν)− ik

2
q∗mεIJ (ψ

I

µψ
J

ν ) (8.45)

すると、(8.43) は次のように簡単な形に書くことができる。

qeF̃
cov(+)
µν = qmF cov(+)

µν q∗e F̃ cov(−)
µν = q∗mF cov(−)

µν (8.46)

双対場に対する超対称変換則を決定するにはグラビティーノの運動方程式を用いる必要がある。

そこでまず先にグラビティーノの運動方程式を与えておこう。

σνψcov
Iµν = 0. (8.47)

ただし ψcov
Iµν は次のように定義することができる。

qeψ
cov
Iµν = qeψIµν − k

2
εIJF\ 2σ[µψ

J

ν], (8.48)

qmψcov
Iµν = qmψIµν − k

2
εIJ F̃\ 2σ[µψ

J

ν]. (8.49)
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(8.46) を用いればこれら二つの定義が等価であることがわかる。運動方程式 (8.47) は ψcov
Iµν のテ

ンソル添え字について、自己双対であることを意味している。ゲージ場の強さの超対称変換は

δF cov

m̂n̂
= − i

2
qeε

IJ(ξIψ
cov
Jµν) +

i

2
q∗eεIJ (ξ

I
ψ

covJ

µν ), (8.50)

と与えられる。ここで ψcov
Iµν が運動方程式より自己双対であることを用いれば、双対場の変換則が

次のように与えられることがわかる。

δF̃ cov

m̂n̂
= − i

2
qmεIJ(ξIψ

cov
Jµν) +

i

2
q∗mεIJ (ξ

I
ψ

covJ

µν ). (8.51)

これより、双対ゲージ場の変換則が (8.41) のように与えられることがわかる。
ゲージ場 ~Aµ を用いて中心電荷の式をもう一度導出しておこう。重力多重項に対する変換則 (8.40)

と (8.41) を用いて多脚場に対して二回超対称変換を施すと、次の交換関係が得られる。

[δ′, δ]em̂
µ = D(ω)

µ εm̂ +
(

k

2(2π)
(~q∗ × ~F+

µ
m̂)α∗ + c.c.

)
(8.52)

(7.6) と比較すると、この右辺第１項は変換パラメータが εm である一般座標変換に対応すること

がわかる。第２項は局所ローレンツ変換と解釈できるが、Fµν = 0 であるような平坦な背景上で
は 0 になる。グラビフォトンに対して超対称変換を二回施して交換関係を求めれば次の式が得ら
れる。

[δ′, δ] ~Aµ = εκ ~Fκµ +
2i

k
Dµα~q − 2i

k
Dµα∗~q∗ (8.53)

ただし、途中で ~q(~q∗ ×F+
µν) = 4πi ~F+

µν を用いた。(7.6) と比較すると、第１項は一般座標変換に対
応している。第２項および第３項はグラビフォトンのゲージ変換を表している。(7.6) と比較する
と次の変換則を得る。

δZ(α) ~Aµ = −2
k

Dµα~q, δZ(α∗) ~Aµ = −2
k

Dµα∗~q∗ (8.54)

実部と虚部に分けると、

δZR
~Aµ = −2

k
Dµλ Re ~q, δZI

~Aµ = −2
k

Dµλ Im ~q. (8.55)

これより

Ẑ = −2
k

(qeQ + qmQ̃) (8.56)

ただし、Q と Q̃ は Aµ と Ãµ に結合した電荷、磁荷である。

8.2 ベクトル多重項と重力の結合

8.2.1 ケーラー変換の共変化

k 個の U(1) ベクトル多重項を超重力理論と結合させることを考えてみよう。重力多重項には一
つのベクトル場（グラビフォトン）が含まれているから、ここで考える理論は全体として k + 1 個
の U(1) ゲージ場（そして同じ数の双対ゲージ場）を含む。この系のラグランジアンを書くにはこ
れら k + 1 個のゲージ場に対する電荷行列をうまく与える必要があるが、まずは変換則、ラグラン
ジアンのうちベクトル場を含まない部分についての構造を調べ、そのあとで電荷行列を決定するこ

とにする。
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まず、重力とグラビティーノのラグランジアンは (8.39) と同様に次のように取っておく。

Ls=2 =
e

k2
R, Ls=3/2 = ieψIµσµνρD(ω)

ν ψ
I

ρ. (8.57)

これは次の変換のもとで不変である。

δ(3/2,2)e
µ

m̂
=

k

4
(−iψ

Im̂
σµξ

I
+ iψ

I

m̂σµξI), δ(3/2,2)ψIµ =
1
k

D(ω)
µ ξI . (8.58)

次に、スピンが 0 と 1/2 のセクターを見てみよう。作用、変換則は超対称性が大域的であった場
合の (7.279) と (7.280) を一般座標変換のもとで共変になるようにした次のものから出発しよう。

Ls=0 = −eKij∂µxi∂µxj , Ls=1/2 = ieKij(λ
i
ID\ (M,ω)

µ λ
Ij

). (8.59)

スピン 0 と 1/2 を混ぜるような変換則は (7.275) と (7.276) をふまえて次のようにとっておく。

δ(0,1/2)x
i =

1
2
εIJξIλ

i
J , δ(0,1/2)λ

i
I =

i

2
εIJ(∂\xi)ξ

J
+ h.c. (8.60)

実際に (8.59) のラグランジアンに対してこの変換を行ってみると、次のものが相殺されずに残る。

δ(0,1/2)

(L(0) + L(1/2)

)
=

e

2
Kijε

IJλi
Iσ

µ(∂\xj)D(ω)
µ ξJ + h.c. (8.61)

ξ2 = 0 の場合にはこれはちょうど N = 1 の場合の (3.55) と一致する。この変分を相殺するため
には次のネーター結合項を導入すればよい。

LJ(0,1/2) = −ke

2
Kijε

IJ (λi
Iσ

µ(∂\xj)ψJµ) + h.c. (8.62)

この項に含まれるグラビティーノの (8.58) による変換によって上記の変分を相殺する項が得られ
る。これとは別に、(8.62) の λ の (8.60) による変分から次の新たな変分がえられる。

δ(0,1/2)LJ = − ike

4
Kij(ξ

I
(∂\xi)σµ(∂\xj)ψIµ) + h.c.

= eT m̂
ν [scalar]δeν

m̂
+

e

2k
Sµν(ξ

I
σµλνψIµ + ξIσ

µλνψ
I

µ) (8.63)

ただし Sµν は N = 1 の場合と全く同様に定義される。

Sµν = − ik2

4
Kij [∂µxi∂νxj − ∂νxi∂µxj ] = ∂µSν − ∂νSµ. (8.64)

Sµ はケーラー変換の複合ゲージ場である。

Sµ =
ik2

8
(Ki∂µxi −Ki∂µxi) (8.65)

(8.63) の第 2項を相殺するためには N = 1 の超重力理論と同様にゲージ場 Sµ に対応したケー

ラー変換についての共変化を行う必要がある。そして、ケーラー多様体上に次の交換関係を与える

ようなゲージ場が存在しているとする。

[D(S,M)
i , D

(S)

j
] = −rk2

4
Kij , [D(S,M)

i , D
(S)
j ] = [D(S,M)

i
, D

(S)

j
] = 0. (8.66)

ただし、r は R-電荷を表す。
このことを踏まえて、これまでに与えたラグランジアン、変換則を次のようにケーラー変換のも

とで共変化しておく。
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重力に結合したベクトル多重項（ベクトル場を含まない部分）¶ ³

N = 2 の重力多重項とベクトル多重項が結合した系のラグランジアンのうち、ベクトル場を
含まない部分は次のように与えられる。

Ls=2 =
e

k2
R, Ls=3/2 = ieψIµσµνρD(S,ω)

ν ψ
I

ρ. (8.67)

Ls=0 = −eKij∂µxi∂µxj , Ls=1/2 = ieKij(λ
i
ID\ (S,M,ω)

µ λ
Ij

). (8.68)

LJ(0,1/2) = −ke

2
Kijε

IJ(λi
Iσ

µ(∂\xj)ψJµ) + h.c. (8.69)

これらのラグランジアンの和はフェルミオンの高次の項を除き、以下の超対称変換のもとで

不変である。

δ(3/2,2)e
µ

m̂
=

k

4
(−iψ

Im̂
σµξ

I
+ iψ

I

m̂σµξI), δ(3/2,2)ψIµ =
1
k

D(S,ω)
µ ξI . (8.70)

δ(0,1/2)x
i =

1
2
εIJξIλ

i
J , δ(0,1/2)λ

i
I =

i

2
εIJ(∂\xi)ξ

J
. (8.71)

µ ´
これまでの計算は基本的に N = 1 のカイラル多重項と重力との結合と同じであり、モジュライ空
間についてはケーラー多様体であることと、モジュライ空間上のゲージ場 (Si, Si) が (8.66) のよ
うな性質を持っていることしか用いていない。

8.2.2 プレポテンシャル

k 個のベクトル多重項を含む超重力理論には、グラビフォトンまで含めると、k + 1 個のゲージ
場が存在する。これに対応して、スカラー多様体上の関数 φA も 2(k +1) 個用意する。前節で見た
ように、ベクトル多重項を重力と結合させるためには、スカラー多様体上のケーラー変換と U(1)R

変換をリンクさせて共変化する必要がある。このとき、φA は N = 1 超重力理論における超ポテ
ンシャルと同様に R 電荷 2 を持つM 上の正則関数であるから、ケーラー変換のもとで次のよう

に変換される。

K → K ′ = K − 4f − 4f∗, ξ → ξ′ = ek2(f−f∗)/2ξ, φA → φ′A = e2k2fφA. (8.72)

このように、φA をリスケールする自由度があるために、関数 φA は CP2k−1 上の斉次座標とみな

すことができる。

ケーラーポテンシャル K が大域的な場合と同様に、φ を用いて書かれているとすれば、変換性

(8.72) および Sp(k + 1,Z) 対称性より、e−k2K/2 ∝ ~φ× ~φ∗ となっているはずである。比例係数は

K の定数部分の選び方に依存するが、ここでは次のようにとることにする。

e−k2K/2 =
k2

8πi
~φ× ~φ∗ (8.73)

実際、k が小さい極限をとって右辺を展開すれば、

1− k2

2
K +O(k4) =

k2

8πi
~φ× ~φ∗ (8.74)

となる。左辺の 1 は超重力理論において付け加えられた φ の k + 1 個目の成分の寄与であるとみ
なせば、残りの部分は k が小さいとき k2 の項が大域的超対称理論のケーラーポテンシャルの式

(7.262) に一致する。
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上記の変換で共変な共変微分は次のように与えられる。共変微分 D(s) は次のように定義される。

ただし w と r はワイルウェイトと R-電荷である。

D
(s)
i = ∂i + k2 w + r

8
Ki, D

(s)

i
= ∂i + k2 w − r

8
Ki. (8.75)

特に、関数 φA に対しては

Diφ
A = ∂iφ

A − ∂i
~φ× ~φ∗

~φ× ~φ∗
φA, (8.76)

Diφ = ∂iφ = 0. (8.77)

一つ目の式ではケーラーポテンシャルの具体形 (8.73) を用いた。この式より、dφA ∝ φA の時に

は DφA = 0 となることがわかる。すなわち、DφA は dφA からリスケールの自由度の方向を取り

除いたものになっている。
~φ = (φa, φa) は 2n + 2 個の成分を含むが、そのうち独立なのは φa だけであり、残りの φa は

φa の正則関数として与えられる。また、φa と φa はどちらも同じワイルウェイトと R-電荷を持
つから、φa は φa の１次の斉次関数である。すなわち、次の式が成り立つ。

∂φa

∂φb
φb = φa. (8.78)

これは次のように書くこともできる。

~φ× d~φ = JABφAdφB = 0 (8.79)

special geometry の条件 (7.258) は微分を共変微分に置き換えて

JABD(S)φA ∧D(S)φB = 0 (8.80)

とすべきであるが、実は (8.76) と (8.79) を用いることで、

JABDφA ∧DφB = JABdφA ∧ dφB (8.81)

を示すことができる。したがって超重力理論においてもやはり次の式が成り立つ。

JABdφA ∧ dφB = dφa ∧ dφa − dφa ∧ dφa = 0 (8.82)

(8.82) が成り立つということは、少なくとも局所的には次の式を満足する正則関数 F が存在する
ことを意味している。

φa =
∂

∂φa
F(φa) (8.83)

この関数 F はプレポテンシャルと呼ばれる。
(8.79) は φa が φa の 1 次の斉次式であることを意味しているが、(8.83) によって与えられる

φa がこの条件を満足するためには F が φa の 2 次の斉次式であればよい。
ケーラーポテンシャルはプレポテンシャルを用いて次のように与えられる。

8πi

k2
e−k2K/2 = (~φ× ~φ∗) = φa(F∗ab −Fab)φb∗ (8.84)

また、共変微分 D(S) 中に現れるケーラーポテンシャルの微分は (8.84) を微分することにより次
のように与えられる。

2πKi =
i

2
ek2K/2(∂i

~φ× ~φ∗) =
i

2
ek2K/2∂iφ

a(F∗ab −Fab)φb∗, (8.85)

2πKi =
i

2
ek2K/2(~φ× ∂i

~φ∗) =
i

2
ek2K/2φa(F∗ab −Fab)∂iφ

b∗. (8.86)
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最後の表式を得るのに、Fab が φc の 0 次の同次式であることから従う式 Fabcφ
c = 0 を用いた。

これらを用いれば、変換パラメータ ξ や斉次座標 ~φ の共変微分を次のように書くことができる。

D(s,ω)
µ ξI = D(ω)

µ ξ − iSµξI , (8.87)

eK/4D(s)~φ = ∂(eK/4~φ)− 2iSµeK/4~φ. (8.88)

ただし次の 1-形式を定義した。

Sµ = −k2ek2K/2

16(2π)
(F∗ab −Fab)(∂µφaφb∗ − φa∂µφb∗) (8.89)

最後に、ケーラー形式のいくつかの表式を与えておこう。

ω2 = gijdxi ∧ dx∗j =
iek2K/2

4π
JABDφA ∧Dφ∗B

= − 2
k2

JABDφA ∧D~φ∗B

~φ× ~φ∗

= − 2
k2

(
JABdφA ∧ dφ∗B

~φ× ~φ∗
− d~φ× ~φ∗

~φ× ~φ∗
∧

~φ× d~φ∗

~φ× ~φ∗

)
(8.90)

8.2.3 電荷行列

ラグランジアンおよび変換則中のベクトル場に関する項を与えるためには電荷行列を与える必要

がある。

電荷行列 Ma
i および Mia は (k + 1)× (k + 1) の行列である。添え字 a は 1 から k + 1 の値を

とり k + 1 個のベクトル場に対応している。添え字 i は 0 から k までの値をとる。このうち i = 0
はグラビフォトンに対応する。i = 1 ∼ k は k 個の複素スカラー場に対応する。一般に電荷行列は

i = 0 の成分とそれ以外の成分を混ぜるので、添え字 a を持つゲージ場、すなわち電荷、磁荷が整

数であるように規格化されたゲージ場については、グラビフォトンとそれ以外に分けることはでき

ず、k + 1 個のベクトル場は全て対等である。計量の成分のうち、グラビティーノに対応する部分
は g00 = 1 と取っておくことにする。
この電荷行列は一般には定数である必要はない。N = 2 のベクトル多重項の場合にはスカラー

場 φa が存在するので、その関数であってもよい。ただし電荷行列は量子化条件を満足する必要が

ある。量子化条件 (7.213) と (7.214) をさらに添え字 i と j が 0 かそれ以外かについて場合わけ
すると、以下の 5 つの独立な式を得ることができる。

~Mi × ~M∗
j

= −4πigij ,
~M0 × ~M∗

0
= −4πi, ~Mi × ~M∗

0
= ~Mi × ~Mj = ~Mi × ~M0 = 0. (8.91)

ただし、この式中の i と j は 0 でない値をとるとする。これらの条件を満足するようにスカラー
場の関数として電荷行列を与える必要がある。

電荷行列の成分は大域的な場合と同じく関数 ~φ = (φa, φa) を用いて表されるであろうと予想さ
れる。

大域的な場合の電荷行列は、正則関数 ~φ の微分として与えられた。そこでここでも電荷行列の

グラビフォトン以外の場に関する i = 1, . . . , k の部分は大域的な場合のものをケーラー変換のもと

で共変化することで次のように与えることができる。

~Mi = ek2K/4D
(S)
i

~φ, (i = 1, . . . , k) (8.92)
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ディラックの量子化条件を満足するためにはケーラー変換でその絶対値が変化してはならないか

ら、ワイルウェイトが 0 になるように ek2K/4 という因子を導入した。電荷行列のグラビフォトン

に対応する成分 ~M0 は、(8.56) と (7.292) を比較することにより、次のように置けば良いと推測で
きる。

~M0 = − ikek2K/4

√
2

~φ. (8.93)

電荷行列をこのように取ると、ディラックの量子化条件 (8.91)は自動的に成り立つ。実際 ~Mi× ~M∗
j

=

−4πigij と ~M0 × ~M∗
0

= −4πi はそれぞれ (8.90) と (8.73) に他ならない。また、(8.73) を微分す
ることで ~Mi × ~M∗

0
= 0 も得られる。さらに、 ~Mi × ~Mj = 0 および ~Mi × ~M0 = 0 は (8.79) が成

り立つことを要求する。

k + 1 個のゲージ場に対する周期行列 τab は大域的な場合と同様に (7.217) によって定義される。
成分に分ければ次の二つの式が得られる。

Diφa = τabDiφ
b, φa = τabφ

b
. (8.94)

このように、τab の定義には φ と φ の両方を含むから、超対称性が大域的な場合と異なり τab は

正則関数ではない。

8.2.4 公式

ここでは、次にベクトル場まで含めたラグランジアンの超対称変換の下での不変性を示すのに必

要な公式をまとめておく。

電荷行列 ~Mi および ~M0 はどちらも 2k + 2 次元のシンプレクティックベクトル束 V 上に値を
取る。 ~Mi と ~M0 によって張られる V の k + 1 次元部分ベクトル束を Ṽ と表そう。さらに ~Mi の

みによって張られる k 次元部分ベクトル束を Ṽλ、 ~M0 のみによって張られる 1 次元部分ベクトル
束を Ṽψ と表すことにする。

電荷行列の定義、および量子化条件から従ういくつかの公式を与えておこう。まず、~φ は正則関

数である。これらは共変的な意味でも正則である。すなわち次の式が成り立つ。

D
(S)

i
~φ = 0. (8.95)

この式と交換関係 (8.66) を組み合わせれば、次の公式が得られる。

D
(S,M)
i D

(S)

j
~φ∗ =

k2

2
Kij

~φ∗. (8.96)

上記の定義より、電荷行列に対して次の式が成り立つ。

Di
~M0 = 0, Di

~M0 = − ik√
2

~M∗
i
, Di

~Mj = Dj
~Mi, Di

~Mj = − ik√
2
Kij

~M∗
0
. (8.97)

この式とディラック条件を用いると、次の平坦性条件が示される。

~M0 ×Dk
~M∗

0
= ~M0 ×Dk

~M∗
0

= ~Mi ×Dk
~M∗

j
= ~Mi ×Dk

~M∗
j

= 0. (8.98)

さらに、k + 1 次元ベクトル束 Ṽ を k 次元の「ゲージーノ成分」Ṽλ と 1 次元の「グラビティー
ノ成分」Ṽψ とに分ける射影演算子を定義し、それぞれ Pλ および Pψ とおこう。これらは次のよ

うに定義される。

Pλ
~X =

1
4πi

~Mig
ij( ~M∗

j
× ~X), Pψ

~X =
1

4πi
~M0( ~M∗

0
× ~X). (8.99)

261



これらは射影演算子の条件 P2
λ/ψ = Pλ/ψ や PλPψ = PψPλ = 0 を満足する。また、Pλ と Pψ の

組は完全である。すなわち Pλ + Pψ = 1 が成り立つ。
Ṽ 上で次の式が成り立つことを示そう。

∂Pλ = ∂Pψ = 0. (8.100)

ただし、∂ はスカラー多様体の正則座標または反正則座標による微分であるとする。 ~M0 と ~Mi が

Ṽ の完全系を成すことから、この式を示すには P を Pλ および Pψ を表すものとして (∂P) ~M0 =
(∂P) ~Mi = 0 を示せばよい。さらに、Pλ + Pψ = 1 の微分は 0 であるから、(∂Pλ) ~M0 = 0 と
(∂Pψ) ~Mi = 0 を示せば十分である。まず (∂Pλ) ~M0 について見てみよう。これは定義より次のよ

うになる。

(∂Pλ) ~M0 =
1

4πi
(D ~Mi)gijM∗

j
× ~M0 +

1
4πi

~Mig
ij(DM∗

j
)× ~M0 (8.101)

この第１項は電荷行列の直交関係 (8.91)を用いれば 0である。第２項も (DM∗
j
)× ~M0 = −M∗

j
×D ~M0

と変形すれば (8.97) と (8.91) を用いることで 0 であることが示される。もう一つの関係式も同様
に示される。まず Pψ の定義式を用いて

(∂Pλ) ~Mi =
1

4πi
(D ~M0)M∗

0
× ~Mi +

1
4πi

~M0(DM∗
0
)× ~Mi (8.102)

右辺第１項は (8.91) により 0、第２項も (8.97) を用いてから (8.91) を用いることで 0 であるこ
とが示される。

~X と ~Y を Ṽ に値を取る量であるとしよう。このとき ~X × ~Y = 0 である。さらに、 ~X と ~Y の

うち片方を微分したものについては

~X × (D~Y ) = −(D ~X)× ~Y = Xa(Dτab)Y b (8.103)

が成り立つ。この式と (8.97) を組み合わせると、

ik√
2
M∗

i
× ~X = (Diτab)Ma

0 Xb,
ik√
2
KijM

∗
0
× ~X = (Diτab)Ma

j Xb. (8.104)

積 ( ~M∗
i
× ~X)( ~M∗

0
× ~Y ) の二つの因子のうちの片方に対して公式 (8.104) を用いてみると、どちら

の因子を変形するかで二通りの表し方ができ、次の式が成り立つ。

k

2π
( ~M∗

i
× ~X)( ~M∗

0
× ~Y ) = 2

√
2(Diτab)Xb(Pψ

~Y )a = 2
√

2(Diτab)Y a(Pλ
~X)b. (8.105)

特に ~X = ~Y の場合には、Pψ + Pλ = 1 を用いることで

k

2π
( ~M∗

i
× ~X)( ~M∗

0
× ~X) =

√
2(Diτab)XaXb. (8.106)

が得られる。

8.2.5 ベクトル場の導入

以上のことを踏まえて、ラグランジアンおよび変換則のベクトル場を含む部分を決定しよう。ま

ず、周期行列 τab が与えられたときに、ベクトル場のラグランジアンの運動項は次のようになる。

L1 = −e

4
(Im τ̃ab)F a

µνF bµν − e

8
(Re τ̃ab)εµνρσF a

µνF b
ρσ =

ie

4
τ̃abF

+a
µν F+bµν + c.c. (8.107)
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ベクトル場 Aa
µ をその双対ベクトル場 Aaµ とひとまとめにして ~Aµ = (Aa

µ, Aaµ) と書けば、これ
はシンプレクティック束 V 上に値を取る。また、ゲージ場の強さ ~Fµν も同様に V 上に値を取る
が、その自己双対部分 ~F+

µν は（以下の計算には影響しないフェルミオンの二次の項を無視すれば）

さらに拘束条件 F+
aµν = τabF

+b
µν を満足する。すなわち Ṽ に値を取る。反自己双対部分 ~F−µν はそ

の複素共役 Ṽ∗ に値を取る。ゲージ場とフェルミオンの間の超対称変換を扱うためにはフェルミオ
ンも同様の性質を持つ変数で表すのが便利である。たとえば、ゲージーノに対しては Ṽλ に値を取

る量として ~λI を次のように定義する。

~λI = ~Miλ
i
I . (8.108)

逆変換は電荷行列の直交関係を用いて次のように得られる。

λi
I =

1
4πi

gij ~M∗
i
× ~λI , (8.109)

このような変数を用いることにより、(8.68) に与えられたフェルミオンのラグランジアンは次のよ
うに書き換えることができる。

L1/2 = − e

4π
~λI ×D\~λ

I

. (8.110)

実際にこれが以前に与えたラグランジアンに一致することは、このラグランジアンに ~λI の定義式

(8.108) を代入してみればよい。微分が ~Mj に作用する項が余計に現れるが、平坦性の式 (8.98) の
おかげでそれらの項は 0 になる。
フェルミオンをゲージ場と同様 V に値を取る場として表したおかげで、ゲージ場とゲージーノ

の間の変換は次のように簡単に書くことができる。

δ(1/2,1)
~λI = − 1

2
√

2
Pλ

~F\ ξI , δ(1/2,1)
~Aµ =

i

2
√

2
(~λIσµξ

I
) + c.c. (8.111)

~λI の変換則に Pλ が挿入されているのは、超対称変換が拘束条件 Pψ
~λI = 0 を破らないようにす

るためである。

ラグランジアン L1/2 + L1 を超対称変換 δ(1/2,1) によって変換し、ほぼ不変になることを示そ

う。ほぼ、というのは、超重力理論に特有な超対称カレントを含む項や、τab がスカラー場の関数

であることに起因する項を除いて、という意味である。（フェルミオンの 4 次以上の項についても
ここでは無視する。）

フェルミオンの運動項を変換すると、次の変分を得る。

δL1/2 =
e

4
√

2(2π)
(~λI × ∂\(P∗λ~F\ ξ

I
)) + c.c. =

e

4
√

2(2π)
(~λI × ∂\~F\ ξ

I
) + c.c. (8.112)

最後の表式に移るのに (8.100) を用いた。さらに λIa = τabλ
b
I によって磁気的な成分 λIa も電気

的な成分 λa
I で書き直せば、

δL1/2 =
e

4
√

2
(λ

Ia
∂\(τ̃abF\ b

2ξI))− e

4
√

2
(τ̃abλ

a
I∂\(F\ b

ξ
I
)) + c.c. (8.113)

その中で、微分が変換パラメータに作用するものを別にしておこう。

δL(1)
1/2

2π
= − ie

2
√

2
(Im τ̃ab)(λa

IσµF\ b
2Dµξ

I
) + c.c. (8.114)

これは次のネーター項によって相殺できる。

LJ(1/2,1) =
ike

2
√

2
(Im τ̃ab)(λa

IσµF\ b
2ψ

I

µ) + c.c. (8.115)
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それ以外の項については、ゲージ場の運動項とうまく相殺させるように変形したいわけであるが、

(8.107) の最後の表式を見てみると、その超対称変換は τab を含む項は F+
µν を、τab を含む項は

F−µν を含む。そこで上記の変分もそれにあわせて変形することにする。第１項はすでにそのよう

になっているが、上の式の第２項は F− と τab を含んでいる。そこで、ビアンキ恒等式を用いて

∂\F\ b を−DµF\ b
σµ に置き換える。こうすることによって次のように τab と F+ を含む項とその複

素共役だけが残る。

δL(2)
1/2 =

e

4
√

2
(λ

Ia
∂\(τ̃abF\+b

2 )ξI) +
e

4
√

2
τ̃ab(λa

I∂µ(F\+b)σµξ
I
) + c.c. (8.116)

部分積分を行い、微分が λI に作用する項と τab に作用する項で表すと、

δL(2)
1/2 = − e

8
√

2
τ̃abF

+b
κλ ∂µ(λ

Ia
σµσκλξI)− e

8
√

2
τ̃abF

+b
κλ ∂µ(λa

Iσκλσµξ
I
)

− e

4
√

2
(∂µτ̃ab)(λa

IF\ b
σµξ

I
) + c.c. (8.117)

ここで、σµνF+
µν = 0 を用いれば σµF\+ = 2σνF+µν および F\+

σµ = −2σνF+µν が成り立つこと

がわかる。これらを用いると上の変分は次のように書き換えられる。

δL(2)
1/2 = −ieτ̃abF

+bµν∂µδAa
ν −

e

4
√

2
(∂µτ̃ab)(λa

IF\ b
σµξ

I
) + c.c. (8.118)

この第１項はゲージ場運動項の超対称変換と相殺する。

(8.118) の第２項を相殺することを考える前に次の変分について見てみよう。ネーター項 (8.69)
を (8.125) で変換すると、

δ(1,3/2)LJ(0,1/2) =
ike

8(2π)
Kij(λ

i
IM

∗
0
× ~F\ 2(∂\xj)ξ

I
) + h.c. (8.119)

ここで (8.104) を用いればこれは次のように書き換えられる。

δ(1,3/2)LJ(0,1/2) =
e

4
√

2
(Dj τ̃ab)(λa

IF\+b
2 (∂\xj)ξ

I
) + h.c. (8.120)

これは (8.118) の第２項と部分的に相殺して、結局次のものが残る。

− e

4
√

2
τ̃ab,i(λa

IF\ b(∂\xi)ξ
I
) + c.c. (8.121)

これは δ(0,1/2)λ
i
I に比例する部分を含んでおり、次の相互作用項の導入によって相殺できる。

L3

2π
=

ie

4
√

2
(τ̃ab,i)εIJ (λa

IF\ b
2λ

i
J) + h.c. (8.122)

ここで、λa
I = Mi

aλi
I およびMj

a(τab,i) = Di(Mjb)− (DiMj
a)τab を用いればこの項の二つのゲー

ジーノが対称に現れていることがわかる。

次に、グラビティーノとゲージ場の間の超対称変換について見てみよう。今度もゲージーノと同

様に Ṽψ 上に値を取る量として次のように ~ψIµ を定義する。

~ψIµ = ~M0ψIµ, ψIµ =
1

4πi
~M∗

0
× ~ψIµ. (8.123)

これを用いれば、ラグランジアンは次のように書くことができる。

L3/2 = − e

4π
~ψIµ × σµνρDν

~λ
I

ρ. (8.124)
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これが実際に以前に与えたラグランジアンと等しいことを見るには ~ψIµ の定義式 (8.123) を代入
し、平坦性の式 (8.98) を用いればよい。変数 ~ψIµ を用いればゲージ場とグラビティーノの間の変

換は次のように簡単な形で表される。

δ(1,3/2)
~ψIµ = −1

4
εIJPψ

~F\ 2σµξ
J
, δ(1,3/2)

~Aµ = − i

2
εIJξI

~ψJµ + h.c.. (8.125)

超対称変換が拘束条件 Pλ
~ψIµ = 0 を破らないようにするためにグラビティーノの変換則に射影演

算子 Pψ を挿入した。L1 +L3/2 はこの超対称変換のもとでほぼ不変である。ほぼ不変、というの

は、変換パラメータ ξ や周期行列 τab の微分を含む項を除き、全ての変分が相殺することを意味

する。（ここではフェルミオンの 4 次以上の項は無視する。）
L3/2 を上記の変換則で変換してみよう。σµνρ = (1/2)(σρσµν + σµνσρ) であり、4 次元では

σρF\σρ = 0 であることを用いれば、次のように書くことができる。

δL3/2 =
e

16(2π)
εIJ (~ψIµ × σρσµνDν(~F\ 2σρξJ)) + c.c. (8.126)

δ(1/2,1)L1/2 の計算の時と同様に、(8.100) を用いて上の変分から P∗ψ を消した。ここで、上記の
変分 (8.126) を、微分が変換パラメータに作用する部分 δL(1)

3/2 とそれ以外 δL(2)
3/2 に分けておこう。

まず、δL(1)
3/2 についてであるが、σµν = σµσν − gµν と書き換え、再び σρF\σρ = 0 であることを

用いれば、次のように書き換えられる。

δL(1)
3/2 =

e

16(2π)
εIJ(~ψIµ × σρσµσν ~F\−2 σρDνξJ) + c.c. (8.127)

ここで、σµνFµν は Fµν の反自己双対部分のみを含むから F−µν と書いておいた。σν ~F\−2 = 2~F−νκσκ

を用いると、これはさらに次のように変形できる。

δL(1)
3/2 =

e

8(2π)
εIJ (~ψIµσρσµσκσρDνξJ)× ~F−νκ + c.c. (8.128)

σµσκ = δµ
κ + σµ

κ のうち、ρ の縮約で残るのは δµ
κ だけであり、最終的に次のカレント項が得ら

れる。

δL(1)
3/2 =

e

4π
εIJ(~ψIµDνξJ)× ~F−νµ + c.c. = ie(Im τ̃ab)εIJ(ψa

IµDνξJ )F−bµν + c.c. (8.129)

この項は、次のネーター項の導入によって相殺する。

LJ(1,3/2) = − ike

2
(Im τ̃ab)εIJ (ψa

IµψJν)F−bµν + c.c. (8.130)

ψa
Iµ = M0

aψIµ を用いればこれは明らかに二つのグラビティーノについて対称である。

次に、δL(2)
3/2、すなわち (8.126) で微分が ξ 以外に作用する部分は、まず σµν を σµσν − gµν と

書き換えれば、gµν のほうは ρ の縮約で消えるので、無視することができる。そして、第２項の

D\F\ をビアンキ恒等式を用いて −DνF\σν に書き直せば、次の式を得る。

δL(2)
3/2 =

e

16
εIJ(ψ

Ia

µ σρσµσνDν(τ̃abF\+b
2 )σρξ

J
) +

e

16
εIJ(τ̃abψ

a
Iµσρσµ(DνF\+b

2 )σνσρξJ) + c.c.
(8.131)

ここで、σµνFµν が Fµν の自己双対部分のみを含むので + をつけておいた。自己双対テンソルが
満足する式 σµF\+ = 2F+µνσν などにより

δL(2)
3/2 =

e

2
εIJ (ψ

Ia

µ ξ
J
)Dν(τ̃abF

+bνµ
2 ) +

e

2
εIJ(τ̃abψ

a
IµξJ)(DνF+bµν

2 ) + c.c. (8.132)
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部分積分をすれば

δL(2)
3/2 =

e

2
τ̃abDµ(εIJψa

IνξJ − εIJψ
Ia

ν ξ
J
)(F+bµν

2 )− e

2
(Dν τ̃ab)εIJ (ψa

IµξJ)(F+bµν
2 ) + c.c. (8.133)

この第１項は丁度 L1 のゲージ場の変分と相殺する。第２項と相殺する項は、次のネーター項の変

分より得られる。

δ(1/2,1)LJ(0,1/2) =
ike

4
√

2(2π)
( ~M∗

i
× ~F+µν)εIJ(ξIσµ(∂\xi)ψJν) + h.c., (8.134)

δ(0,1/2)LJ(1/2,1) =
ike

4
√

2(2π)
( ~M∗

i
× ~F+µν

2 )εIJ(ξI(∂\xi)σµψJν) + h.c. (8.135)

これらの和をとり (8.104) を用いれば

δ(1/2,1)LJ(0,1/2) + δ(0,1/2)LJ(1/2,1) =
e

2
(∂ν τ̃ab)εIJ (ψa

IµξJ)F+bµν + h.c., (8.136)

となり、(8.133) の第２項を相殺する。
残されたのは F について二次の項である。まず F 2λξ を含む項について見てみよう。

(8.115) より、次の変分が得られる。

δ(1,3/2)LJ(1/2,1) =
ike

32
√

2(2π)2
εIJ (λi

Iσ
µ(Mi × F\ 2)( ~M0 × F\ )σµξJ) + c.c.

= − ike

4
√

2(2π)2
δxi( ~M∗

i
× ~F+µν)( ~M∗

0
× ~F+

µν) + c.c.

= − ie

4
δxIi(Diτ̃ab)F+aµνF+b

µν + c.c. (8.137)

最後の式変形で (8.106) を用いた。一方

δ(1/2,1)L3 = − ie

8
(τ̃ab,i)εIJ (λi

IF\ b
2(Pλ

~F\ )aξJ) + h.c.

= − ie

8
(τ̃ab,i)εIJ (λi

IF\ b
2F\ a

ξJ) +
ie

8
(τ̃ab,i)εIJ(λi

IF\ b
2(Pψ

~F\ )aξJ) + h.c. (8.138)

ここで、この式の第２項は τab,i(Pψ
~F\ )a を含むが、これは 0 である。なぜなら、Pψ の定義よりこ

の式は τab,iM0
a を含むが、これは DiM0b − τab(DiM0

a) と書くことが出来、このそれぞれの項が
0 であるからである。従って、

δ(1/2,1)L3 = − ie

4
(τ̃ab,i)δxiF+a

µν F+bµν + h.c. (8.139)

(8.137) と (8.139) は丁度ゲージ場運動項のスカラー場の変換で相殺される。
最後に、F 2ψξ を含む項について見てみよう。(8.115) の超対称変換より、

δ(1/2,1)LJ(1/2,1) = − ke

4(2π)
(ξIσ

κψ
I

µ)(Pλ
~F+κν)× ~F−µν + c.c. (8.140)

一方 (8.130) の超対称変換より

δ(1,3/2)LJ(1,3/2) = − ke

4(2π)
(ξIσ

κψ
I

µ)(Pψ
~F+µν)× ~F−νκ + c.c. (8.141)

従って二つの寄与を加えると、

δ(1/2,1)LJ(1/2,1) + δ(1,3/2)LJ(1,3/2) = − ke

4(2π)
(ξIσ

κψ
I

µ)~F+µν × ~F−νκ + c.c. (8.142)
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これは丁度ゲージ場運動項の多脚場の変分と相殺する。

以上でフェルミオンの二次までの項について全ての変分が相殺することが示された。

重力に結合したベクトル多重項（ベクトル場を含む部分）¶ ³

ベクトル場の運動項は次のように与えられる。

L1 = −e

4
(Im τ̃ab)F a

µνF bµν − e

8
(Re τ̃ab)εµνρσF a

µνF b
ρσ =

ie

4
τ̃abF

+a
µν F+bµν + c.c. (8.143)

これと同時に次の相互作用項も存在する。

L3 =
ie

4
√

2
(τ̃ab,i)εIJ (λa

IF\ b
2λ

i
J) + c.c., (8.144)

LJ(1/2,1) =
ike

2
√

2
(Im τ̃ab)(λa

IσµF\ b
2ψ

I

µ) + c.c., (8.145)

LJ(1,3/2) = − ike

2
(Im τ̃ab)εIJ (ψa

IµψJν)F−bµν + c.c. (8.146)

さらに次の超対称変換を導入する。

δ(1/2,1)
~λI = − 1

2
√

2
Pλ

~F\ 2ξI , δ(1/2,1)
~Aµ =

i

2
√

2
(~λIσµξ

I
) + c.c. (8.147)

δ(1,3/2)
~ψIµ = −1

4
εIJPψ

~F\ 2σµξ
J
, δ(1,3/2)

~Aµ = − i

2
εIJξI

~ψJµ + c.c.. (8.148)

µ ´

8.2.6 中心電荷

重力が結合された場合について中心電荷の式がどうなるか確認しておこう。 ~Aµ と結合した粒子

に対する中心電荷の情報は、極小超重力理論で行ったように、 ~Aµ を二回超対称変換し、変換パラ

メータの微分を含む項から抜き出すことができる。その部分に注目して変換してみると、次の結果

を得る。

[δ′, δ] ~Aµ = − i

2k
Dµ( ~M0ε

IJξIξ
′
J) + c.c. + · · · = 2i

k
Dµ( ~M0α) + c.c. + · · · (8.149)

· · · は変換パラメータの微分を含まない項を表す。従って、荷電粒子の中心電荷は次のように与え
られる。

Ẑ = −2
k

(Ma
0 Qa + M0aQ̃a) =

√
2iek2K/4(Qaφ∗a + Q̃aφ∗a) (8.150)

ただし、Qa は Aa
µ に結合した電荷、ただし、Q̃a は Ãaµ に結合した磁荷を表す。(8.150) は超対

称性が大域的な場合と因子 ek2K/4 だけが異なる。

8.2.7 大域的極限

k 個のベクトル多重項を含む理論において大域的極限は次の方法によりとることができる。

まず、モジュライ空間M 上の k + 1 個の正則関数 φa（a = 0, . . . , k）のうちの一つ（ここでは

φ0）を選び、次のように ϕi（i = 1, . . . , k）を定義する。

ϕi =
φi

φ0
(8.151)
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そして、プレポテンシャルを次のようにおく。

F(φa) = (φ0)2
(
−4πi

k2
+ f(ϕi)

)
(8.152)

f(ϕi) は k 個の変数 ϕi の任意の正則関数であり、これが大域的極限におけるプレポテンシャルに

なる。F の φa による微分は次のように与えられる。

F0 = φ0

(
−4πi

k2
+ 2f − fiϕ

i

)
, (8.153)

Fi = φ0fi, (8.154)

F00 = −4πi

k2
+ 2f − 2fiϕ

i + fijϕ
iϕj , (8.155)

F0i = fi − fijϕ
j , (8.156)

Fij = fij . (8.157)

これらを用いると、ケーラーポテンシャルを計算することができる。

e−
k2
2 K =

k2

8πi
φa(F∗ab −Fab)φ∗b

= |φ0|2 +
k2

8πi
|φ0|2 (

ϕif∗i − ϕ∗ifi − 2f + fiϕ
i + 2f∗ − f∗i ϕi∗) (8.158)

従って、ケーラー変換を用いて φ0 を φ0 = 1 + k2a(ϕi) のように固定すると、k → 0 の極限にお
いて

K =
i

4π

(
ϕif∗i − ϕ∗ifi − 2f + fiϕ

i + 2f∗ − f∗i ϕi∗)− 2a− 2a∗ (8.159)

を得る。任意関数 a(ϕi) は大域的極限におけるケーラー変換の自由度を表しており、適当に再定義
を行うことにより標準的な形

K =
i

4π

(
ϕif∗i − ϕ∗ifi

)− 2a− 2a∗ (8.160)

にすることができる。

8.3 5 次元 N = 1 超重力理論の S1 コンパクト化

8.3.1 スピノルの関係

5 次元のベクトル多重項のラグランジアンもプレポテンシャルを用いて表すことができる。しか
もプレポテンシャルは実数場の 3 次式であり、この 3 次項の係数を与える定数 Cabc を与えれば

完全に決まってしまう。この超重力理論を S1 コンパクト化すると、4 次元の N = 2 超重力理論
が得られるが、そのときどのようなプレポテンシャルを持つ理論になるかを調べてみよう。

まず、4 次元と 5 次元のスピノルについてまとめておく。5 次元のディラック行列と 4 次元の
ディラック行列は同じものを用いることができる。それらのうち、コンパクト化される方向のディ

ラック行列が 4 次元のカイラリティ行列になる。習慣に従い、この方向を x5 とする。（つまり、5
つの座標を (x0, x1, x2, x3, x5) とする。）5 次元の荷電共役行列の性質は

CT
5 = −C5, (γMC5)T = −γMC5. (8.161)
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である。一方 4 次元の荷電共役行列の性質は

CT
4 = −C4, (γµC4)T = +γµC4, (γ5C4)T = −γ5C4. (8.162)

である。これら二つの荷電共役行列の関係は次のように取ることができる。

C5 = −γ5C4 (8.163)

符号はあとで都合がいいように取った。このように、5 次元と 4 次元では荷電共役行列が異なるの
で、それぞれの次元でのマヨラナ共役を区別する必要がある。それぞれの次元でのマヨラナ共役を

ψc5/c4 のように表すことにする。これらは次のように定義される。

ψc5 = C5ψ, ψc4 = C4ψ. (8.164)

これらは次のように γ5 だけ異なる。

ψc5 = −γ5ψc4 (8.165)

5 次元のディラックスピノルを

ψ =

(
ψ1

ψ2

)
(8.166)

のように 4 次元のカイラリティで分解しよう。このマヨラナ共役は次のように与えられる。

ψc5 =

(
−ψ2c

ψ1c

)
(8.167)

4 次元のマヨラナ共役を添え字 c で表した。これを見ると、二回 5 次元のマヨラナ共役演算を行
うと符号が反転することがわかる。従って 5 次元では 4 次元と違いマヨラナスピノルを定義する
ことはできない。しかし、内部対称性の実負表現に属している場合には、シンプレクティックマヨ

ラナスピノルを定義することができる。Sp(1) 添え字 I を持つスピノル ψI とそのマヨラナ共役は

次のように与えられる。

ψI =

(
ψ1I

εIJψJ
2

)
εIJ ψJ

c5 =

(
ψ2cI

εIJψJ
1c

)
(8.168)

マヨラナ共役を取ると添え字の位置が変わるので、元に戻す操作を行った。これを見ると、次のよ

うにシンプレクティックマヨラナスピノルを定義することができる。

ψI = εIJψJ
c5. (8.169)

これは、4 次元の意味で ψ1I と ψI
2 がマヨラナ共役になっていることを表す。ψI と ψI をそれぞ

れ 4 次元のあるマヨラナスピノルの左巻き成分および右巻き成分とすると、5 次元のシンプレク
ティックマヨラナスピノルを次のように分解することができる。

ψ
(5)
I =

(
ψI

εIJψJ

)
(8.170)
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8.3.2 大域的な場合

まず、大域的な超対称性の場合に 4 次元と 5 次元の対応を見ておこう。5 次元ベクトル多重項
の変換則は

δa(5)a = − i

2
√

2
(λ

(5)Ia
ξ
(5)
I ), (8.171)

δλ
(5)a
I = − i

2
√

2
(∂\a(5)a)ξ(5)

I − 1
2
√

2
F\ (5)a

2 ξ
(5)
I , (8.172)

δA
(5)a
M = − 1

2
√

2
λ

(5)Ia
γMξ

(5)
I (8.173)

（5 次元の章で与えられているものとは異なる。あとで都合のいいようにゲージーノ λ の符号を反

転させた。）5 次元のスピノルが次のように 4 次元のスピノルと対応しているとしよう。

ξ
(5)
I =

(
ξI

εIJξJ

)
, λ

(5)a
I =

(
λa

I

εIJλJa

)
(8.174)

これを 5 次元の超対称変換則に代入すると、次のように分解される。

δλa
I = − i

2
√

2
(∂\a(5)a)εIJξJ +

1
2
√

2
(∂\A(5)a

5 )εIJξJ − 1
2
√

2
F\ (5)a

ξI , (8.175)

δA(5)a
µ = − 1

2
√

2
(λ

Ia
γµξI + λ

a

IγµξI), (8.176)

δA
(5)a
5 =

1
2
√

2
(εIJλ

Ia
ξI + εIJλ

a

IξI), (8.177)

δa(5)a = − i

2
√

2
(εIJλ

Ia
ξJ − εIJλ

Ia
ξI) (8.178)

これは次の同一視により 4 次元 N = 2 のベクトル多重項の変換則に一致する。

φa =
1√
2
(A(5)a

5 − ia(5)a), Aa
µ = A(5)a

µ (8.179)

次に、ラグランジアンを見てみよう。5 次元 N = 1 理論の U(1)n 理論のラグランジアンは次のよ

うに与えられる。

L = fab

(
−1

2
∂µaa∂µab − 1

4
F a

µνF bµν

)
+

i

24
fabcγ

λµνρσAa
λF b

µνF c
ρσ (8.180)

ただし、fab および fabc はスカラー場の実関数として与えられるプレポテンシャル f の微分とし

て次のように与えられる。

fab = ∂a∂bf, fabc = ∂a∂b∂cf. (8.181)

f は高々 3 次の多項式でなければならない。従って fabc はスカラー場に依存しない定数である。

この理論を半径 R の S1 でコンパクト化してみよう。特にゲージ場の運動項に注目すると、

L = −1
4
(2πR)fabca

cF a
µνF bµν +

1
8
(2πR)fabcε

µνρσAa
5F b

µνF c
ρσ

=
i

4
(2πR)fabc(iac −Ac

5)F
a(+)
µν F b(+)µν + c.c. (8.182)

これは τab が次のように与えられることを意味する。

τab = −(2π)2Rfabc(A
(5)c
5 − ia(5)c) = −

√
2(2π)2Rfabcφ

c (8.183)
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従って、プレポテンシャルは次のように決まる。

F = −
√

2
6

(2π)2Rfabcφ
aφbφc (8.184)

プレポテンシャルがこのような特殊な形になることは、ラグランジアンを直接コンパクト化しな

くても、以下のような考察をすることによっても導かれる。まず、4 次元の複素スカラー場 φa が

(8.179) のように 5 次元のゲージポテンシャルを含むことに注目しよう。ここではこのゲージ場に
結合する荷電粒子は考えていないので、このポテンシャルを定数だけずらしても理論は変化しな

い。したがって、コンパクト化の結果得られる 4 次元の理論のラグランジアンは φa → φa + ca,
ca ∈ R のようなシフトで不変であるはずである。4 次元の理論のラグランジアンにはプレポテン
シャルの二階以上の微分だけが現れており、しかも二階微分の実部は位相項の係数であるから定数

だけ変化しても物理的には等価である。したがって次の式が成り立てばよい。

Fab(φa + ca) = Fab(φa) + real number (8.185)

このような関数は次のように展開することができる。

Fab =
1
6
aabcφ

aφbφc +
1
2
babφ

aφb + caφa + d, aabc ∈ R. (8.186)

ca および d はラグランジアンにはまったく現れず、bab は cabc が 0 でなければ適当に場をシフト
することで 0 にとることができる。こうしてプレポテンシャルが (8.184) のように与えられること
が結論された。

8.3.3 超重力理論の場合

5 次元の超重力理論をコンパクト化したときに得られる 4 次元の超重力理論のプレポテンシャ
ルがどのような形になるかを考えてみよう。大域的な場合と異なるのは次の二点である。

1. 計量の非対角成分 gµ5 から新たなベクトル場が現れる。これは 4 次元のベクトル多重項に属
する。

2. 4 次元のプレポテンシャルは、２次の斉次式でなければならない。

これら二つのことを考慮すると、プレポテンシャルは大域的な場合のものから次のように変更され

ると期待される。

F ∼ fabcφ
aφbφc → Cabcφ

aφbφc

(φ0)2
(8.187)

ただし、Cabc は定数テンソルで大域的な場合の fabc に対応するものであり、φ0 は 5 次元の重力
多重項からコンパクト化によって現れるベクトル多重項のスカラー成分である。以下では実際にこ

のようなプレポテンシャルが得られることを確認する。

a = 1, 2, . . . によってラベルされる U(1) ゲージ場を含む 5 次元の超重力理論の作用は次のよう
に与えられる。

L =
e

κ2
R− e

4
fabF

a
µνF bµν − e

2
gij∂µxi∂µxj +

ie

24
Cabcγ

κµνρσAa
κF b

µνF c
ρσ (8.188)

ここではフェルミオンを含む項は省略した。4 次元の場合と同様に、ベクトル場のうちの一つの
線形結合はグラビフォトンであり、ベクトル場の個数はベクトル多重項の個数よりも一つ少ない。
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Chern-Simons 項の係数 Cabc は定数であり、添え字について完全対称である。4 次元の場合の電
荷行列に相当する行列 Ma および Ma

i を定義することができる。添え字 a はゲージ場の運動項の

係数 fab によって自由に上げ下げできるとする。これらは次の条件を満足する。

CabcM
′aM ′bM ′c = − 6

κ2
(8.189)

M ′
a = −1

2
CabcM

′bM ′c, Ma
i = ∂iM

′a, Mia = CabcM
′bM c

i (8.190)

gij = CabcM
′aM b

i M c
j , fab = κ2M ′

aM ′
b + CabcM

′c, aijk = −1
2
CabcM

a
i M b

j M c
k (8.191)

添え字 a は fab およびその逆行列を持ちいて上げ下げする。5 次元の多脚場及びゲージ場の変換
則は

δ5e
(5)N̂
M =

κ

4
ξ
(5)I

γN̂ψ
(5)
IM , δ5A

a
M =

κi

4
M ′aψ

I

MξI − 1
2
√

2
Ma

i (λ
Ii

γMξI) (8.192)

今度もやはり 5 次元の章のものからゲージーノ λ の符号を反転した。

この理論を S1 コンパクト化して 4 次元 N = 2 超重力理論を得ることを考える。
5 次元の重力多重項は重力場 gµν、グラビティーノ ψIµ、グラビフォトン Aµ を含む。これらは

S1 コンパクト化によって重力場、グラビティーノ、グラビフォトンよりなる 4 次元の重力多重項
と、ゲージ場、ゲージーノ、複素スカラー場よりなる一つの U(1) ベクトル多重項に分かれる。ベ
クトル多重項に含まれる複素スカラー場は 5 次元の計量の g55 成分とグラビフォトンの A5 成分

の組み合わせである。5 次元のベクトル多重項は 4 次元でもそのままベクトル多重項であるが、5
次元のベクトル多重項に含まれていた実スカラー場はベクトル場の Aa

5 成分と共に 4 次元では複
素スカラー場となる。

まず、重力部分の対応を見ておこう。x5 座標の周期を 2πR にとることでコンパクト化を行うこ

とにする。このとき局所ローレンツ対称性を用いて次のゲージを取るのが便利である。

e
(5)m̂
5 = 0 (8.193)

4 次元の超対称性変換は、5 次元の超対称変換と局所ローレンツ変換を合成したものである。局所
ローレンツ変換が必要な理由は二つある。まず、ゲージ固定条件 (8.193) が 5 次元の超対称変換の
もとで次のように不変ではない。

δ5e
(5)m̂
5 =

κ

4
ξ

I
γm̂ψI5 (8.194)

これは次の局所ローレンツ変換によって打ち消すことができる。

δM1e
(5)m̂
5 = Λm̂

5̂
ê5
5, Λ

m̂5̂
= −Λ

5̂m̂
= −κ

4
ξ

I
γ

m̂
ψ

I5̂
(8.195)

まだ Λ
m̂n̂
を用いた局所ローレンツ変換を行う自由度は残されている。これは 4 次元での多脚場

の変換の形が望ましくなるように選ぶ。x5 方向の周期を 2πR とするコンパクト化を行ったとき、

アインシュタイン作用の部分は次のようになる。

S =
1
κ2

∫
d5xe(5)R(5) =

2πR

κ2

∫
d4xe

(5)̂5
5 det e(5)m̂

µ R[e(5)m̂
µ ] + · · · (8.196)

4 次元でアインシュタイン計量になるためには、次のように 4 次元と 5 次元の計量が関係してい
る必要がある。

e(4)m
µ = (e(5)̂5

5 )1/2e(5)m̂
µ (8.197)
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また、プランク長の間の関係は次のように与えられる。

k2 =
κ2

2πR
(8.198)

この多脚場を δ5 + δM1 で変換すると、

(δ5 + δM1)e(4)m̂
µ =

κ

4
(e(5)̂5

5 )1/2(ξ
(5)I

γm̂ψ
(5)

Iµ ) +
κ

8
(e(5)̂5

5 )1/2(ξ
(5)I

γ5̂ψ
(5)

I5̂
)e(5)m̂

µ − κ

4
(ξ

(5)I
γ

m̂
ψ

(5)

I5̂
)(e(5)̂5

5 )1/2e(5)̂5
µ

=
κ

4
(e(5)̂5

5 )1/2e(5)n̂
µ

[
(ξ

(5)I
γm̂ψ

(5)

In̂
) +

1
2
δm̂

n̂
(ξ

(5)I
γ5̂ψ

(5)

I5̂
)
]

=
κ

4
(e(5)̂5

5 )1/2e(5)n̂
µ

[
(ξ

(5)I
γm̂ψ

(5)

In̂
) +

1
2
(ξ

(5)I
γm̂γ

n̂
γ5̂ψ

(5)

I5̂
)− 1

2
(ξ

(5)I
γm̂

n̂
γ5̂ψ

(5)

I5̂
)
]

(8.199)

となるが、4 次元の超対称変換と比較すると最後の項が余計である。そこで次の局所ローレンツ変
換でこの項を相殺する。

δM2e
(5)m̂
µ = Λm̂

n̂
e(5)n̂
µ , Λ

m̂n̂
=

κ

8
(e(5)̂5

5 )1/2(ξ
(5)I

γ
m̂n̂

γ5̂ψ
(5)

I5̂
) (8.200)

したがって、4 次元の超対称変換は次のように与えられる。

δ4 = δ5 + δM1 + δM2 (8.201)

この変換のもとでの 4 次元の多脚場の変分は

δ4e
(4)m̂
µ =

κ

4
(e(5)̂5

5 )1/2e(5)n̂
µ

[
(ξ

(5)I
γm̂ψ

(5)

In̂
) +

1
2
(ξ

(5)I
γm̂γ

n̂
γ5̂ψ

(5)

I5̂
)
]

=
k

4
(ξ

(4)I
γm̂ψ

(4)

In̂
) (8.202)

となる。ただし 4 次元の変換パラメータとグラビティーノを次のようにおいた。

ψ
(4)

In̂
= (2πR)1/2(e(5)̂5

5 )−1/4

(
ψ

(5)

In̂
+

1
2
γ

n̂
γ5̂ψ

(5)

I5̂

)
, ξ

(4)
I = (2πR)1/2(e(5)̂5

5 )1/4ξ
(5)
I . (8.203)

また、グラビティーノのこのような関係は、4 次元のグラビティーノ作用の係数を正しく与える。
計量の非対角成分から、ゲージ場が現れる。4 次元のゲージ場は、次のように定義する。

A(4)0
µ = (e(5)̂5

5 )−1e(5)̂5
µ , A(4)a

µ = e(5)m̂
µ A

(5)a

m̂
= A(5)a

µ −A
(5)a
5 A0

µ (8.204)

これらのゲージ場の変換は

δ4A
(4)0
µ =

κ

4
(e(5)̂5

5 )−1e(5)m̂
µ

[
(ξ

(5)I
γ5̂ψ

(5)

Im̂
) +

1
2
(ξ

(5)I
γ

m̂
ψ

(5)

I5̂
)
]

, (8.205)

δ4A
(4)a
µ = em̂

µ

(
κi

4
M ′aψ

I

m̂ξI − 1
2
√

2
Ma

i (λ
Ii

γ
m̂

ξI)
)

−κ

4
e(5)m̂
µ

(
(ξ

(5)I
γ5̂ψ

(5)

Im̂
) +

1
2
(ξ

(5)I
γ

m̂
ψ

(5)

I5̂
)
)

A
(5)a

5̂
(8.206)

と与えられる。4 次元の変数を用いて書き換えると、グラビティーノを含む部分は次のようになる。

δ4A
(4)0
µ = = −k

4
(e(5)̂5

5 )−3/2e(4)m̂
µ εIJ(ξ

(4)

I ψ
(4)

Jm̂
) + · · ·+ c.c., (8.207)

δ4A
(4)a
µ = k(e(5)̂5

5 )−1/2e(4)m̂
µ εIJ (ξ

(4)

I ψ
(4)

Jm̂
)
(

i

4
M ′(5)a +

1
4
A

(5)a

5̂

)
+ · · ·+ c.c. (8.208)
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これは 4 次元の次の変換則と比較されるべきものである。

δA(4)a
µ =

i

2
εIJξ

(4)
I ψ

(4)
JµM

(4)a
0 + c.c. (Dirac rep.) (8.209)

これらを比較することで 4 次元の電荷行列を読み取ることができる。

M
(4)0
0 =

ik

2
(e(5)̂5

5 )−3/2, M
(4)a
0 = k(e(5)̂5

5 )−1/2

(
1
2
M ′(5)a − i

2
A

(5)a

5̂

)
(8.210)

次に、ゲージ場の運動項を見てみよう。5 次元の理論には（グラビフォトンも含め）n 個の U(1)
ゲージ場Aa

µ（a = 1, 2, . . . , n）が存在する。ゲージ場は電荷、磁荷の量子化によって規格化が決め

られているのでリスケールされず、これらがそのまま 4 次元のゲージ場と同定される。さらに 5
次元理論の計量の成分の一部からもう一つ 4 次元の U(1) ゲージ場が現れる。これを A0

µ としよ

う。Aa
µ と A0

µ をまとめて Aa′
µ（a′ = 0, 1, . . . , n）と表すことにする。5 次元のゲージ場運動項お

よびアインシュタイン作用を S1 コンパクト化することによって 4 次元のゲージ場の運動項は次の
ように得られる。

L = −2πR

4
ẽeρfabF

a
µνF bµν +

2πR

8
Cabcε

µνρσAa
5F b

µνF c
ρσ −

1
4k2

ẽe3ρGµνGµν (8.211)

このラグランジアンの係数を 4 次元の N = 2 超重力理論のそれと見比べると、4 次元の周期行列
は次のように与えられることがわかる。

τab = (2π)2R(ieρfab −Ac
5Ccab), τ00 =

2πi

k2
e3ρ. (8.212)

これらの結果から 4 次元のプレポテンシャルを読み取ることができる。まず、M
(4)
0a を次のように

表すことができる。

M
(4)
0a = τabM

(4)a
0

=
ik

2
(2π)2Reρ/2fabM

′(5)a

=
ik

2
(2π)2Reρ/2M ′(5)

a

= − ik

4
(2π)2Reρ/2CabcM

′(5)bM ′(5)c

=
(2π)2R

2
CabcM

(4)b
0 M

(4)c
0

M
(4)0
0

(8.213)

ただしここでは計算を簡単にするためにゲージ場の x5 成分は 0 であるとした。同様に、M
(4)
00 は

次のように与えられる。

M
(4)
00 = τ00M

(4)0
0

= −2π

2k
e3ρ/2

=
2πκ2

12k
e3ρ/2CabcM

′(5)aM ′(5)bM ′(5)c

= − (2π)2R
6

CabcM
(4)a
0 M

(4)b
0 M

(4)c
0

(M (4)0
0 )2

(8.214)

さらにこれらの関係式を
~M

(4)
0 = − ik√

2
ek2K/4~φ∗ (8.215)
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によって φ の関係式に書き換えると、

φ0 = − (2π)2R
6

Cabcφ
aφbφc

(φ0)2
, φa =

(2π)2R
2

Cabcφ
bφc

φ0
. (8.216)

すなわち、プレポテンシャルが次のように与えられる。

φa′ =
∂F
∂φa′ , (a′ = 0, . . . , n), F = (2π)2R

Cabcφ
aφbφc

6φ0
, (a, b, c = 1, . . . , n). (8.217)

関係式 (8.217) は F が 4 次元 N = 2 超重力理論のプレポテンシャルであることを表している。
φ0 は 5 次元の場を用いて

φ0 = − i
√

2
k

e−k2K/4(M (4)0
0 )∗ = − 1√

2
e−k2K/4e−3ρ/2 (8.218)

のように与えられ、大域的極限 k, ρ → 0 では φ0 = −1/
√

2 となる。このときプレポテンシャル
(8.217) は大域的な場合にコンパクト化で得られたもの (8.184) に一致する。

8.4 ブラックホール解

U(1) ベクトル多重項を n 個含むN = 2超重力理論を考えよう。グラビフォトンも含めた、n+1
個のゲージ場を Aa

µ（a = 1, 2, . . . , n + 1）、その双対ゲージ場を Aaµ とする。ここではこれらの

ゲージ場に対して電荷、磁荷を持つ 1/2 BPSブラックホール解を構成する。[17, 18]。レビュー [19]
も参照のこと。

ここでは
∮

F2 は
∮ ∗F2 · dS と同じになるように規格化されており、εrθ1θ2 = +1 であるとして

いる。時空の向き付けや自己双対テンソルについては次のように約束している。

ε̂
tr̂θ̂1θ̂2

= +1, ∗F±2 = ∓iF±2 , F±
t̂r̂

= ±iF±
θ̂1θ̂2

. (8.219)

ブラックホールの持つ電荷、磁荷とゲージ場の間の関係は (7.207) および (7.194) を用いれば、

F (+)A = MA
i′ g

i′j′M∗B
j
′ DB = MA

i′ g
i′j′M∗B

j
′

qB

4πr2
n (8.220)

と与えられる。ここで、i′ と j′ は 0 から k までの k + 1 個の値をとるとする。
BPS 解を探すためにフェルミオンの超対称変換が適当な変換パラメータに対して 0 になるとい

う条件を用いる。ここでは問題を簡単にするためにスカラー場が場所に寄らず一定の場合について

考えてみよう。そのような背景上のゲージーノ ~λI の超対称変換は次のように与えられる。

δ~λI = − 1
2
√

2
Pλ

~F\+

2 ξI (8.221)

従って、0 でない ξI に対して δ~λI = 0 であるためには、Pλ
~F+
2 = 0 が成り立つ必要がある。この

式は、ゲージ場のうちグラビフォトン成分だけが値を持つことを意味している。

(8.220) に対して射影演算子 Pλ を作用させたものは 0 から k までの値をとる添え字 i′ と j′ を

1 から k までの値をとる添え字 i と j に置き換えることで得られる。

0 = PλF (+)A = MA
i gijM∗B

j

qB

4πr2
n (8.222)

この式は、次の関係式が成り立つことを意味している。

M∗B
j

qB = 0. (8.223)
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従って qA は JABMB
0 と JABM∗B

0 、あるいは JABφ∗B と JABφB の線形結合で与えられる。qA

は実数であるから次のように書ける。

qA = JAB Im(φ∗BC) (8.224)

この式の両辺に φA を掛けて C を次のように決定することができる。

C =
k2ek2K/2

4π
φCqC (8.225)

(8.150) を用いれば、C は中心電荷と次のように関係していることがわかる。

C =
ik2ek2K/4

4π
√

2
Z∗ (8.226)

関係式 (8.224) は、ブラックホールが重力多重項とのみ結合し、ベクトル多重項とは結合しない
ことを意味している。この条件によりブラックホールの電荷、磁荷とスカラー場 φA の期待値の関

係が定まる。より正確には、スカラー場の無限遠方での値が関係式 (8.225) を満足するときにだけ
スカラー場の値が変化しないような 1/2 BPS 解が存在する。もし遠方での値が (8.225) を満足し
ない場合には、スカラー場の値は定数とはならず、ブラックホール地平面に近づくにつれて (8.225)
を満足する値に漸近する。このため、関係式 (8.225) はアトラクター方程式と呼ばれる。
関係式 (8.225) が満足されている場合、PλFA = 0 であり、ゲージ場で値を持つのは、グラビ

フォトン成分 Pψ だけである。従って、古典解の形は単純超重力理論のブラックホールと全く同じ

になる。

グラビフォトンの自己双対部分を複素ベクトルとして表せば

G+ =
1

4πi
~M∗

0 × ~M0M
∗A
0 qA

1
4πr2

n = M∗A
0 qA

1
4πr2

n = − kZ∗

8πr2
n (8.227)

このベクトルを用いて、2-形式場およびその γ 行列との縮約は次のように与えられる。

G+
2 =

1
2
G+ ∧ dt +

i

2
∗3 G∗, G\+

2 =
kZ∗

8πr2

1 + γ5

2
γ t̂r̂ (8.228)

次に、計量を決定しよう。計量はグラビティーノの超対称変換が 0 でない ξI で 0 になるという
ことを要請することで決定することができる。グラビティーノ変換則は次のように与えられる。

δψIµ =
1
k

D(s,ω)
µ ξI − 1

4
εIJG\+

2 σµξ
J
. (8.229)

ただし、G\ 2 は n + 1 個のベクトル場の線形結合として表されるグラビフォトンである。
もし古典解が半径 r0 の AdS2 × S2 になることを仮定すれば、この式の第１項は ξ/(kr0) 程度、

第２項は |G2|ξ ∼ ξk|Z|/r2
0 程度の大きさであるから、r0 ∼ k2|Z| になるはずである。このことを

以下でより詳しく見てみよう。

解の回転対称性と時間並進対称性を仮定して、計量を次のように置く。

ds2 = −a2(r)dt2 + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
2). (8.230)

a(r) と b(r) は動径座標 r にのみ依存する実関数である。この時空の上で破れていない超対称性の

パラメータを

ξ = s(r)ξ0. (8.231)
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とおく。s(r) は局所的 R-対称性を用いて正の実数に取ることにする。背景時空 (8.230) 上でのス
ピン接続を計算すれば、変換パラメータの共変微分が次のように与えられることがわかる。

D
(ω)
t ξ =

a′

2b
γ

t̂r̂
ξ, D(ω)

r ξ =
s′

s
ξ, D(ω)

a ξ =
rb′

2b
γ

âr̂
ξ. (8.232)

これらをグラビティーノの変換則 (8.229) に代入すると、次の 3 つの独立な条件が得られる。

kbδψ
It̂

= γ
t̂r̂

(
a′

2a
ξI − kb

4
εIJG\+

2 σ
r̂
ξ

J
)

, (8.233)

kbδψ
Ir̂

=
s′

s
ξI + ArξI − kb

4
εIJG\+

2 σ
r̂
ξ

J
, (8.234)

kbδψ
Iâ

= γ
âr̂

(
b′

2b
ξI +

kb

4
εIJG\+

2 σ
r̂
ξ

J
)

, (8.235)

これらの式を得るために、回転対称性から G2 の成分のうち Gtr と Gθ1θ2 のみが 0 でないことか
ら従う次の関係式を用いた。

γ
r̂
G\γ

t̂
= −γ

t̂
G\γ

r̂
, γ

r̂
G\γ

â
= γ

â
G\γ

r̂
(8.236)

上記の変換が 0 になるべしという条件から次の関係式が得られる。

a =
1
b
, s =

1
b1/2

, Ar = 0. (8.237)

Ar = 0 になるのは s が実になるような U(1)R 変換のゲージを取っているからである。

(8.228) に与えられているグラビフォトンの場の強さは、（ここでは r の代わりに br とする必要

がある。）

kG\+
2 =

k2Z∗

8π(br)2
γ t̂r̂ (8.238)

従ってグラビティーノの変換が 0 という式は次のように書き換えられる。

− 4πr2b′ =
ωk2

4i
Z∗. (8.239)

ただし、ω は絶対値が 1 の複素数で、変換パラメータが次の式を満足すると仮定した。

iεIJγ t̂ξ
J

= ωξI (8.240)

U(1)R 変換のゲージ固定条件 Ar = 0 によって固定されていない大域的 U(1)R 変換を用いれば、

ω の位相は自由に取ることができる。

(8.239) の左辺が実であるから右辺もそうでなければならないことから、(8.239) の解は Z また

は C を用いて次のように書ける。

b = 1 +
r0

r
, r0 =

k2|Z|
16π

(8.241)

これを (8.230) に代入すれば、Reissner-Nordstrom 計量が得られる。

ds2 = − 1
b2(r)

dt2 + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
2). (8.242)

地平面近傍ではこの時空は AdS2 × S2 であり、S2 の面積、すなわち地平面の面積は次のように

与えられる。

Ahor = 4πr2
0 =

k4|Z|2
64π

(8.243)
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8.5 ハイパー多重項と重力の結合

ハイパー多重項のモジュライ空間は超対称性が大域的である場合にはハイパーケーラー多様体で

ある必要があった。超重力理論においてこの性質がどのように変更されるかを見てみよう。ポテン

シャル項はあとで考えることにし、大域的な場合のものを一般座標変換のもとで共変化した次のラ

グランジアンから出発しよう。

Lq = −e

2
hmn(∂µqm)(∂µqn), Lχ = ieχασµD(M,ω)

µ χα. (8.244)

変換則は次のものから出発する。

δqm =
1

2
√

2
(γm)I

α(ξIχ
α) +

1
2
√

2
(γ†m)α

I(ξ
I
χα), δχα = − i

2
√

2
(γ†m)α

Iσ
µξ

I
(∂µqm). (8.245)

ここで、(γm)α
I などの行列を用いているが、これらがうまく定義できるためには多様体のホロノ

ミー群が SO(4k) の部分群の Sp(k)× Sp(1) に含まれている必要がある。これは多様体が四元数多
様体でなければならないことを意味している。ハイパーケーラー多様体はこの特殊な場合であり、

ホロノミーが Sp(k) 部分群に含まれている場合である。ここではモジュライ空間が四元数多様体
であることのみを仮定しておく。

ラグランジアン (8.244) を変換則 (8.245) によって変分計算すると、まず次の変分が得られる。

δχLχ + δqLq = − e

2
√

2
(γm)I

α(χασµσνD(ω)
µ ξI)(∂νqm)

− e

2
√

2
(γm)I

α(χασµνξI)(D(ω,M)
µ ∂νqm) + h.c. (8.246)

ここまでは微分の順序を変更していない。第 2 項の二つの微分は可換であるから、添え字の反対
称性によって 0 になり、第 1項の Dµξa に比例する項だけが残る。この変分を相殺するためには

次のネーター結合を導入すればよい。

LJ =
ke

2
√

2
(γ†m)α

I(ψ
I

µσνσµχα)(∂νqm) + h.c. (8.247)

この項のグラビティーノの変分で Dµξ を含む項は先ほどの変分を相殺する。しかしネーター結合

項からはこれ以外の変分も得られる。まず、グラビティーノの変分は上記の変分を相殺するほかに

グラビフォトンを含む次の変分を与える。

δψ2L = − ike

2qe
Jαβ(δχαF\ 2χ

β) + h.c (8.248)

この項は次のようにフェルミオンの２次の項を導入すれば相殺できる。

LχGχ =
ike

4qe
Jαβ(χαF\ 2χ

β) + h.c (8.249)

スカラー多様体の構造を決める上で重要なのは、LJ に含まれるフェルミオン χ の変分である。こ

れは次のように与えられる。

δχLJ =
ike

8
(γn)J

α(γ†m)α
I(ψ

I

µσνσµσρξJ)(∂νqm)(∂ρq
n) + h.c. (8.250)

この変分に含まれる 3 つの σ 行列の積を次のように二つの部分に分けることができる。まず、σ

が一つだけ残る部分は

δχLJ =
ike

8
hmn(∂νqm)(∂ρq

n)(ψ
I

µ〈σνσµσρ〉1ξI) + h.c. (8.251)
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となるが、これはスカラー場のエネルギー運動量テンソルに比例しておりスカラー場の作用の多脚

場の変分で相殺される。一方、σ の三次の項は

δχLJ =
ike

2

[
1
4
(∂µqm)(∂νqn)(γmn)I

J

]
(ψIρσ

ρµνξ
J
) + h.c. (8.252)

となる。この項を相殺するために、重力部分の変分計算において (3.25) と同様に次の変分があっ
たことを思い出そう。

δL3/2 =
ie

2k
ψIµσµνρ[D(ω)

ν , D(ω)
ρ ]ξ

I
+ h.c. (8.253)

そこで、共変微分の交換関係が次の式を満足するようにスカラー多様体の構造を変更すればよい。

[D(ω,σ)
µ , D(ω,σ)

ν ]ξ
I

=
1
4
Rµν−ρσσρσξ

I − k2

4
(∂µqm)(∂νqn)(γmn)I

Jξ
J

(8.254)

右辺第１項は時空の曲率の項、右辺第２項はスカラー多様体の曲率の Sp(1) 部分を表す項であり、
スカラー多様体がハイパーケーラーである場合には存在しない。このような項を得るためにはスカ

ラー多様体の曲率テンソルの Sp(1) 部分が次のように与えられていればよい。

スカラー多様体の曲率テンソル¶ ³

Rmn
I
J = −k2

4
(γmn)I

J (8.255)

µ ´
すなわち、スカラー多様体は大域的な場合にハイパーケーラーであったのとは異なり、曲率の Sp(1)
部分が (8.255) で与えられる四元数多様体でなければならない。[5]
次に、大域的な場合と同様な手順で質量項の導入を行おう。そのためには大域的な場合と同様に

スカラー多様体上の複素キリングベクトル Fm が必要である。以前に述べたように、この複素キ

リングベクトルは中心電荷によって生成される U(1) × U(1) 対称性に対応している。超重力理論
においてはこの対称性はゲージ化され、グラビフォトンと結合するようになる。グラビフォトンと

の結合が

Dµqm = ∂µqm − kAµrm − kÃµsm (8.256)

によって与えられているとする。ここでは rm の次元が 2 になるようにプランク長 k を挿入して

おいた。fm は (??) にあるようにスカラー場 qm の中心電荷による変換として現れる。対応する

グラビフォトン ~Aµ の変換は (8.53) から読み取ることができる。qm と ~Aµ に対するゲージ変換

と上記の共変微分が矛盾しないためにはキリングベクトルが fm = 2i(qer
m + qmsm) と与えられ

ていなければならない。磁荷を持った場が存在するとラグランジアンを用いた記述が不可能である

ので、ここでは sm = 0 であることを仮定しておく。このとき共変微分および fm は次のように与

えられる。

fm = 2iqer
m, D(B)

µ qm = ∂µqm − kAµrm. (8.257)

共変微分の肩の (B) はグラビフォトンのゲージ変換に対する共変微分であることを表している。
モジュライ空間は四元数多様対であるから、その構造と矛盾しないために rm は三重正則複素キ

リングベクトルであると仮定する。その場合 rmn = Dmrn は Sp(k)× Sp(1) のリー代数に値をと
るはずである。大域的な場合とは異なり、Sp(1) 成分は 0 ではない。それは一般にキリングベクト
ルについて公式 rmR̂mn = Dnr̂ が成り立つために、Sp(1) 部分の曲率が 0 でない限り r̂ の Sp(1)
部分は 0 にできないのである。簡単に rmn についての公式をまとめておく。
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rmn の性質¶ ³

四元数多様体上のキリングベクトル rm が三重正則であるということは、実反対称行列 rmn

が Sp(k) × Sp(1) のリー代数に値をとることを意味している。このことから次のように置く
ことができる。

1
2
rmn(γm)I

α(γn)β
J = δα

β rI
J − rβ

αδI
J . (8.258)

rI
J は Sp(1) の、rα

β は Sp(k) の生成子である。これらについて上式を解けば、rmn を用い

て次のように書くことができる。

rI
J =

1
4k

rmn(γmn)I
J , rβ

α =
1
4
rmn(γmn)β

α. (8.259)

（式中の k はプランク長ではなく、群のサイズである。）rmn、rI
J、rα

β はすべて反エルミー

トであり、次の複素共役関係を満足する。

(rmn)∗ = rmn, (rβ
α)∗ = −rαβ , (rI

J)∗ = −rI
J . (8.260)

rmn は rI
J と rα

β を用いて次のように書くことができる。

rmn = rSp(k)
mn + rSp(1)

mn , rSp(1)
mn = −1

2
(γmn)J

Ir
I
J , rSp(k)

mn = −1
2
(γmn)α

βrβ
α. (8.261)

µ ´
まず出発点として、大域的な場合のラグランジアンと変換則をグラビフォトンのゲージ変換と一

般座標変換のもとで共変化したものをとる。つまり、スカラー場とフェルミオンの運動項は

Lq = −e

2
hmn(D(B)

µ qm)(D(B)µqn), Lχ = ieχασµD(M,ω,B)
µ χα. (8.262)

フェルミオンの質量項とポテンシャル項は

Lχmass =
e

2
χαJαβmβ

γχγ + h.c., Lpot = −2e|qe|2rmrm. (8.263)

そして変換則は次のものから出発する。

δqm =
1

2
√

2
(γm)I

α(ξIχ
α) +

1
2
√

2
(γ†m)α

I(ξ
I
χα) (8.264)

δχα = − i

2
√

2
(γ†m)α

Iσ
µξ

I
(∂µqm), δ′χα =

i√
2
qeξI(γm)I

βJβαrm. (8.265)

ただし、モジュライ空間の計量 hmn は曲率テンソルの Sp(1) 成分が (8.255) を満足するような四
元数多様体を表すものであると仮定する。さらに、大域的な場合と同様にフェルミオンの質量行列

は次のように与えられるとしておく。

mβ
α = − i

2
q∗e(γmn)β

αrmn = −2iq∗erβ
α (8.266)

これはスカラー場 qm に依存する質量次元 1 の量である。
まず、アイソメトリーをゲージ化したために新たにどのような変分が得られるかを考えてみよ

う。これは共変微分が二つあるときにその交換関係から現れる。まずグラビティーノの超対称変換

で現れる変換パラメータの二回微分の交換関係 (8.254) が次のように変更される。

[D(ω,M)
µ , D(ω,M)

ν ]ξ
I

=
1
4
Rµν−ρσσρσξ

I − k2

4
(D(B)

µ qm)(D(B)
ν qn)(γmn)I

Jξ
J

+ kFµνrI
Jξ

J
(8.267)
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この結果、新たに次の変分が発生する。

δL =
ie

2
ψIµσµνρFνρr

I
Jξ

J
+ h.c. (8.268)

さらに、(8.246) の第 2項の微分が対応する共変微分に置き換わると、その交換関係

[D(ω,σ,B)
µ , D(B)

ν ]qm = −kFµνrm (8.269)

からグラビフォトンの場の強さが現れ、次の変分を与える。

δχLχ + δqLq = − e

2
√

2
(γm)I

α(χασµσνD(ω)
µ ξI)(∂νqm)

+
ke

2
√

2
rm(γm)I

α(χαF\ ξI) + c.c. (8.270)

次に、rmn が大域的な場合とは異なり 0 でない Sp(1) 成分を持つこと、また DµξI が 0 ではな
いことから現れる変分を見てみよう。

δ′Lχ = − e√
2
q∗e (χασµD(σ,ω)

µ ξ
I
)Jαβ(γm)β

Ir
m − e√

2
q∗e (χασµξ

I
)Jαβ(γm)β

JrJ
I(D(B)

µ qm)

+
e√
2
q∗e (χασµξ

I
)Jαβrβ

γ(γm)γ
I(D(B)

µ qm) + h.c. (8.271)

このうち第３項は (8.266) を仮定すれば δLχmass によって相殺される。

質量項の δ′ の変分からは、

δ′Lχmass =
√

2e|qe|2(ξI(γn)I
αχα)rSp(k)

nm rm + h.c. = 4e|qe|2δqnrSp(k)
nm rm (8.272)

が得られるが、これはポテンシャル項の変分 δqLpot = −4eδqnrnmrm と部分的に相殺し、次のも

のが残る。

δ′Lχmass + δqLpot = −4e|qe|2δqnrSp(1)
nm rm (8.273)

これらの変分のうち、DµξI を含む項を相殺するためにネーター項を導入しよう。まず (8.270)
の第１項を相殺するためにネーター項

LJ =
ke

2
√

2
(γ†m)α

I(ψ
I

µσνσµχα)(D(B)
ν qm) + h.c. (8.274)

を導入する。モジュライ空間が適当な四元数多様体であると仮定しておけば、この項の χ の δ に

よる変分がスカラー場運動項の多脚場の変分と、グラビティーノの運動項の変分によって相殺され

ること、ψIµ の Fµν を含む変分はフェルミオンとグラビフォトンとの三点結合項

LχFχ =
ike

4qe
Jαβ(χαF\ 2χ

β) + h.c (8.275)

を導入すれば相殺できることは質量のない場合と同じである。δ′LχFχ はちょうど (8.270) の第２
項を相殺する。

(8.271) の第１項を相殺するためにはさらに次のネーター項を導入する。

LJmass =
ke√

2
q∗e (χασµψ

I

µ)Jαβ(γm)β
Ir

m + h.c. (8.276)

この項の δ′ による変分

δ′LJmass = − ike

2
|qe|2rmrm(ξIσ

µψ
I

µ) + h.c. = 2|qe|2δermrm. (8.277)
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はちょうどポテンシャル項 Lpot の (8.40) による変分 δeLpot によって相殺される。

最後に次の変分が残っている。

δχLJmass + δ′χLJ = − ike

2
q∗erm(D(B)µqm)εIJ(ξ

I
ψ

J

µ)

− ike

2
q∗erm(D(B)

ν qn)εIK(γmn)K
J(ξ

I
σµνψ

J

µ) + h.c. (8.278)

この第 1項は Lq の共変微分に含まれるグラビフォトンの変分と相殺する。あとは (8.278) の右辺
第 2項のみである。(8.255) を用いて、γmn をモジュライ空間の曲率テンソルで書き換え、一般の

キリングベクトルが満足する性質 rnR̂nm = Dmr̂ を用いると、

δL =
2i

k
eq∗eεIK(D(B)

ν qn)(DnrK
J)(ξ

I
σµνψ

J

µ) + h.c. =
2i

k
eq∗eεIK(D(B)

ν rK
J)(ξ

I
σµνψ

J

µ) + h.c.
(8.279)

さらに部分積分すると、

δL = −2i

k
eq∗eεIKrK

J (D(B)
ν ξ

I
σµνψ

J

µ)− 2i

k
eq∗eεIKrK

J (ξ
I
σµνD(B)

ν ψ
J

µ) + h.c. (8.280)

この第 1項は次の質量項の導入で相殺する

Lψmass = −ieqeε
IKrJ

K(ψIµσµνψJν) + h.c. (8.281)

(8.280) の第 2項は運動方程式の主要部に比例しているから、変換則に次の項を追加することで相
殺する。

δ′ψIµ = −q∗e
k

εIKrK
Jσµξ

J
(8.282)

この変換則の変更によってグラビティーノを含む項からいくつかの変分が新たに現れる。まず、ネー

ター項 LJ の変分

δ′ψLJ =
e√
2
q∗e (χασνξ

J
)εJKrK

I(γ†m)I
α(D(B)

ν qm) + h.c. (8.283)

は (8.271) の第２項と相殺する。もうひとつのネーター項 LJmass からは

δ′ψLJmass = −8e|qe|2δqnrSp(1)
nm rm (8.284)

が得られる。これは (8.273) と同じ形をしており、これら二つの和は次のように変形することがで
きる。

δL = −12e|qe|2δqnrSp(1)
nm rm = 6e|qe|2δqn(γnm)I

JrJ
Ir

m = −24
k2

e|qe|2δqn(Rnm)I
JrJ

Ir
m

=
24
k2

e|qe|2δqn(DnrI
J)rJ

I =
12
k2

e|qe|2δqnDn(rI
JrJ

I) (8.285)

これは次のポテンシャル項を導入すればそのスカラー場の変分で相殺できる。

LD = −12
k2

e|qe|2rI
JrJ

I (8.286)

また、このポテンシャル項の多脚場の変分は

δ′ψLψmass =
3i

k
e|qe|2rI

JrJ
I(ψKµσµξ

K
) + h.c. =

12
k2
|qe|2δerI

JrJ
I (8.287)

を相殺する。さらに、重力部分に含まれる三点結合項の変換

δ′ψLψFψ = − ie

2
rI

J(ψIµσµF\ 2ξ
J
) + h.c., (8.288)
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およびグラビティーノの質量項のグラビティーノを F を含む項で変分すれば現れる余分な項

δψ2Lψmass = − ie

2
rI

J(ψIµF\ 2σ
µξ

J
) + h.c. (8.289)

との和はちょうど (8.268) と相殺する。
こうしてフェルミオンの二次までのについて、ラグランジアンの超対称変換のすべての項が相殺

されることが示された。最後にラグランジアンと変換則をまとめておこう。

質量をもったハイパー多重項¶ ³

運動項

Lq = −e

2
hmn(D(B)

µ qm)(D(B)µqn), Lχ = ieχασµD(M,ω,B)
µ χα. (8.290)

フェルミオンの質量項

Lχmass = −ieq∗eχαJαβrβ
γχγ + h.c., Lψmass = −ieqeε

IKrJ
K(ψIµσµνψJν) + h.c. (8.291)

ポテンシャル項

Lpot = −2|qe|2ermrm, LD = −12
k2
|qe|2erI

JrJ
I . (8.292)

ネーター項

LJ =
ke

2
√

2
(γm)I

α(ψIµσνσµχα)(D(B)
ν qm) + h.c. (8.293)

LJmass =
ke√

2
q∗e (χασµψ

I

µ)Jαβ(γm)β
Ir

m + h.c. (8.294)

三点結合項

LχGχ =
ike

4qe
Jαβ(χαF\ 2χ

β) + h.c (8.295)

変換則

δqm =
1

2
√

2
(γm)I

α(ξIχ
α) +

1
2
√

2
(γ†m)α

I(ξ
I
χα). (8.296)

δχα = − i

2
√

2
(γ†m)α

Iσ
µξ

I
(D(B)

µ qm), δ′χα =
i√
2
qeξI(γm)I

βJβαrm. (8.297)

グラビティーノ変換則に次の項を追加する。

δ′ψIµ = −q∗e
k

εIKrK
Jσµξ

J
(8.298)

モジュライ空間の計量 hmn は曲率テンソルの Sp(1) 成分が (8.255) を満足するような四元数
多様体を表すものであると仮定する。

µ ´
このラグランジアンと変換則は以下の U(1)R 変換のもとで共変である。

ξI → eiαξI , qe → e−2iαqe, ψIµ → eiαψIµ, χα → e−iαχα. (8.299)

上のラグランジアン中のポテンシャル項を見てみると、大域的な場合にはなかった LD という項

が現れている。これはグラビフォトンとの結合から現れる D-term と解釈することができる。実
際、rI

J は一般のキリングベクトルについて成り立つ関係式 rnR̂nm = Dmr̂ の Sp(1) 部分から
決定されるが、これは通常の momentum map の定義式に対応するものである。ポテンシャル項
のうち大域的な場合にも存在する |qe|2rmrm は、スカラー場の質量のスケールを m、スカラー場

qm の値のスケールを φ とおけば m2φ2 程度である。すなわちキリングベクトルは大雑把にいっ
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て qer
m ∼ mφ 程度である。曲率テンソル R̂mn はオーダー k2 の量であるから、momentum map

rI
J はおおよそ qer

I
J ∼ k2mφ2 となる。これをポテンシャルの LD に代入すれば

LD ∼ −k2m2φ4 (8.300)

となる。通常の D-term に現れるゲージ結合定数の代わりにプランク質量 1/k が現れている。
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第9章 大域的 N = 4 超対称性

9.1 N = 4 超共形代数

N = 4 の超対称性を持つ理論には次元を持つパラメータがなく、理論に共形対称性が存在する。
この代数は次のように与えられる。

N = 4 超共形代数¶ ³

[MMN ,MPQ] = MMQηNP −MMP ηNQ −MNQηMP + MNP ηMQ, (9.1)

[MMN ,QIA] =
1
2
(ΓMN )A

BQIB , (9.2)

[MMN ,QI

A] =
1
2
QI

B(ΓMN )B
A, (9.3)

{QIA,QJ
B} =

1
8
δJ
I (ΓMN )ABMMN +

1
2
1ABGab(Ta)J

IRb, (9.4)

[Ra,QIA] = QJA(Ta)J
I , (9.5)

[Ra,QI

A] = −(Ta)I
JQJ

A. (9.6)
µ ´
ただし、M,N = 0, 1, 2, 3, +,− であり、Pm、Km、D は MMN の中に次のように埋め込まれて

いる。

Mm+ = Pm, Mm− = Km, M+− = −2D. (9.7)

また、Q と S をまとめて次の大きなスピノルを定義した。

QIA =

(
QIα

SIα

)
, QI

A =

(
SI

α

QI
α

)
(9.8)

拡張した座標に対する計量は次のように定義される。

ηMN =




ηmn

−2
−2


 (9.9)

大きなスピノルに作用する Γ 行列は次のように定義される。

(Γmn)A
B =

(
(γmn)α

β

(γmn)α
β

)
, (Γ+−)A

B =

(
21α

β

−21α
β

)
,

(Γm−)A
B =

(
2(γm)α

β

0

)
, (Γm+)A

B =

(
0

2(γm)α
β

)
. (9.10)

(Ta)I
J は変換 Ra に対応した反エルミートな SU(4)R 生成子行列である。ただし、以前にも注意

したように変換記号と生成子は符号が逆になることに注意すること。

δSU(4) = εaRa = −εaTa (9.11)
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Gab は次のように定義されたリー代数の計量であり、Gab はその逆行列である。

Gab = 〈Ta, Tb〉 = −(Ta)I
J(Tb)J

I (9.12)

以上の N = 4 超共形代数は、以前に与えた N = 1 超共形代数を部分代数として含む。たとえ
ば、4 つある超電荷のうち I = 4 のものだけに注目して

QA = Q4A, QA = Q4

A. (9.13)

のようにおき、SU(4)R の生成子のうち

(TA)I
J =

(
i
313

−i

)
(9.14)

（この生成子に対応するリー代数の計量の成分は GAA = 4/3 である。）に対応する変換を A とお

けば、§5.4.2 で与えた N = 1 の超共形代数が得られる。

9.2 N = 4 超対称ゲージ理論

N = 4 ベクトル多重項は N = 1 のベクトル多重項 V と 3 つのカイラルの運動項 Φi (i = 1, 2, 3)
を組み合わせることによって得ることができる。N = 4 の超対称変換のもとで不変なラグランジ
アンを得るには、これらの場に対するゲージ不変な運動項の他に次の超ポテンシャルを導入する。

W =
i
√

2
3

εijk tr(φiφjφk). (9.15)

ここでは、エルミートな生成子を用いて D = DaTa のように表すことにする。ラグランジアンは

次の 3 つの部分より成る。

Lvector =
1
2

Re[tr(WαWα)]F = tr
[
D2 − 1

2
λγµDµλ− 1

4
FµνFµν

]
, (9.16)

Lchiral =
1
2
[tr(Φ∗i e

−2VadjΦi)]D

= tr
[
−DµφiDµφ†i − (χi

αγµDµχ
α
i ) + F iF †i

−D[φi, φ†i ] +
√

2i([φ†i , λα]χαi)−
√

2i(χiα[λα, φi])
]
, (9.17)

Lpot = −[W (Φ)]F + c.c. = −WiF
i − 1

2
Wij(χi

αχjα) + c.c.

= −i
√

2εijk tr(F iφjφk)− i
√

2 tr(εijkφiχj
αχkα) + c.c. (9.18)

全体に 1/g2 を掛けることでゲージ結合定数を導入することができるが、ここでは省略した。

これらはその構成法より明らかに N = 1 の超対称性の下で不変である。N = 4 超対称性の
下で不変であることを示すためには、R-対称性 SU(4) のもとで不変であることを示せば十分であ
る。SU(4) 構造を明らかにするために、まず Yukawa 項に注目しよう。Yukawa 項は次のように
SU(4)R 対称性が明らかな形に書くことができる。

LY =
√

2i tr
[
φ†iλαχαi − φ†iχ

i
αλα − εijkφiχj

αχαk
]

+ c.c.

= −
√

2i tr(φIJψI
αψαJ) + c.c. (9.19)
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ただし、フェルミオンは

ψi = χi, ψ4 = λ (9.20)

のように 4 重項を組み、スカラー場は

φ†i = φi4 = −φ4i, εijkφi = φjk (9.21)

のように 6 重項を組むものとする。(9.21) の複素共役は

φi = φi4 = −φ4i, εijkφ†i = φjk (9.22)

となり、(9.21) と (9.22) を組み合わせれば、次の自己双対条件を得ることができる。

1
2
εIJKLφKL = φIJ , (φIJ )† = φIJ . (9.23)

まず運動方程式を解くと、補助場が次のように決まる。

D = [φi, φ†i ], F i = i
√

2εijkφ†jφ
†
k, F †i = i

√
2εijkφjφk. (9.24)

F i と F †i の右辺の符号に注意。エルミート共役を取る際に φj と φk の位置が入れ替わることに

よる符号が一つ余分に出るので、どちらも係数は i
√

2 で正しい。これをラグランジアンに代入す
ると、ポテンシャル項は次のようになる。

Lpot = − tr
(

F †i F i +
1
2
D2

)

=
1
2

tr([φi, φj ][φi, φj ]) +
1
2

tr([φi, φj ][φi, φ
j ])

=
1
16

tr([φIJ , φKL][φIJ , φKL]) (9.25)

途中で恒等式

tr([φi, φj ][φi, φ
j ]) = tr([φi, φj ][φi, φj ])− tr([φi, φi][φj , φj ]) (9.26)

を用いた。

φIJ をエルミートスカラー場 φm（m = 1, . . . , 6）を用いて

φIJ = CIJ
m φm (9.27)

と与えることができる。ただし、CIJ
m はこのセクションの最後で定義される SU(4) 不変テンソル

である。このスカラー場を用いてポテンシャルを書き換えれば、

Lpot =
1
4

tr([φm, φn][φm, φn]) (9.28)

となる。

スカラー場の運動項もエルミートスカラー場 φm を用いて書いておくと、次のようになる。

−DµφiDµφ†i = −1
4
DµφIJDµφIJ = −1

2
DµφmDµφm (9.29)

ここでは N = 1 超対称理論の特殊な場合としてN = 4 の理論を構成したが、10 次元の超対称
Yang-Mills 理論のラグランジアンから T6 コンパクト化を行うことにより得ることもできる。10
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次元の座標を XM = (xµ, ym) としよう。ただし µ = 0, 1, 2, 3, m = 4, 5, 6, 7, 8, 9 とする。10 次元
の Yang-Mills 理論のラグランジアンは次のように与えられる。

S10 = −1
4

tr(FMNFMN ), FMN = ∂MAN − ∂NAM − i[AM , AN ]. (9.30)

場 AM が ym に依存しないとし、ゲージ場の ym 方向の成分を φm とすれば、次の式が成り立つ。

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν ], Fµm = Dµφm, Fmn = −i[φm, φn]. (9.31)

従って、座標 yi によって表される 6 次元部分を体積 1 の T6 でコンパクト化すると、前述のラグ

ランジアンを得る。

次に、N = 1 の超対称変換を SU(4)R 不変な形に書くことで N = 4 超対称変換則を決定しよ
う。補助場に対して (9.24) を代入することにより、フェルミオンの超対称変換則が

δQλα =
i

2
√

2
ξαD − 1

4
√

2
γµνξαFµν

=
i

2
√

2
ξα[φi4, φi4]− 1

4
√

2
γµνξαFµν (9.32)

δQχiα =
1
2
ξαF i − 1

2
γµξαDµφI

= − i

2
√

2
ξα[φij , φj4]− 1

2
γµξαDµφi4 (9.33)

となる。N = 1 超対称変換のパラメータを次のように N = 4 超対称変換のパラメータと対応させ
よう。

ξ4α = ξα, ζα
4 = ζα. (9.34)

すると、フェルミオンの Q 変換は次のように SU(4) 共変な形にまとめることができる。

δN=4
Q ψIα = − i

2
√

2
[φIJ , φJK ]ξKα − 1

4
√

2
γµνξIαFµν − 1

2
γµ(DµφIJ)ξα

J (9.35)

スカラー場の N = 1 変換則は

δQφi = −1
2
ξαχiα, δQφ†i = −1

2
ξαχ

α
i . (9.36)

あるいは

δQφi4 = −1
2
ξ4
αχIα, δQφij = −1

2
εijkξ4αχ

α
k . (9.37)

である。これを SU(4) 共変化することによって次の変換則を得る。

δN=4
Q φIJ =

1
2
(ξI

αψJα)− 1
2
(ξJ

αψIα) +
1
2
εIJKLξKαψ

α
L. (9.38)

ゲージ場の変換則

δQvµ =
1

2
√

2
(ξαγµλα) +

1
2
√

2
(ξαγµλα) (9.39)

は直ちに共変化できる。

δN=4
Q vµ =

1
2
√

2
(ξIαγµψIα) +

1
2
√

2
(ξI

αγµψ
α
I ) (9.40)

あるいは、フィルツ変換を行って次のように書いておくと便利である。

δN=4
Q vµ(γµ)αβ =

1√
2
(ξ

β

I ψIα) +
1√
2
(ξIαψ

β

I ) (9.41)
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N = 1 の S 変換は、フェルミオンに対しては次のように与えられる。

δSλα = δ
Q[−x\ζ]

λα, δSχiα = δ
Q[−x\ζ]

χiα + ζαφi (9.42)

これも、SU(4) 共変にすれば、次のようにまとまる。

δN=4
S ψIα = δN=4

Q[−x\ζ]
ψIα + φIJζα

J (9.43)

スカラー場およびゲージ場に対しては、S 変換は単に Q 変換のパラメータを ξIα = −x\ζIα のよ

うに置き換えたものである。

まとめておこう。

δN=4
Q ψIα = − i

2
√

2
[φIJ , φJK ]ξKα − 1

4
√

2
γµνξIαFµν − 1

2
γµ(DµφIJ)ξα

J , (9.44)

δN=4
Q φIJ =

1
2
(ξI

αψJα)− 1
2
(ξJ

αψIα) +
1
2
εIJKL(ξKαψ

α
L), (9.45)

δN=4
Q vαβ =

1√
2
(ξ

β

I ψIα) +
1√
2
(ξIαψ

β

I ), (9.46)

δN=4
S ψIα = δN=4

Q[−x\ζ]
ψIα + φIJζα

J , (9.47)

δN=4
S φIJ = δN=4

Q[−x\ζ]
φIJ , (9.48)

δN=4
S vµ = δN=4

Q[−x\ζ]
vµ. (9.49)
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SU(4) 不変テンソル¶ ³

SU(4) の 4 表現二つの反対称積から 6 表現を抜き出すような不変テンソルを CIJ
M とする。一

方、二つの 4 表現から 6 表現を抜き出す不変テンソルを CM
IJ とすれば、これは CIJ

M の複素

共役とすることができる。

CM
IJ = (CIJ

M )∗ (9.50)

これら不変テンソルの規格化を次の式で決めることにする。

CIJ
M CN

IJ = 2δN
M . (9.51)

ベクトル表現は実表現であるから、添え字を上げ下げすることができるが、その際に用いる

計量テンソルを gMN とする。二つの添え字 M と N の入れ替えについて対称である。適当

な線形変換によって gMN は単位行列に取ることもできる。gMN は gMN の逆行列であると

同時に複素共役でもあるとする。これは gMN がユニタリー行列であることを意味している。

4 つの 4 表現から一重項を取り出す完全反対称テンソルを εIJKL、その複素共役を εIJKL、と

する。

εIJKLεIJKL = 24 (9.52)

が成り立つように規格化されているとする。4 つの 4 表現のテンソル積は一重項をひとつだ

け含むから、まず二つずつを 6 表現に組んで、そのあと一重項を組んでも、εIJKL を用いて

組んだものと規格化因子を除いて同じものであるはずである。規格化因子はそれぞれの不変

テンソルの規格化条件を用いることで決めることができ、

gMNCIJ
M CKL

N = εIJKL (9.53)

が得られる。または、C の規格化の式を用いて

gMN =
1
4
CIJ

M CKL
N εIJKL (9.54)

が得られる。規格化定数の位相は決まらないので、便利なようにとった。Cm
IJ は 6 次元 γ 行

列のカイラル成分に比例しており、次の関係式を満足する。

Cm
IJCJK

n + Cn
IJCJK

m = −δmnδK
I (9.55)

µ ´
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第10章 N = 4 超重力理論

10.1 重力多重項

10.1.1 ラグランジアンの構成

4 次元 N = 4 超重力理論の重力多重項は SU(4)R = SO(6)R の R-対称性を持ち、一つの重力場
gµν、4 表現に属するグラビティーノ ψIµ、6 表現に属するゲージ場 Ba

µ、4 表現に属するフェル

ミオン λI、一重項に属する複素スカラー場よりなる。(表 10.1) すなわち、U(1)R を表す複素線束

表 10.1: N = 4 超重力理論の重力多重項

em̂
µ ψIµ Ba

µ λI ẑ

SU(4)R 1 4 6 4 1

U(1)R 0 1 2 3 4

を S、SU(4)R の表現 R で変換されるベクトル束を VR とすると、それぞれの場は次のベクトル

束に値をとる。

ξI ∈ V4 ⊗ S, em̂
µ ∈ 1, ψIµ ∈ V4 ⊗ S, G+m

µν ∈ V6 ⊗ S2, λI ∈ V4 ⊗ S3, dẑ ∈ S4. (10.1)

ただしここでは時空のスピンを表す添え字は無視した。ここで、dẑ が S4 で変換されるというこ

とは、S4 がモジュライ空間の枠束になっていることを表している。すなわち、モジュライ空間上

の多脚場は次のベクトル束に値を取る。

eẑ
m ∈ T ∗M⊗S4 (10.2)

ベクトル場 G+m
µν は局所化される S2 に値を取るが、これはゲージ変換と相性が悪いので、S−2⊗

VSp(1,R) によって変換される電荷行列

~q =

(
qe

qm

)
∈ S−2 ⊗ VSp(1) (10.3)

を導入し、
~λI = ~qλI , ~F+m

µν = ~qG+m
µν , ~ψIµ = ~qψIµ. (10.4)

を定義しておく。これらは次のベクトル束に値をとる。

~ψIµ ∈ V4 ⊗ VSp(1,R) ⊗ S−1, ~Fm
µν ∈ V6 ⊗ VSp(1,R), ~λI ∈ V4 ⊗ VSp(1,R) ⊗ S. (10.5)

ベクトル場は 6 個あるので、一般の電荷行列は 6× 6 の行列として与えられるのであるが、ここ
ではそれらが対角的である、つまり Ma

i = δa
i qe および Mia = δiaqm のように与えられると仮定

しておく。
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ここでは φ をモジュライ空間上の複素座標であるとする。ラグランジアンは次のように与えら

れる。

L0 = −egφφ∗∂µφ∂µφ∗. (10.6)

z は U(1)R 電荷 4 を持っていた。従って U(1)R 回転とモジュライ空間上の局所座標変換を同一視

することができる。

フェルミオン λI は、U(1)R 電荷 3 を持っていた。これはモジュライ空間上でのスピンが 3/4
であることを表している。この電荷に対して共変化された微分を D(σ) のように書くと、フェルミ

オンのラグランジアンは次のように与えられる。

L1/2 = ieλID\ (σ)
λI (10.7)

超対称変換のうち φ と λI の間の変換を表す部分を δ(0,1/2) と書けば、これは次のように与えら

れる。

δ(0,1/2)φ =
1
2
eφ

ẑ
λIξI , δ(0,1/2)λ

I = − i

2
eẑ
φ(∂\φ)ξ

I
. (10.8)

この変換則によって L0 + L1/2 を変換すれば、次の変分を得る。

δ(0,1/2)(L0 + L1/2) = −e

2
eẑ
φ(λIσµ(∂\φ)D(σ,ω)

µ ξI) (10.9)

これは次のネーター結合項の導入によって相殺することができる。

LJ(0,1/2) =
ke

2
eẑ
φ(λIσµ(∂\φ)ψIµ) (10.10)

この項の ψIµ の超対称変換のうち Dξ に比例する項によって上記の変分が相殺される。この項か

らはそれ以外の変分も得られるが、そのうち λI の δ(0,1/2) による変分を見てみよう。

δ(0,1/2)LJ(0,1/2) = − ike

4
gφφ(ξ

I
(∂\φ)σµ(∂\φ)ψIµ)

= − ike

4
gφφ(ξ

I〈(∂\φ)σµ(∂\φ)〉1ψIµ)− ike

4
gφφ(ξ

I
σκµλψIµ)(∂κφ)(∂λφ)(10.11)

(10.11) 中の最後の表式の第１項はスカラー場の運動項に含まれる多脚場の変分とちょうど相殺
する。

次に、グラビティーノと重力の間の超対称変換についてみてみよう。グラビティーノ運動項は次

のように与えられる。

L3/2 = ieψIµσµνρD(σ,ω)
ν ψ

I

ρ. (10.12)

ただし、共変微分 D(σ,ω) はグラビティーノがモジュライ空間上でスピンを持っていることも考慮

する。重力については通常のアインシュタインヒルベルトラグランジアンを用いる。

L2 =
e

k2
R (10.13)

超対称変換のうちこれらの場の間の変換を与える部分を δ(3/2,2) と書けば、グラビティーノと重力

の間の変換則は次のように与えられる。

δ(3/2,2)ψIµ =
1
k

D(σ,ω)
µ ξI , δ(3/2,2)e

m̂
µ =

ik

4
ψIµσm̂ξ

I
+ h.c. (10.14)

グラビティーノについての変分を行った際に次のように微分の二次の項が現れる。

δL =
ie

k
(ψIµσµνρD(σ,ω)

ν D(σ,ω)
ρ ξ

I
). (10.15)
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これらの微分は二つの添え字について反対称であるため交換関係の部分から曲率テンソルを含む項

が現れ、それがアインシュタイン作用の変分をちょうど相殺する。しかし ξ
I
がモジュライ空間上

のスピン −1/4 を持っているために新たに次の変分が現れ、相殺されずに残る。

δ(3/2,2)(L3/2 + L2) = − ie

4k
(ψIµσµνρξ

I
)(∂νφ)(∂ρφ

∗)Rφφ∗
ẑ
ẑ

(10.16)

ただし Rφφ∗
ẑ
ẑ
はモジュライ空間上の曲率テンソルである。この項は (10.11) の第２項とよく似た

形をしており、この二つの項は相殺する必要がある。そのためには、モジュライ空間上の曲率が次

のように与えられる必要がある。

Rφφ∗
ẑ
ẑ

= −k2gφφ∗ (10.17)

次に、ゲージ場とフェルミオンの間の超対称変換を考えよう。ゲージ場は次のラグランジアンに

よって与えられる。

L1 = −1
4
(Im τ̃)Fn

µνFnµν − 1
8
(Re τ̃)εµνρσFn

µνFn
ρσ (10.18)

ただし

τ = 2πτ̃ =
qe

qm
(10.19)

である。フェルミオンとゲージ場の間の超対称変換を記述するためには、フェルミオンを次のよう

に表すのが便利である。
~λI = ~qλI . (10.20)

これを用いると、ゲージ場とフェルミオンの間の変換則が次のようにきれいな形に書ける。

δ(1,1/2)
~Am

µ =
i

2
√

2
Cm

IJ
~λIσµξ

J
+ h.c., δ(1,1/2)

~λI = − 1
2
√

2
CIJ

m
~F\m

2 ξJ (10.21)

この変数を用いて、ゲージーノの運動項が自由場のような形に現されると仮定しよう。

L1/2 = − e

4π
(~λI ×D\ (ω)~λI) (10.22)

これが以前に与えた L1/2 と一致するためには、電荷行列が次の条件を満足する必要がある。

~q ×Dµ~q∗ = 0. (10.23)

ここではこの条件が満足されているものと仮定して計算を進める。ゲージ場とゲージーノの運動項

を δ(1,1/2) によって変換しよう。その結果が次のように与えられることはすぐにわかる。

δ(1/2,1)(L1/2+L1) = − ie

2
√

2
Cm

IJ (Im τ̃)qe(λIσµF\m
Dµξ

J
)− e

4
√

2
Cm

IJ (Dµτ̃)qe(λIF\m
σµξ

J
) (10.24)

この第１項を相殺するためには次のネーター項を導入する必要がある。

LJ(1/2,1) =
ike

2
√

2
Cm

IJ (Im τ̃)qe(λIσµF\m
ψ

J

µ) (10.25)

次に、グラビティーノの運動項の δ(1,3/2) による超対称変換をみてみよう。グラビティーノとゲー

ジ場の変換側について記述するには、次の変数を導入するのが便利である。

~ψIµ = ~qψIµ. (10.26)

ゲージ場とグラビティーノの間の変換則は次のように書くことができる。

δ(1,3/2)
~Am

µ = − i

2
CIJ

n (~ψI,µξJ) + h.c., δ(1,3/2)
~ψIµ =

1
4
Cm

IJ
~F\m

2 σµξ
J
, (10.27)
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この変数を用いれば、ラグランジアンを次のように書くことができる。

L3/2 = − e

4π
(~ψIµ × σµνρDν

~ψ
I

ρ). (10.28)

電荷行列が (10.23) を満足するという仮定を用いれば、これが (10.12) のラグランジアンに等しい
ことが示される。ラグランジアンを変換してみると、次のものが残る。

δ(1,3/2)(L1 + L3/2) = −e

4
CIJ

m (Dν τ̃)qe(ψIµ〈σµνF\m〉0,4ξJ)− ie

2
CIJ

m (Im τ̃)qeψIµ〈σµF\m
σν〉0,4DνξJ

(10.29)
第２項を相殺するためには次のネーター項が必要である。

LJ(1,3/2) =
ike

4
CIJ

m (Im τ̃)qeψIµ〈σµF\m
σν〉0,4ψJν (10.30)

ネーター項の超対称変換のうち次の二つは (∂\φ)σµF\m
2 − F\m

2 σµ(∂\φ) = 2〈(∂\φ)σµF\m
2 〉0,4 を用い

れば次のようにまとまる。

δ(0,1/2)LJ(1/2,1) + δ(1/2,1)LJ(0,1/2) =
ke

2
√

2
CIJ

m

ez
φ

qe
(∂νφ)(ψIµ〈σµνF\m

2 〉0,4ξJ ) (10.31)

これは (10.29) の第１項の同類項であり、これらが相殺するためには次の条件が満足される必要が
ある。

τ̃φ = 0, τ̃φ∗ =
√

2k
ez
φ

q2
e

(10.32)

また、

δ(1,3/2)LJ(0,1/2) =
ke

4
eẑ
φ

qe
Cm

IJ (λIF\m
2 (∂\φ)ξ

J
), (10.33)

は (10.24) の第２項の同類項であり、(10.32) が成り立っていれば相殺することが確認される。
次の変分は、ゲージ場運動項の多脚場の変換と相殺する。

δ(1,3/2)LJ(1,3/2) + δ(1/2,1)LJ(1/2,1) =
ike

4
Cm

IJCIK
n (Im τ̃)ξK〈F\n

2σµF\m
2 〉1ψ

J

µ. (10.34)

次の変換について見てみよう。

δ(1,3/2)LJ(1/2,1) =
ike

8
√

2
Cm

IJCJK
n (Im τ̃)

qe

q∗e
(λIσµF\m

F\n
2σµξK) (10.35)

ここで、(10.32) および (9.55) を用いると次のように変形できる。

δ(1,3/2)LJ(1/2,1) =
e

4
δ(Im τ̃)Fm

µνFmµν +
e

8
δ(Re τ̃)εµνκλFm

µνFm
κλ + c.c. (10.36)

従って、ゲージ場運動項のスカラー場の変分と相殺する。

以上で、フェルミオンの 4 次以上の項を除けば、ラグランジアンの超対称変換がすべて相殺す
ることが示された。

まとめておこう。
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N = 4 超重力理論のラグランジアンと変換則¶ ³

ラグランジアンは以下の 8 つのものの和で与えられる。

L0 = −egφφ∗∂µφ∂µφ∗. (10.37)

L1/2 = ieλID\ (σ)
λI = − e

4π
(~λI ×D\ (ω)~λI) (10.38)

L1 = −1
4
(Im τ̃)Fn

µνFnµν − 1
8
(Re τ̃)εµνρσFn

µνFn
ρσ (10.39)

L3/2 = ieψIµσµνρD(σ,ω)
ν ψ

I

ρ = − e

4π
(~ψIµ × σµνρDν

~ψ
I

ρ). (10.40)

L2 =
e

k2
R (10.41)

LJ(0,1/2) =
ke

2
eẑ
φ(λIσµ(∂\φ)ψIµ) (10.42)

LJ(1/2,1) =
ike

2
√

2
Cm

IJ (Im τ̃)qe(λIσµF\m
ψ

J

µ) (10.43)

LJ(1,3/2) =
ike

4
CIJ

m (Im τ̃)qeψIµ〈σµF\m
σν〉0,4ψJν (10.44)

それぞれのスピンの間の超対称変換は次のように与えられる。

δ(0,1/2)φ =
1
2
eφ

ẑ
λIξI , δ(0,1/2)λ

I = − i

2
eẑ
φ(∂\φ)ξ

I
. (10.45)

δ(1,1/2)
~Am

µ =
i

2
√

2
Cm

IJ
~λIσµξ

J
+ h.c., δ(1,1/2)

~λI = − 1
2
√

2
CIJ

m
~F\m

2 ξJ (10.46)

δ(1,3/2)
~Am

µ = − i

2
CIJ

n (~ψI,µξJ) + h.c., δ(1,3/2)
~ψIµ =

1
4
Cm

IJ
~F\m

2 σµξ
J
, (10.47)

δ(3/2,2)ψIµ =
1
k

D(σ,ω)
µ ξI , δ(3/2,2)e

m̂
µ =

ik

4
ψIµσm̂ξ

I
+ h.c. (10.48)

µ ´

10.1.2 モジュライ空間の構造

ラグランジアンの超対称変換が相殺するために幾つかの条件が必要であった。それらの条件によ

り、モジュライ空間の構造や電荷関数が決まることを見てみよう。まず、モジュライ空間は負の定

曲率の空間であり次の条件を満足しなければならない。

Rφφ∗
ẑ
ẑ

= −k2gφφ∗ (10.49)

この条件により、モジュライ空間は一意的に定まり、M = SL(2,R)/ U(1) である。
また、電荷ベクトル ~q は R-電荷 −2 を持ち、ディラック条件

Im(qmq∗e ) = 2π, ~q × ~q∗ = −4πi. (10.50)

を満足することに加えて (10.23) および (10.32) より、~q とその微分の間には次の関係が成り立つ。

~q ×Dφ~q∗ = ~q ×Dφ∗~q
∗ = ~q ×Dφ~q = 0, ~q ×Dφ∗~q =

√
2(2π)kez

φ (10.51)
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(10.51) より Dφ~q は ~q と ~q∗ の両方に平行である。一方 (10.50) は二つのベクトル ~q と ~q∗ が比例

していないことを保障している。従って上記の条件を満足するためには

Dφ~q = 0 (10.52)

でなければならない。また、(10.51) の最初の条件よりDφ∗~q が ~q∗ に比例することがわかるが、こ

れを (10.51) の最後の条件に代入すれば規格化因子を決定することができて、

Dφ∗~q =
ik√
2
ez
φ~q∗ (10.53)

となる。(10.52) と (10.53) を用いれば、M 上の一点で ~q を与えれば、M の任意の点での ~q を一

意的に決めることができる。また、~q がモジュライ空間上でスピン −1/2 を持っていることを用い
れば、(10.52) と (10.53) から (10.49) が導かれることに注意しよう。
このような電荷ベクトル ~q は、次の節での SL(2,R)/ U(1) の構成に現れる ~x を用いて次のよう

に取ればよい。

~q =
√

2π~x∗ (10.54)

10.1.3 SL(2,R)/ U(1)

M = SL(2,R)/ U(1) の性質について簡単にまとめておく。以下では G = SL(2,R) であり、H

はそのコンパクト部分群 U(1) を表すものとする。
G = SL(2,R) の生成子を T1 = −σx/2, T2 = σz/2, T3 = iσy/2 としよう。これらは次の代数を

満足する。

[T1, T2] = T3, [T2, T3] = −T1, [T3, T1] = −T2. (10.55)

さらに、次の生成子も定義しておく。

T± =
1
2
(T1 ± iT2), [T3, T±] = ±iT±, [T+, T−] = − i

2
T3. (10.56)

コンパクト部分群 H は T3 によって生成される。M = G/H は同値類 gH の族として定義され

る。M 上の一点 gH における接空間を定義するために、代表元 gh ∈ gH(h ∈ H)を選び、その近
傍を複素変数 z を用いて gh(1 + z∗T+ + zT−)H のようにパラメトライズする。z を与えると近傍

の点が一つ同値類として与えられるから、従って z を接空間上の座標とみなすことができる。接

空間上の計量は

ds2 = ρ2dzdz∗ (10.57)

で与えるのが自然であろう。この座標の取り方は h の選択に依存する。たとえば新たな代表元

gh′ = ghk (k ∈ H) を用いて定義した座標を z′ とすれば、これは先ほどの座標 z と次の関係に

ある。

gh(1 + z∗T+ + zT−)H = gh′(1 + z′∗T+ + z′T−)H (10.58)

k = eθT3 の場合には次の関係を得る。

z′ = eiθz (10.59)

つまり、代表元の取替え gh → gh′ = gheθT3 は局所直交座標系の角度 θ の回転を表しており、そ

れぞれの同値類から代表元を選ぶことはM 上のそれぞれの点において局所直交座標系を設定する

ことに対応している。
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同値類から代表元を一つ選ぶ断面を σ : M→ G としよう。上で述べたことから、σ を一つ決め

ることはM 上で局所直交系をひとつ設定することに等しい。M 上に任意の曲線座標系を設定し

q とする。G のきわめて近い二つの元を q と q + dq としよう。対応する G の元 σ(q) と σ(q + dq)
の関係を次のように置くことができる。

σ(q + dq) = σ(q)(1 + e∗T+ + eT− + ωT3) (10.60)

q に依存する局所座標回転 eθ(q)T3 を行うと、

σ(q + dq)eθ(q+dq)T3 = σ(q)eθ(q)T3(1 + e′∗T+ + e′T− + ω′T3) (10.61)

二つの式を比べることで、係数の間の関係が次のように得られる。

e′ = eθe, e′∗ = e−θe∗, ω′ = ω + dθ. (10.62)

これらの変換則は、これらを多脚場およびスピン接続と解釈できることを示唆している。すなわ

ち、添え字まであらわに書けば、次のように置くことができる。

eẑ = e, ω
ẑ
ẑ = ω. (10.63)

二つの点の間の距離は、全体のサイズをあらわすパラメータを ρ として

ds2 = ρ2ee∗ (10.64)

によって定義する。

これらの量を具体的に書き表すために、SL(2,R) の元を次のようにおこう。

g =

(
p q

r s

)
, p, q, r, s ∈ R, ps− qr = 1. (10.65)

さらに、次の複素変数を定義しておくと便利である。

x = p + iq, y = r + is. (10.66)

部分群 H はこれらの複素変数に対する同位相の位相回転として作用する。

H = U(1) :

(
x

y

)
→

(
eiθ/2x

eiθ/2y

)
(10.67)

回転角が θ/2 であるが、これは x と y は M 上でスピノル的に振舞うことを意味している。

ps− qr = 1 という条件は複素変数を用いれば

Im(x∗y) = 1, ~x∗ × ~x = x∗y − y∗x = 2i. (10.68)

と書くことができる。SL(2,R) 上の Maurer-Cartan 形式を上記の生成子で展開した係数を次のよ
うに置く。

g−1dg = e∗T+ + eT− + ωT3. (10.69)

これらの係数は、複素変数 x と y を用いて次のように表すことができる。

e = ydx− xdy, ω = Re(y∗dx− x∗dy) = y∗dx− x∗dy = ydx∗ − xdy∗. (10.70)
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ここで与えた ω に対する 3 つの表式は等しいことが (10.68) を用いて示される。
曲率は、

R
ẑ
ẑ = dω

ẑ
ẑ = −dx ∧ dy∗ − dx∗ ∧ dy (10.71)

一方 (10.68) を用いれば次の式が成り立つことが示される。

eẑ ∧ eẑ∗ = −2i(dx ∧ dy∗ + dx∗ ∧ dy) = 2iR
ẑ
ẑ. (10.72)

これはM が定曲率空間であることを表している。

x がスピン 1/2 を持っていることから、その共変微分は Dx = dx − (i/2)ωx と定義される。y

についても同様である。(10.68) および (10.70) を用いれば次の関係式が成り立つことが示される。

Dx = − i

2
x∗e, Dy = − i

2
y∗e, (10.73)

~x×D~x = −e, ~x∗ ×D~x = 0. (10.74)

ここで、M 上の座標系が複素であるとし、正則座標を u としよう。この場合、

Du~x = − i

2
~x∗eẑ

u, Du∗~x = 0. (10.75)

である。
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第11章 N = 8 超重力理論

N = 8 超重力理論 [20, 21, 22] は 4 次元でもっとも大きな超対称性を持つ理論である。この理論
はただ一つの重力多重項を含み、表 11.1の場よりなる。この理論の R-対称性は SU(8)R である。

表 11.1: N = 8 超重力理論に含まれる場。下付き添え字 I, J , K, L は SU(8) の基本表現を表し
ており、添え字を複数持つ場はどれも添え字の入れ替えに対して反対称である。

fields em̂
µ ψIµ BIJµ λIJK φIJKL

spin 2 3/2 1 1/2 0
SU(8)R 1 8 28 56 70R

ゲージ場がその複素表現 28 に属しているので、ゲージ場をその双対場と混ぜるような変換が含ま

れている。従ってラグランジアンのレベルではこの対称性が明らかな形には書くことができない。

ラグランジアンレベルでは SU(8) の実部分群 SO(8) だけが明らかな対称性として現れる。この理
論は 70 個の実スカラー場を含む。N = 4 の重力多重項もスカラー場を含んでいたがその場合と
異なるのはこれらのスカラー場が属する 70 表現は SU(8)R の実表現であり、しかもボゾンとフェ

ルミオンの数を合わせるためにはスカラー場に対して実数条件を課さなくてはならない。従って、

この空間上には SU(8)R 対称性を保ったままで複素座標を導入することは不可能である。これは

N = 4 の超重力理論の場合とは異なり、全ての超対称電荷を同位相で回転させる U(1)R 変換が定

義できないことを意味している。

まず、この理論においてスカラー多様体M 上にどのようなベクトル束が現れるかを見てみよう。

局所回転群は SO(70) であり、モジュライ空間上のホロノミーはその部分群である。SU(8)R は

スカラー場に非自明に作用するので、この SU(8)R を SO(70) の部分群とみなすことができるが、
SU(8)R 対称性が定義できるためにはホロノミーのもとでこの SU(8)R が不変でなければならな

い。この様な条件を満足するのはホロノミーが極大部分群

SU(8)R ×G ⊂ SO(70) (11.1)

の部分群である場合である。ここで、G は自明な群であることが次のようにしてわかる。

SO(70) の任意の表現は 70 次元ベクトル表現のテンソル積によって構成することができるから、
G がもし非自明な元を持てば SO(70) の 70 次元ベクトル表現に対して非自明に作用するはずであ
る。そのような表現行列を A としよう。

A はその定義により SU(8)R の表現行列 ρ70 と可換であるが、SO(70) の 70 次元ベクトル表現
は SU(8)R の表現としても既約表現である。従ってシューアのレンマにより A は単位行列に比例

する。SO(70) の表現行列でそのようなものは ±170 だけであり、ホロノミーとして現れるのは連

結な群だけであるから G は単位元のみからなる自明な群である。

従って、スカラー多様体のホロノミーは SU(8)R の部分群であり、スカラー多様体の曲率テンソ

ルについても SU(8)R 部分のみが値を持つ。この曲率テンソルは (0, 1/2) セクターの超対称変換の
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ものでの不変性を課すことで一意的に決まってしまう。まずは実際にこの方法でスカラー多様体の

構造を決定しよう。

以下では SU(8)R の反対称添え字を持った場が多く登場するので、それらを含む式を簡潔に表す

ために以下のような略記法を定義しておく。まず、反対称添え字の幾つかの組を A[In] = AI1···In

のように括弧でくくって表す。この、反対称添え字の間の縮約では 1/n! という因子を省略する。

A[In]B[In] =
1
n!

AI1I2···InBI1I2···In
(11.2)

反対称添え字の一部分をまとめて表す場合もある。この場合も縮約する場合には添え字の個数に対

応する階乗因子を省略する。

A[ImJn]B[Im]C[Jn] =
1

m!n!
AI1I2···ImJ1J2···JnBI1I2···ImCJ1J2···Jn (11.3)

次のように縮約される添え字の組を二つのグループに分けた場合には、規格化因子が異なることに

注意すること。

A[ImJn]B[ImJn] =
1

m!n!
AI1I2···ImJ1J2···JnBI1I2···ImJ1J2···Jn = m+nCmA[Im+n]B[Im+n] (11.4)

トレースなしの反エルミート行列 Ta を SU(8) の生成子とし、無限小 SU(8) 変換は次のように
表されるとしよう。

δvI = εa(Ta)I
JvJ , δvI = −vJεa(Ta)I

J , (11.5)

生成子の規格化を次の式によって定める。

(Ta)I
J (Tb)J

I = −δab (11.6)

この式から次の式を得ることができる。

(Ta)I
J(Ta)K

L = −δI
LδK

J +
1
8
δI
JδI

L (11.7)

右辺第２項はトレース部分を除去するための項である。

変換 (11.5) のもとでの 4 階反対称テンソルの変換は次のように与えられる。

δv[I4] = εaδ
[I4]
[K3L](Ta)L

Mv[K3M ] (11.8)

従って、対応する生成子は次のように与えられる。

(Ta)[I
4]

[J4] = (Ta)L
Mδ

[I4]
[K3L]δ

[K3M ]
[J4] (11.9)

この式に (Ta)P
Q をかけて a について和を取り、(11.7) を用いれば、次の式を得ることができる。

δ
[I4]
[K3Q]δ

[K3P ]
[J4] =

1
2
δP

Qδ
[I4]
[J4] − (Ta)P

Q(Ta)[I
4]

[J4]. (11.10)

以上の約束を踏まえて計算を開始しよう。まず、(3/2, 2) セクターのラグランジアンはこれまで
同様に次のように与えられる。

L =
e

k2
R + ieψIµσµνρD(ω)

ν ψ
I

ρ (11.11)

そしてこれを不変にする変換則は

δ(3/2,2)e
m̂
µ =

k

4
(iψIµσm̂ξ

I − iψ
I

µσm̂ξI), δ(3/2,2)ψIµ =
1
k

D(ω)
µ ξI , (11.12)
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この変換則からは次の交換関係が得られる。

(δ′δ − δδ′)em̂
µ = Dµεm̂, εm̂ =

1
4
(iξ′Iσ

m̂ξ
I − iξIσ

m̂ξ
′I

). (11.13)

これは εm̂ を変換パラメータとする一般座標変換である。他の場に対する超対称変換もこの交換関

係と矛盾しないように変換則の規格化を決定する必要がある。

スカラー場とフェルミオン場の運動項は、次のように与えられる。

L1/2 = ieχ[I3]D\χ[I3], L0 = −e

2
gmn∂µφm∂µφn (11.14)

ここで、φm は実数場であり、その添え字 m は 1 から 70 を走る。モジュライ空間上で局所直交
系を導入すれば、局所直交座標は SU(8)R の 70R 表現として変換されるから、4 つの反対称な
SU(8)R 添え字によって表すことができる。モジュライ空間上の多脚場は次の実数条件を満足する

とする。

(e[I4]
m )∗ = em[I4] = ε[I4J4]e

[J4]
m (11.15)

上記のラグランジアンをほぼ不変にする (0, 1/2) セクターの変換則は次のように与えられる。

δφm =
1
2
em[I3J](χ[I3]ξJ) + c.c., δχ[I3] = − i

2
em[I3J](∂\φm)ξ

J
. (11.16)

「ほぼ」不変にするというのは、これらの間で相殺すべき ∂φχξ の形の項がきちんと相殺するとい

うことである。(11.13) と矛盾していないことを確かめるためにスカラー場の上で交換関係を計算
してみると次のようになる。

(δ′δ − δδ′)φm = − i

4
(em[I3J]en[I3K] + em

[I3K]e
[I3J]
n )(ξJσµξ

′K
)(∂µφn) + c.c. = εµ(∂µφm) (11.17)

この式の最後の変形に (11.10) を用いた。確かに εµ を変換パラメータとする一般座標変換を表し

ている。

L0 +L1/2 を δ(0,1/2) で変換してみると、上で述べたように ∂φχξ 項は相殺するが、次の超対称

カレントと変換パラメータの微分の積を含む項が残る。

δL = −e

2
e
[I3J]
M (χ[I3]σ

µ(∂\φM )DµξJ) + c.c. (11.18)

これを相殺するためには次のネーター結合項を導入する。

LJ(0,1/2) =
ke

2
e
[I3J]
M (χ[I3]σ

µ(∂\φM )ψJµ) + c.c. (11.19)

この項のフェルミオン χ[I3] を変換し、(11.10) を用いれば次の変分が得られる。

δLJ = − ike

4
e[I3J]
m en[I3K](ξ

K
(∂\φn)σµ(∂\φm)ψJµ) + c.c.

= − ike

8
gmn(ξ

I
(∂\φn)σµ(∂\φm)ψIµ) +

ike

4
(Ta)I

J (Ta)mn(∂κφm)(∂λφn)(ψIµσµκλξ
J
) + c.c.(11.20)

この第１項はスカラー場の運動項の多脚場の変換と相殺する。第２項が相殺されるためには、モ

ジュライ空間上の SU(8)R 曲率が

Rmn
I
J = −k2

2
(Ta)mn(Ta)I

J (11.21)

に一致していることが必要である。そうすればグラビティーノ運動項のグラビティーノの超対称変

換から上記の変分を相殺する項が得られる。
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さて、ここでモジュライ空間上の曲率が完全に決定されたわけであるが、この曲率からモジュラ

イ空間の構造が（局所的には）完全に決定される。実はこの空間は H = SU(8)R、G は H を部分

群として持つようなある群として、M = G/H と与えられる。この群は以下のようにして決める

ことができる。

G の次元は dim G = dimM+dim H = 133 である。このような次元をもつ群としては例外リー
群 E7 があるが、実際にそう取ると良いことが以下のようにしてわかる。G の構造定数を fA

BC

としよう。群 G を決めることはこの構造定数を決めることに他ならない。A,B, C は 1 から 133
までの値を走る。このうち 1 から 63 までを H の随伴表現をあらわすとし、添え字 a, b, c を用

いて表そう。それ以外の 70 個を走る添え字を i, j, k とする。G の構造定数はこの添え字の分解に

よって fa
bc、fa

bi、fa
ij、f i

bc、f i
aj、f i

jk に分かれる。これらのうち、fa
bc は H = SU(8) の構

造定数、f i
aj は H の 70 表現の生成子である。また、SU(8) の随伴表現と 70 表現を混ぜるよう

な変換は SU(8) に含まれないことから f i
ab = fa

bi = 0 である。残るは f i
jk と fa

ij であるが、

§A.10.2 で示すようにM のホロノミーが H であるためには f i
jk = 0 であればよい。そしてM

上の曲率が与えられると、fa
ij を次の関係式によって決めることができる。

Rij
k

l = −fa
ijf

k
al. (11.22)

M 上の曲率テンソルはすでに (11.21) で与えられている。二つの式を比較することで、次の関係
式が得られる。

fa−ij =
1
2
fi−aj (11.23)

これで全ての構造定数が決定された。fa−ij と fi−aj はそれぞれ構造定数 fa
ij および f i

aj の上

付き添え字を H 不変計量 (δab, δij) を用いておろしたものである。(11.23) の関係式は構造定数
fA−BC が完全対称でないことを表しているが、これは H 不変ではあるが G 不変ではない計量を

用いたことによる。完全反対称な構造定数を得るには、計量として (δab,−(1/2)δij) に比例するも
のを用いなければならない。これは 63 個の対角成分が正、70 個の対角成分が負の行列であり、こ
のことを考慮すると、得られる群は E7,7 として知られる非コンパクト例外型リー群であることが

結論される。
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第III部

高次元の超重力理論



第12章 超重力理論に現れる場について

12.1 スピノルと γ 行列

12.1.1 共役表現

ある既約表現 G 3 g → ρ(g) が与えられたとき、その共役表現 ρf を次のように定義する。

ρf (g) = f(ρ(g)). (12.1)

ただし、f は f2 = 1 を満足する GL(dim ρ) の自己同型であるとする。表現 ρ とその共役表現 ρf

が等価である場合、このとき表現は自己共役であるということにしよう。表現が自己共役であると

き任意の U ∈ ρ(G) に対して次の式を満足する正則行列 A が存在する。

U = Af(U)A−1. (12.2)

この条件を満足する行列 A を自己同型 f に対する共役行列と呼ぶことにする。

ρ が自己共役な既約表現であるとしよう。f に対する共役行列が複数あると仮定し、そのうちの

二つを A1、A2 とすると、A1A
−1
2 は任意の U と可換であることが (12.2) を用いて示される。表

現 ρ は既約表現であるから、シューアのレンマより A1A
−1
2 は単位行列に比例する。従って (12.2)

を満足する行列 A は定数因子を除いて一意的に定まる。さらに、積 Af(A) は任意の U ∈ ρ(G) と
可換であることが (12.2) より示される。したがって、シューアのレンマより Af(A) は単位行列に
比例する。この比例定数を σA としよう。すなわち次の式が成り立つ。

Af(A) = σA. (12.3)

f によっては、この値が重要な意味を持つ。

表現が自己共役でない場合にも、直和表現 ρ + ρf を考えることで行列 A を定義することがで

きる。まず既約表現 U ∈ ρ(G) とその共役表現 V ∈ ρf (G) に対して次の条件を満足する a を定義

する。

U = af(V )a−1. (12.4)

この式を満足する a が規格化定数を除き一意的に定まることは自己共役な場合と同様に証明でき

る。直和表現 ρ + ρf は自己共役であり、次のように定義された行列 A は、自己共役表現に対する

(12.2) と全く同じ関係式を満足する。

A =

(
αa

βf(a−1)

)
. (12.5)

すなわち、次の式が成り立つ。
(

U

V

)
A = A

(
f(U)

f(V )

)
(12.6)
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α と β は任意の複素数である。

さらに、一般の自己共役な重複のない可約表現 ρ に対しても、(12.2) を満足するように A を定

義することができる。ただし、重複のない可約表現とは、その既約分解

ρ = ⊕n
i=1ρi, (12.7)

が同じ既約表現を二つ以上含まないことを意味する。表現 ρが自己共役であるということは、(12.7)
のそれぞれの既約表現が、自己共役であるか、そうでない場合にはその共役表現が (12.7) に含ま
れることを意味している。既約分解 (12.7) に対応した行列 A の部分行列への分解を aij としよ

う。もし表現 ρi が自己共役である場合には、aii を ρi についての共役行列に比例するようにと

る。比例定数は 0 でない限り自由に取る事ができる。一方 ρi が非自己共役であり、ρj がその共

役表現である場合には、(12.4) のように定義されたそれらの間をつなぐ行列 a を用いて aij ∝ a、

aji ∝ f(a−1) とおく。これら以外の部分行列は aij = 0 とする。今度も、aij と aji にそれぞれに

ついて規格化係数は 0 でない限り自由に取る事ができる。このように定義された行列 A = {aij}
は任意の U ∈ ρ(G) に対して関係式 (12.2) を満足する。ここで定義された A は含まれる既約表現

の数と同じ n 個の 0 でないブロックを持つ。それらのブロックそれぞれについて規格化因子の不
定性がある。この規格化因子は自由に取る事ができる。ここではそれらの 0 でないブロックに対
して

|det aij | = 1. (12.8)

という規格化条件を課しておくことにしよう。この結果、残された不定性は n 個の位相因子だけ

になる。

以下に、いくつかの共役表現の例をあげておこう。

• 複素共役表現
自己同型として複素共役 f(U) = U∗ を取ろう。このとき ρf を ρ∗ と書き、ρ の複素共役表

現と呼ぶことにする。ρ → ρ∗ に対して自己共役な表現を実表現、そうでない場合を複素表

現と呼ぶ。複素共役に対する共役行列 A を M と書き、複素共役行列と呼ぶことにする。既

約な実表現に対して (12.3) で定義された数を σM と置く。定義より、σM は実数である。ま

た、規格化条件 (12.8) より、σM = ±1 が結論される。σM = 1 の場合、表現は実正である
と呼ばれ、σM = −1 の場合、表現は実負であると呼ばれる。

• 反傾表現
自己同型として f(U) = U−1T を取ったとき、ρf = ρ̃ と書き、ρ̃ を表現 ρ の反傾表現と呼ぶ。

上記の f に対する共役行列を C と書き、荷電共役行列と呼ぶことにしよう。(12.3) によっ
て定義される量をこの場合には σC と書く。f の定義と規格化条件 (12.8) により、σC = ±1
が簡単に結論される。これは、C が対称行列か反対称行列であることを示している。

• 複素共役反傾表現
自己同型として f(U) = U−1† を取ったときには ρf = ρ̃∗ と書き、ρ の複素共役反傾表現、

あるいはディラック共役表現と呼ぶ。この f に対応する共役行列を D と書き、ディラック

共役行列と呼ぶ。

次分自身のディラック共役である既約表現に対して (12.3) で定義される量を ωD と書こう。

この量は |ωD| = 1 を満足するが、必ずしも実数ではなく、 また、σM や σC とは異なり不

定な位相因子の取り方に依存する。(12.3) の式は D の固有値の位相が符号の違いを除いて

305



そろっていることを表している。特に全ての固有値の位相が符号まで含めてそろっている場

合には、適当な線形変換を行うことによって D = 1 に取る事ができ、このとき表現はユニ
タリーになる。

これらの共役表現の関係を表すのに、ベクトルの添え字のつけ方を次のように決めておくのが便

利である。まず、表現 ρ によって変換されるベクトル v の成分を vα のように上付きスピノルで

表す。反傾表現 ρ̃ で変換されるベクトル w は、ρ によって変換されるベクトル v との内積が不変

量であるという性質を持つ。このことを表すために wα のような下つき添え字を用いるのがよい。

このとき不変量は上付き添え字と下つき添え字の縮約として表すことができる。さらに、複素共役

表現によって変換されるベクトル v∗ の添え字を上付き点つきスピノルで (v∗)α̇ のように、複素共

役反傾表現によって変換されるベクトルを下つき点つきスピノルで (w∗)α̇ のように表すのが良い。

以上のように添え字のつけ方を定義しておくと、3 つの行列 M、C、D は次のような添え字をも

つ不変テンソルとみなすことができる。

Mα
β̇ , Cαβ , Dαβ̇ . (12.9)

これらのうちのどれかが単位行列である場合には、その行列によって移り合う二つの種類の添え字

は区別する必要がない。たとえば、ユニタリー表現に対しては D が単位行列になるので、上付き

点無しスピノルと下つき点つきスピノル、下つき点なしスピノルと上付き点つきスピノルは区別す

る必要は無い。また、U ∈ ρ(G) の成分が全て実数である場合にはM が単位行列になり、点つき

添え字と点無し添え字を区別する必要は無い。

12.1.2 SO(d+, d−) のスピノル表現

一般の次元でのスピノルや γ-行列の性質について調べよう。そのためには共役行列 C、M、D

の性質を調べることが重要であるが、それらの行列はブロックごとの位相因子の不定性を除き一意

的であるので、具体的にそれらの行列を構成して、その性質を調べれば十分である。まずは γ 行

列を具体的に構成することから始めよう。d 次元ユークリッド空間の γ 行列は次の性質を満足す

る行列として定義される。

{γi
(d), γ

j
(d)} = 2δij , i, j = 1, 2, . . . , d. (12.10)

このような行列は、低い次元のものから再帰的に構成していくことができる。まず、3 次元の γ-行
列としては Pauli 行列を用いることができる。

γ1
(3) = σx, γ2

(3) = σy, γ3
(3) = σz. (12.11)

Pauli 行列は次のように定義される。

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (12.12)

d = 2n + 1 が奇数であるとする。もし d 次元の γ-行列が定義されれば、d + 2 次元の γ-行列は次
のように定義することができる。

γi
(d+2) = γi

(d,0) ⊗ σx for i = 1, . . . , d, γd+1
(d+2) = 1⊗ σy, γd+2

(d+2) = 1⊗ σz. (12.13)
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このようにして定義された γ-行列は全てエルミートな 2n × 2n 行列で、それらのうち γ2k+1 (k =
0, 1, . . . , n) は全て対称行列、それ以外の γ2k (n = 1, 2, . . . , n) は全て反対称行列である。
ユークリッド計量に対する γ 行列をこのように定義すれば、一般の計量の γ 行列は上のように

定義された γ-行列のうちのいくつかに虚数単位 ±i を掛けることによって作ることができる。計量

の符号が + および − である方向の数をそれぞれ d+ および d− としよう。ここでは d− ≤ n + 1
とし、n + 1 個の対称な γ 行列のうちの d− 個に ±i をつけることにしよう。この結果、γ 行列は

次の 3 つに分類される。 



実対称 n− d− + 1 個
純虚対称 d− 個

純虚反対称 n 個

(12.14)

偶数次元の γ 行列は、計量が正符号の方向の数を一つ増やした d + 1 次元について γ 行列を構

成し、一つ増やした方向に対応する γ 行列をカイラリティ行列とみなし、それ以外の方向に対す

る γ 行列を d 次元の γ 行列とみなせばよい。

群 SO(d+, d−) の生成子は γij である。共役行列の定義式 (12.2) を生成子 γij を用いて書きか

えれば、C、D、M の定義は次のようになる。

γij = −C(γij)T C−1, (12.15)

γij = M(γij)∗M−1, (12.16)

γij = −D(γij)†D−1. (12.17)

この定義よりも、次の定義を用いるほうが便利である。

γi = ±C(γi)T C−1, (12.18)

γi = ±M(γi)∗M−1, (12.19)

γi = ±D(γi)†D−1. (12.20)

ただし、それぞれの式の右辺の複合は γ 行列の添え字 i には依存しないものとする。これらの関

係を満足すれば、上の式も成り立つことが示される。奇数次元においては、これらの条件を満足す

る C、M、D は次のように構成することができる。

C = (phase factor)× (n + 1 個の対称 γ 行列の積), (12.21)

D = (phase factor)× (d− 個の純虚対称 γ 行列の積), (12.22)

M = (phase factor)× (n− d− + 1 個の実対称 γ 行列の積). (12.23)

奇数次元ではスピノル表現は既約表現で一つしかないため、3 つ全ての共役関係に対して自己共役
である。したがって、C、D、M はそれぞれについてただ一つの位相因子を除き一意的に決まる。

σC と σM は、これらの具体的な表式を用いれば簡単に次のように得られる。

σC = (−)π(n+1), (12.24)

σM = (−)π(n−d−+1). (12.25)

ただし、π(m)は m個のものの順序を反転するのに必要な置換の数であり、π(m) = m(m−1)/2と
与えられる。奇数次元において、スピノル表現は常に実であるが、(12.25)より n−d− = 0, 3mod 4
の場合、いいかえると d+ − d− = 1, 7mod 8 の場合には表現は実正であり、n − d− = 1, 2mod 4
の場合、あるいは d+ − d− = 3, 5mod 8 の場合には表現は実負である。
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次に、偶数次元の場合について考えよう。この場合はカイラリティ行列 γd+1 によって区別され

る二つのスピノル表現が存在する。それぞれのスピノル表現はワイルスピノルと呼ばれ、γd+1 の

固有値 +1 に対応するほうを左巻き、−1 に対応するほうを右巻きと呼んで区別することにしよう。
右巻きスピノルと左巻きスピノルの直和表現はディラックスピノルと呼ばれる。

まずスピノル表現が実であるか、複素であるかを見る必要がある。この場合、ディラックスピ

ノル表現に対して複素共役行列 M を構成し、そのワイルスピノルによる部分行列への分解が、ブ

ロック対角になっているか、歪対角になっているかを見てみればよい。M としては、d + 1 次元
の複素共役行列 Md+1 をそのまま用いることができる。Md+1 は n− d− + 1 個のディラック行列
よりなるが、そのうちの一つは γd+1 である。それ以外の n− d− 個の γ 行列がブロック歪対角で

あることから、n− d− が偶数の場合、いいかえると d+ − d− = 0, 4mod 8 の場合には Md+1 がブ

ロック対角であり、ワイルスピノル表現は実、n− d− が奇数の場合、つまり d+− d− = 2, 6mod 8
の場合には Md+1 がブロック歪対角であり、ワイルスピノル表現は複素であると結論される。

実表現である場合にそれが実正であるか実負であるかは、σM の定義より d + 1 次元の性質をそ
のまま引き継ぐことがわかるから、d+ − d− = 0 の場合には実正であり d+ − d− = 4 の場合には
実負である。

以上をまとめると表 12.1のようになる。

表 12.1: SO(d+, d−) のスピノル表現の複素共役に対する性質。

d+ − d−mod 8 0 1 2 3 4 5 6 7

表現 実正 実正 複素 実負 実負 実負 複素 実正

あるスピノル ψ の荷電共役スピノル（あるいはマヨラナ共役スピノルともいう） ψC を次の式

によって定義する。

ψC = Mψ∗. (12.26)

M の定義より、この定義は SO(d+, d−) 変換と矛盾しない。この演算を２階行うと、

ψCC = MM∗ψ, (12.27)

が得られる。この表現の右辺が ψ になる場合には自分自身の荷電共役であるような 0 でないスピ
ノルを定義することができる。そのようなスピノルをマヨラナスピノルと呼ぶ。

スピノル表現が実正である場合、すなわち d+− d− = 0, 1, 7mod 8 である場合には σM = +1 で
あるから、この条件を満足している。d+ − d− = 0 mod 8 の場合にはワイルスピノルでありかつマ
ヨラナスピノルであるようなものを考えることができる。これをマヨラナワイルスピノルと呼ぶ。

表現が複素である d+ − d− = 2, 6mod 8 の場合には、マヨラナスピノルの定義は行列 M の二

つのブロックに対する位相因子をどのように定義するかに依存する。通常は、マヨラナスピノルが

(12.26)のもとで不変なスピノルとして定義できるように、すなわちMM∗ = 1になるように位相因
子をとるのが便利である。これは d+−d− = 6 mod 8の場合には C = Cd+1 を、d+−d− = 2 mod 8
の場合には C = γd+1Cd+1 を取ることに対応している。

表現が実負である場合、すなわち d+ − d− = 3, 4, 5mod 7 の場合には、荷電共役演算を２回繰
り返すと符号が逆転するのでマヨラナスピノルを定義することができない。しかし、スピノル ψ

が G = SO(d+, d−) とは独立な別の対称性 G′ に対しても、実負表現 ρ′ に属している場合には、

テンソル積 ρ⊗ ρ′ が実正であるために、マヨラナスピノルを定義することができる。すなわち G
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の表現 ρ に対する複素共役行列を M、G′ の表現 ρ′ に対する複素共役表現を M ′ とするとき、

(M ⊗M ′)(M ⊗M ′)∗ = 1⊗ 1 であるから、次の条件を満足する 0 でないスピノルが存在する。

ψ = (M ⊗M ′)ψ∗. (12.28)

このように定義されたスピノルをシンプレクティックマヨラナスピノルと呼ぶ。d+−d− = 4 mod 8
の場合には、ワイルスピノルであると同時にシンプレクティックマヨラナスピノルであるものが存

在するが、それはシンプレクティックマヨラナワイルスピノルと呼ばれる。

12.1.3 スピノルの２次形式

奇数次元のスピノル表現、あるいは偶数次元のディラックスピノル表現を ρ とする。ψ が ρ に

よって変換されるスピノルであったとき、その成分を ψα のように上付き添え字を用いて表そう。

反傾表現 ρ̃ によって変換されるスピノル ψ̃ は反傾表現の定義より ψ̃ · ψ が SO(d+, d−) の不変
量であるから、その成分は下付き添え字を用いて ψ̃α のように表そう。こうしておくことにより、

SO(d+, d−) 不変な内積を上付き添え字と下付き添え字の縮約という形で表すことができる。
さらに、複素共役表現 ρ∗ によって変換されるスピノルを上付きの点付き添え字で (ψ∗)α̇ のよう

に表すことにしよう。

上付きの点なし添え字を持った二つのスピノル ψα
1 と ψα

2 が与えられたとき、次のような２次形

式を作ることができる。

ψα
1 (C−1T )αβψβ

2 , ψ1αψα
2 . (12.29)

ただし、ψα はスピノル ψα のディラック共役と呼ばれるもので、次のように定義される。

ψα = (ψ∗)β̇(D−1)β̇α. (12.30)

ここで、D、C、M の間の関係を次のように決めておこう。

M = CD−1T . (12.31)

それぞれの行列の位相因子の関係を適当に取ることで必ずこの関係を成り立たせることができる。

このように取っておくと、ψ1 がマヨラナスピノルであるときに (12.29) にある二つの２次形式が等
しくなるので便利である。また、荷電共役演算スピノル (12.26) は次のように書くこともできる。

ψC = Cψ
T
. (12.32)

偶数次元においては、 3 つの共役行列はどれも二つのブロックの位相の不定性があった。その
ために奇数次元よりも多くの不定性があり、しかもその位相因子の取り方によって以下で与えるよ

うな公式が変化してしまう。そこで、ここでは奇数次元についてだけ議論する。偶数次元での公式

は、共役行列に対する位相因子の取り方を指定すれば奇数次元の公式から簡単に得られるので、こ

こでは奇数次元に対する公式だけをまとめておく。

• 転置公式
(12.29) の前者 ψ1C

−1ψ2 の ψ1 と ψ2 を入れ替えることを考えよう。この場合、スピノル場

がフェルミオンを表しており、二つのスピノルを入れ替えたときに負号が一つ出るとすれば、

C の転置に対する性質は (12.24) によって与えられるから、次の式が得られる。

ψ1C
−1ψ2 = −σCψ2C

−1ψ1 = −(−)π(n+1)ψ2C
−1ψ1 (12.33)
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スピノルに γ 行列が挟まれた２次形式に対する転置公式を求める前に (12.18) の右辺の符号
を決定しておこう。具体的な定義を用いれば、次の式が簡単に示される。

C(γi)T C−1 = (−)nγi (12.34)

この式を用いれば、γ 行列を一つ挟んだスピノルの２次形式は次のように変形できる。

ψ1C
−1γiψ2 = −ψ2(γi)T (C−1)T ψ1

= −σCψ2C
−1C(γi)T C−1ψ1

= −σC(−)nψ2C
−1γiψ1. (12.35)

先ほどの公式と比較すれば、(−)n という因子が新たに現れていることがわかる。γ 行列を複

数個含む場合には、それぞれの γ 行列から因子 (−)n が現れる。

ψ1C
−1γi1γi2 · · · γikψ2 = −σC(−)nkψ2C

−1γik · · · γi2γi1ψ1. (12.36)

• エルミート共役公式
(12.29) の後者の複素共役を考えよう。ここではグラスマン数の積の複素共役を次のように
定義する。

(ab)∗ = b∗a∗ = −a∗b∗. (12.37)

符号が逆になるような定義も用いられるので注意が必要である。D に対するエルミート共役

は次のように与えられる。

D = ωDD†, |ωD| = 1. (12.38)

ωD は行列 D の位相因子に依存する。原理的には ωD は絶対値が 1 のどのような複素数で
もありえるが、実際に用いられるのは ωD = 1 か ωD = −1 かのどちらかである。この関係
式を用いれば、２次形式の複素共役は次のようになる。

(ψ1ψ2)∗ = (ψ†1D
−1ψ2)∗ = ψ†2(D

−1)†ψ1 = ωDψ†2D
−1ψ1 = ωDψ2ψ1 (12.39)

γi を挟んだ２次形式について考える前に、(12.20) の符号を決定しておこう。具体的な定義
を用いれば、次のように与えられる。

D(γi)†D−1 = (−)d−γi. (12.40)

この式を用いれば、

(ψ1γ
iψ2)∗ = (ψ†1D

−1γiψ2)∗ = ωDψ†2D
−1D(γi)†D−1ψ1 = ωD(−)d−ψ†2D

−1γiψ1 (12.41)

上の式と比べると、(−)d− という因子が余分に現れている。γ 行列を複数挟んだ２次形式に

対しては、それぞれの γ 行列からこの因子が現れる。

ψ1γ
i1γi2 · · · γikψ2 = ωD(−)d−kψ2γ

ik · · · γi2γi1ψ1. (12.42)
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12.1.4 フェルミオン作用の運動項

ここでは背景の時空を d− = 1, d+ = d− 1 のミンコフスキー空間に限り、負計量の方向を x0 と

し、x1 から xd−1 までが正計量であるとする。このとき、行列 D を次のように取ることにする。

D = −iγ0 = iγ0, (12.43)

このときディラック共役は次のように与えられる。

ψ = ψ†D−1 = iψ†γ0 = −iψ†γ0 (12.44)

§1.2.2で述べたように、フェルミオンのフォック空間に負計量が現れないためには、ラグランジ
アン中の運動項の符号を適切に選ぶ必要がある。つまり、ラグランジアン中の時間微分を含む項が

(1.77) にあるように、L = iθ†θ̇ のような係数を持つ必要がある。このような条件から、ローレン

ツ不変なラグランジアン密度は係数を正の実数倍だけずらす自由度を除き、常に次のようにとる必

要がある。

L = −(ψγµ∂µψ) = i(ψ†∂0ψ)− i(ψ†γ0γi∂iψ). (12.45)

このラグランジアンを用いて、物理的な自由度の個数を決定しよう。ここでは ψ はディラック

スピノルであるとする。平面波解を求めるために座標依存性を ψ = ueikx と仮定しよう。ψ で変

分すれば、運動方程式 k\u = 0 を得る。さらに k\ を掛けると k2u = 0 が得られるから、0 でない
解が存在するためには k2 = 0 でなければならない。座標を取りなおすことで常に k0 = k1 = k と

取ることができる。この場合、運動方程式は (γ0 − γ1) = 0 である。さらに γ0 を掛ければ、

(1− γ0γ1)u = 0 (12.46)

を得る。γ0γ1 は固有値 +1 と −1 を同じ個数持つエルミート行列である。したがって、u の独立

成分 2[d/2] のうちの半分の複素数成分がこの式を満足することができる。したがって、独立なフェ

ルミオンの自由度は実数で数えると次のように与えられる。

d.o.f. = 2[d/2]. (12.47)

これはディラックスピノルに対してのものであるから、マヨラナ条件、ワイル条件が課された場合

には自由度が半分になる。

12.1.5 反対称テンソルと γ 行列について

An は n-フォーム場を表す。階数を表す添え字がほかの添え字と紛らわしい場合には A[n] のよ

うにも書く。

An = A[n] =
1
n!

Aµ1···µndxµ1 ∧ · · · ∧ dxµn . (12.48)

テンソル添え字の一部分のみをフォームとして扱う場合もある。

A[2]µ =
1
2
Aαβµdxα ∧ dxβ . (12.49)

しばしば γ-行列についても同様の扱いをする。

ψγ3ξ =
1
3!

(ψγµνρξ)dxµ ∧ dxν ∧ dxρ. (12.50)
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γµνρ のように複数の添え字を持つ γ 行列は、重みが 1 になるように規格化された γ 行列の反

対称積である。すなわち、添え字が 3 つの場合には次のように定義される。

γµνρ =
1
6
(γµγνγρ + γνγργµ + γργµγν − γµγργν − γνγµγρ − γργνγµ) (12.51)

〈· · ·〉r は γ 行列の積を反対称積で分解して特定のランク r の部分を取り出したものを表す。た

とえば、

〈γλγµν〉3 = γλµν , 〈γλγµν〉1 = gλµγν − gλνγµ. (12.52)

である。また、添え字が複数ある場合には二つ以上のランクの部分を取り出すことを意味する。す

なわち、

〈· · ·〉r1,...,rn
= 〈· · ·〉r1 + · · ·+ 〈· · ·〉rn

. (12.53)

である。

A\n は n 階反対称テンソル場の添え字を γ 行列と縮約したものである。規格化はそれぞれの独

立成分の重みが 1 になるように行う。すなわち、

A\n =
1
n!

Aµ1···µnγµ1···µn . (12.54)

まず、反対称テンソルと γ の積を次のように表す。

A\n =
1
n!

Aµ1···µnγµ1···µn . (12.55)

後で行う計算にはいくつかのこのような行列の積がしばしば現れる。その際に、二つの γ 行列の

積を γ 行列の反対称積の和に分解するのが良い。例えば、A\ 2 と B\ 3 の積であれば

γpqrγst = γpqrst + γpqtgrs − γprtgqs + γqrtgps − γpqsgrt + γprsgqt − γqrsgpt

+γp(gqtgrs − gqsgrt)− γq(gptgrs − gpsgrt) + γr(gptgqs − gpsgqt) (12.56)

という公式を用いれば計算することができる。これはコンピュータを用いた自動計算の場合には便

利であるが、手計算の場合には項の数が多くなってしまうのでこの公式を安易に用いてはならな

い。このような式を扱うのに、ある γ 行列の中から指定した階数 k の γ 行列の反対称積で表され

る部分のみを取り出す記号 〈· · ·〉k を導入するのが便利である。例えば、上の公式から γ 行列の 3
階反対称積を取り出してみると、次のように書くことができる。

〈γpqrγst〉3 = γpqtgrs − γprtgqs + γqrtgps − γpqsgrt + γprsgqt − γqrsgpt (12.57)

このように、記号 〈· · ·〉k を用いることにより、指定した階数ごとに分割して計算を行うことがで
きるので便利である。そして、この記号の利点はそれだけではない。例えば、A\ pB\ q という行列が

与えられたとき、階数 k 部分に限定すると、適用な符号因子を付加することで二つの行列の順序

を次のように入れ替えることができる。

〈A\ pB\ q〉k = (−)pq+k〈A\ pB\ q〉p+q−2k. (12.58)

この公式は、A\ p と B\ q に含まれる γ 行列のうち k 個が共通であり、残りが全て異なることを用い

れば簡単に示すことができる。また、A\ pB\ q の両側が同じ添え字を持つ γ 行列で挟まれた場合には

次のように縮約を実行することができる。

〈γµA\ pB\ qγµ〉k = (−)k(D − 2k)〈A\ pB\ q〉k (12.59)
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これらを用いると、例えば 10 次元で

X = 2A\ 3B\ 3 − γµB\ 3A\ 3γµ (12.60)

という行列が与えられたとき、次の式を簡単に示すことができる。

〈X〉6 = 〈X〉4 = 0, 〈X〉2 = 8〈A\ 3B\ 3〉2, 〈X〉0 = −8〈A\ 3B\ 3〉0. (12.61)

したがって、次の式が得られる。

X = 8〈A\ 3B\ 3〉2 − 8〈A\ 3B\ 3〉0. (12.62)

ここまで計算した後で、必要があれば γ 行列の積の公式を用いればよい。さらに、3 個以上の積
についても、順序を完全に逆転させる次の公式が存在する。

〈A\ (1)
p1

A\ (2)
p2
· · ·A\ (n)

pn
〉p−2k = (−)s+k〈A\ (n)

pn
· · ·A\ (2)

p2
A\ (1)

p1
〉p−2k, p =

∑

i

pi, s =
∑

i<j

pipj . (12.63)

二つの n 階反対称テンソル An と Bn に対して次の式が成り立つ。

〈A\nγµB\ n〉1 = (−)π(n−1)Tµνγν . (12.64)

ただし、Tµν は次のように定義されたテンソルである。

Tµν =
1

(n− 1)!
(Aµα2···αnBν

α2···αn + Aνα2···αnBµ
α2···αn)− 1

n!
gµνAα1···αnBα1···αn . (12.65)

これは、次のように表すこともできる。

eT
µm̂

= − δS

δeµm̂
, S = −

∫
e

n!
Aα1···αnBα1···αndDx (12.66)

すなわち、Tµν は上記の作用 S に対して定義されるエネルギー運動量テンソルであるとみなすこ

とができる。

記号 〈· · ·〉 を用いたときに Hodge 双対を用いる場合注意が必要である。奇数次元で考える。そ
こで、α を位相因子として次の関係が成り立つものとする。

εµ1···µd = αγµ1···µd (12.67)

この公式を用いれば、γ-行列の Hodge 双対は次のように与えられることがわかる。

1
n!

εµ1···µd−nν1···νnγν1···νn =
1
n!

αγµ1···µd−nν1···νnγν1···νn = (−)π(n)αγµ1···µd−n (12.68)

この変形は 〈· · ·〉m の中で行ってはならない。〈· · ·〉m の定義より、その中で行うことができる操作
は線形演算と γ-行列の反交換関係を用いたものだけである。従って、公式 (12.68) を用いたいので
あれば、〈· · ·〉m を用いない形に書き換えておく必要がある。たとえば、〈γν1···νnA\ 1〉n+1 の Hodge
dual を取ることを考えてみよう。そのためには 〈· · ·〉n+1 を交換関係、あるいは反交換関係を用い

て次のように書き換える。

〈γν1···νnA\ 1〉n+1 =

{
1
2{γν1···νn , A\ 1} for even n
1
2 [γν1···νn , A\ 1] for odd n

(12.69)
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このように変形したあとで (12.68) を用いて Hodge 双対を取れば、

1
n!

εµ1···µd−nν1···νn〈γν1···νn
A\ 1〉n+1 =

{
(−)π(n)α

2 {γµ1···µd−n , A\ 1} for even n
(−)π(n)α

2 [γµ1···µd−n , A\ 1] for odd n

= (−)π(n)α〈γµ1···µd−nA\ 1〉d−(n+1) (12.70)

つまり、〈· · ·〉m の添え字が n + 1 から d− (n + 1) に変化する。これはさらに一般化することがで
きて、次の式が成り立つ。

1
n!

εµ1···µd−nν1···νn〈· · · γν1···νn · · ·〉m = (−)π(n)α〈· · · γµ1···µd−n · · ·〉d−m (12.71)

偶数次元の場合には、完全反対称テンソルと γ 行列の関係が

εµ1···µd = αγ5γµ1···µd (12.72)

と変更されるために、γ 行列の Hodge 双対の式が次のように変更される。

1
n!

εµ1···µd−nν1···νnγν1···νn = (−)π(n)αγ5γµ1···µd−n (12.73)

これを用いれば、次の公式が証明される。

1
n!

εµ1···µd−nν1···νn〈· · · γν1···νn · · ·〉m = (−)π(n)α〈· · · γ5γµ1···µd−n · · ·〉d−m (12.74)

ただし、この公式の右辺の 〈· · ·〉d−n は γ5 を含まない γ-行列の個数が d− n 個の部分を取り出す

ことを表している。

12.2 単純超重力理論

12.2.1 グラビティーノ

グラビティーノはベクトルの添え字とスピノルの添え字を持つ場である。ラリタ・シュウィン

ガー場とも呼ばれる。[23] グラビティーノの運動項は微分を一つ含むから、ベクトル添え字を 3 つ
持ち、スピノルに作用する行列 Mµνρ を用いて次のように書けるはずである。

L = ψµMµνρ∂νψρ. (12.75)

ただしここではディラック共役に対して ψ = ψ†γ0 という定義を採用する。グラビティーノは局

所超対称性に伴うゲージ場であるから、その作用は次のゲージ変換のもとで不変でなければなら

ない。

δψµ = ∂µξ. (12.76)

この変換に対する不変性は、Mµνρ が 3 つのベクトル添え字について完全反対称であることを意
味している。この条件を満足する行列 Mµνρ は奇数次元では定数係数を除き γµνρ だけである。偶

数次元においてはさらにカイラリティ行列 γd+1 を掛けたものも許されるが、こうすると状態が正

ノルムであることを保証できない。従って、グラビティーノの作用は任意の次元で次のように与え

られる。

L = −(ψµγµαν∂αψν). (12.77)
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ただし、ディラック共役の定義として ψ = iψ†γ0 を採用した。

まず、(12.77) が正しい運動項の符号を与えていることを確認しておこう。このことを見るため
に、ゲージ変換 (12.76) を利用して

γµψµ = 0 (12.78)

を満足するゲージを取るのが便利である。このゲージでは、ラグランジアン (12.77) は次のように
書き換えることができる。

L = −(ψµγµνρ∂νψρ) = −1
2
(ψµ{γµν , γρ}∂νψρ) =

1
2
(ψµ[γµν , γρ]∂νψρ)

= (ψµ(γµηνρ − γνηµρ)∂νψρ) = −(ψµγν∂νψµ) (12.79)

従って、物理的なモードを含む ψi に対してはベクトル添え字を持たない通常の運動項と同じに

なっており、符号が正しいことがわかる。

ψµν ≡ ∂µψν − ∂νψµ を定義すると、運動方程式は γµνρψµν = 0 である。これはより簡単な形に
書きかえることができる。運動方程式に γµ を掛けると、γνρψνρ = 0 となる。これを用いれば、運
動方程式を次のように書きかえることができる。

0 = γµνρψνρ =
1
2
{γµ, γνρ}ψνρ =

1
2
[γµ, γνρ]ψνρ = 2γνψµν (12.80)

得られた運動方程式を用いて平面波解を求めよう。光錐座標 x± = x0 ± x1 を定義し、それ以外

の空間座標を xi としよう。運動量の向きを pi = 0 となるようにとる。
まず p2 6= 0と仮定してみよう。運動方程式の中の µを iにとると、p\ψi = 0を得る。p2 6= 0の場

合には p\は逆を持つから、これは ψi = 0を意味する。さらに µ = ±ととれば、p+ψ−−p−ψ+ = 0
を得る。したがって ψµ と pµ はベクトルとして同じ向きを向いており、ψµ = pµε と書くことがで

きる。これはゲージ自由度に相当する。したがって、p2 6= 0 のモードは物理的自由度を持たない。
p2 = 0 の場合を考えよう。p− = p+ = 0 とする。これは x1 方向へ進む平面波を与える。運動

方程式 γνψµν = 0 において µ = i ととると p−γ−ψi = 0 を得る。すなわち

γ−ψi = 0 (12.81)

である。運動方程式で µ = − ととると、p−(γiψi + γ+ψ+) = 0 を得るが、γ− を左から掛ければ、

γ+ψ+ = 0 (12.82)

を得る。したがって

γiψi = 0 (12.83)

も成り立つ。最後に µ = + ととると
p−γ−ψ+ = 0 (12.84)

が得られる。(12.82) と (12.84) は ψ+ = 0 を意味する。ψ− についてはいかなる条件も得ること

ができないが、それは ψ− がゲージ自由度であるからである。したがって、物理的なモードは ψi

のうち次の条件を満足する部分である。

γ−ψi = γiψi = 0. (12.85)

時空の次元が D の場合、ディラックスピノルの成分数は複素で数えて 2[D/2] であり、ψi は全部

で (D − 2)2[D/2] 個の成分をもつ。さらに、条件 (12.85) のうちの二番目はディラックスピノル一
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つ分の自由度を減らし、一つ目の条件は自由度を半分にする。従ってこれらの条件を満足する独立

な成分数は、実数で数えて次のように与えられる。

d.o.f. of ψµ = (D − 3)2[D/2] (12.86)

[D/2] の括弧はガウスの記号であり、D/2 を超えない最大の整数を表す。ψµ に対してマヨラナ条

件やワイル条件が課されている場合にはその分だけ自由度が減る。

12.2.2 単純超重力理論

超重力理論は、少なくとも重力場とそれに結合したグラビティーノを含む。これらの自由度を次

元ごとにまとめたものが表 12.2である。この表を見てみると、グラビトンとグラビティーノの個

表 12.2: それぞれの次元でのグラビトンとグラビティーノの力学的自由度。グラビティーノについ
てはそれがディラックスピノルである場合の自由度と、それがマヨラナ条件、ワイル条件でどこま

で少なくできるかを書いた。例えば 10 次元の 224/4 は、ディラックスピノルの場合の自由度が
224 であり、マヨラナワイル条件によってその個数が 1/4 にできることを表している。

次元 3 4 5 6 7 8 9 10 11

グラビトン 0 2 5 9 14 20 27 35 44
グラビティーノ 0/2 4/2 8 24/2 32 80/2 96/2 224/4 256/2

数が一致するのは 4 次元のときのみであることがわかる。（3 次元の場合はどちらも力学的な自由
度を持たないので考えないことにする。）そこで、グラビトンとグラビティーノとからなる系の作

用が実際に局所的な超対称性を持つことをチェックしておこう。

平坦な時空上でのグラビティーノの作用は (12.77) のように与えられるが、超重力理論の作用を
作るには、これを一般の曲がった背景上の作用に拡張しなければならない。この方法は一意ではな

く、いくつかの任意性がある。例えば、平坦な時空上の作用の中には

∂µψν − ∂νψµ, (12.87)

という部分が含まれている。この微分を共変微分に直すと、

∇µψν −∇νψµ = Dµψν −Dνψµ + Tλ
µνψλ, (12.88)

となる。ただし、微分 Dµ はスピンの添え字にのみ作用し、クリストッフェル記号を含まない共変

微分で次のように定義される。

Dµψν = ∂µψν +
1
4
ωµ−ijγ

ijψν , (12.89)

(12.88) の中で右辺最後の捩れ率を含む項はそれ自身で共変的だから、作用にこの項を含めるかど
うかは自由である。含めるとしても、捩れ率は幾何学的には多脚場から決まる量ではなく、多脚場

と対等な基本量である。従って、捩れ率を作用に含める場合には、物理的な要請を満たすように多

脚場やグラビティーノの関数として手で与える必要がある。

作用が超対称性を持つべしという物理的な要請を満足させるためには次のようにすれば良いと

いうことが知られている。まず Γλ
µν や Tλ

µν を用いずに、eµi と ωµ−ij、そして ψµ のみで作用を
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書く。これは共変微分として Dµ を採用することを意味する。ωµ−ij は力学的な自由度ではないの

で、eµi などを用いて書かなければならないがこの関係を ωµ−ij の運動方程式を用いて決定する。

この結果、ωµ−ij を多脚場とグラビティーノの関数として表す式が得られるが、これはちょうど

(1.110) の形をしている。得られた運動方程式と (1.110) との比較により、捩れ率がグラビティー
ノの２次形式として与えられる。この運動方程式をもとの作用に代入したものは多脚場とグラビ

ティーノのみで書けている。

以下では、作用の中の ψ4 の項は無視しよう。この場合捩れ率の寄与は無視していいので計算が

非常に楽になる。じつはフェルミオンの 4 次以上の項を無視した以下の計算はまったく次元に依
存していないことがわかる。そのため、あとで 11 次元の超重力理論の超対称変換のもとでの不変
性をチェックする際にも、ここでの計算を利用することができる。

グラビトンとグラビティーノのみからなる単純超重力理論の作用は、ψµ の 2 次以下の項だけに
注目すれば次の二つの作用の和として与えられる。

L2 = eR, (12.90)

L3/2 = −e

2
(ψµγµανDαψν). (12.91)

ただしグラビティーノがマヨラナであり、e > 0 と仮定して係数を決めた。局所的超対称変換は次
のように与えられる。

δψµ = Dµξ, δeµ̂i =
1
4
(ψ̂

i
γµξ). (12.92)

この変換の下でのグラビティーノ作用の変分を見てみよう。

δL3/2 = −e(ψµγµαν∇αDνξ) (12.93)

この変形を行うとき、部分積分を行った。もし ψ4 まで含めて計算を行う場合には安易に全微分項

を落としてはならない。公式 (1.113) にあるように、捩れ率がある場合には全微分は表面項のほか
に捩れ率を含む項を与える。ここでは ψ4 項を無視しているので、気にする必要はない。

共変微分の交換関係については、次の式が成り立つ。

(∇µDν −∇νDµ)ξ =
1
4
Rµνmnγmnξ (12.94)

ただし、捩れ率を無視した。これを用いれば、

δL3/2 = −e

8
R

ανm̂n̂
(ψµγµανγm̂n̂ξ) (12.95)

さらに整理すれば、

δL3/2 = −1
2
e

(
Rµi − 1

2
e
µ̂i

R

)
(ψ̂iγµξ) (12.96)

アインシュタイン作用の変分は次のように行う。アインシュタイン作用は eµ̂i と ω
µ−̂îj

を含む

が、ω
µ−̂îj

は変分する必要がない。従って、eµ̂i の変分のみを考えれば良いが、それは簡単に求まっ

て次のようになる。

δL2 = 2e

(
R

µ̂i
− 1

2
e
µ̂i

R

)
δeµ̂i (12.97)

eµ̂i の変換則が (12.92) であることを用いれば、(12.96) と (12.97) が相殺することが示される。
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12.3 ゲージ場

12.3.1 反対称テンソル場

高次元の超重力理論にはしばしば反対称テンソル場が現れる。Aµ1···µn
を n 階の反対称テンソ

ル場とし、それを外微分形式によって n 形式として表したものを An とする。

An =
1
n!

Aµ1···µn
dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµn . (12.98)

反対称テンソル場の場の強さは

Fn+1 = dAn (12.99)

と与えられる。（一般には相互作用のために場の強さに非線形項が現れる場合があるが、ここでは

自由場の場合のみを考えることにする。）この場の強さは任意の n− 1 形式場 Λn−1 をパラメータ

とする次のゲージ変換のもとで不変である。

δAn = dΛn−1. (12.100)

ゲージ不変な作用は次のように与えられる。

Skin = − 1
2 · (n + 1)!

∫
dDxFµ1···µn+1F

µ1···µn+1 =
1
2

∫
∗Fn+1 ∧ Fn+1 (12.101)

外微分形式で表す場合には、(12.101) のように ∗ の付いたほうを前に置くことにすると (−)∗ のよ
うな因子が現れない。この作用をポテンシャル An で変分することで運動方程式が次のように与え

られる。

∂λFλµ1···µn = 0. (12.102)

この運動方程式を満足する平面波解を求め、物理的な自由度の個数を数えてみよう。背景を D 次

元の平坦なミンコフスキー時空と仮定し、光錐座標 x± = x0 ± x1 を導入しよう。運動量を pµ と

し、その p+ 成分のみが値を取るような座標系を取ろう。このとき運動方程式より、ポテンシャル

Aµ1···µn の成分のうち添え字に + を含むものは 0 になる。また、添え字に − を含む成分は全て
ゲージ自由度である。したがって、物理的成分は添え字が全て + でも − でもないものであり、そ
の個数は次のように与えられる。

d.o.f of An = D−2Cn. (12.103)

12.3.2 ゲージ場とブレーンの結合

ゲージ場 Ap+1 に結合したカレントについて考えよう。U(1) ゲージ場との類推から、次のよう
にゲージ場 Ap+1 に結合する。カレント Jµ1···µp+1 を定義しよう。

Scur = − 1
(p + 1)!

∫
dDxAµ1···µp+1J

µ1···µp+1 =
∫
∗Jp+1 ∧Ap+1 (12.104)

ゲージ場 Ap+1 が完全反対称テンソルであることに対応して、カレント Jµ1···µp+1 も全ての添え字

について完全反対称である。Jp+1 はその反対称テンソルの添え字を全て計量で下げて p + 1 形式
として表したものである。

この作用がゲージ場 Ap+1 のゲージ変換 δAp+1 = dΛp のもとで不変であることを要求すれば、

カレント Jµ1···µp+1 に対する次の保存則が得られる。

∂λJλµ1···µp+1 = 0 or d ∗ Jp+1 = 0. (12.105)
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同じ結論は、ゲージ場に対する運動方程式からも得ることができる。(12.101) と (12.104) をあわ
せた作用 Skin + Scur から運動方程式を導くと、

∂λFλµ1···µp+1 = Jµ1···µp+1 or (−)D−pd ∗ Fp+2 = ∗Jp+1 (12.106)

この両辺を微分すると、(12.105) が成り立つことがわかる。
保存則 (12.105) が意味することを明らかにするために、時空のある領域内でカレントの成分の

うち J01···p だけが値を持ち、それ以外の成分は 0 である場合を考えてみよう。このとき (12.105)
は次の p + 1 個の式を与える。

∂0J
01···p = ∂1J

01···p = · · · = ∂pJ
01···p = 0. (12.107)

つまり、カレントの値は 01 · · · p 方向の座標に依存しない。このことから、カレント Jµ1···µp+1 を

持つ物体は時空の中で p + 1 個の方向に広がっていなければならないことがわかる。通常これらの
方向のうちの一つは時間方向、のこる p 個を空間方向にとる。そのような広がりを持つオブジェ

クトは p-ブレーンと呼ばれる。01 · · · p 方向に広がる厚さのない p-ブレーンの場合にはカレントは
次のように与えられる。

J01···p = qδ(xp+1 − xp+1
0 ) · · · δ(xD−1 − xD−1

0 ) (12.108)

xi
0 はブレーンに直交する空間上でのブレーンの位置である。これを (12.104) に代入すれば、p-ブ
レーンと Ap+1 の結合を表す次の作用が得られる。

Scur = −q

∫
∗Jp+1 ∧Ap+1 = −q

∫

M
Ap+1 (12.109)

ここで M は p-brane の worldvolume であり、カレント (12.108) については 01 · · · p 方向に広
がった平坦な空間である。一般の形状のブレーンに対してもゲージ場との相互作用は (12.109) を
用いて表すことができる。その場合のカレントは (12.104) に代入したときに (12.109) を与えるも
のとして定義することができる。作用 (12.109) のゲージ変換は、ストークスの定理を用いること
でブレーン境界上の積分として表すことができる。

δS = −q

∫

M
dΛp = −q

∫

∂M
Λp (12.110)

従って、作用のゲージ不変性より p-ブレーンは境界を持つことができない。

U(1) ゲージ場と結合したカレント Jµ

U(1) の場合には、その時間成分 J0
U(1) を空間全体で積分す

ることで次のように保存電荷 Q̂U(1) を定義することができた。

Q̂U(1) =
∫

dD−1xJ0
U(1) (12.111)

さらにこの電荷は、U(1) 対称性の生成子の役割を果たし、無限小変換を次のように与えることが
できる。

δU(1)(α)φ = [iαQ̂U(1), φ] (12.112)

これと同様のことをカレント Jµ1···µp+1 に対して行おう。つまり、J0
U(1) に相当するものとして

J0µ1···µp をとり、その積分として電荷を定義することを考えてみよう。このときいくつかの問題点

が現れる。まず、保存則 (12.105) より、もし時空の位相が自明であれば、

J0i1···ip = ∂jX
ji1···ip (12.113)
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を満足する完全反対称テンソルXji1···ip が存在する。たとえばある時刻での p-braneの worldvolume
を境界とする p + 1 次元の Xi1···ip+1 を定義すれば (12.113) を満足する。従って p ブレーンが空

間的に有限の領域 D に納まっていれば、その領域全体で J0i1···ip を積分したものは次のように 0
になる。 ∫

D

dV J0i1···ip =
∫

∂D

dSjX
ji1···ip = 0. (12.114)

領域 D の境界上で 0 になるようなテンソル X を選ぶことができるということを用いた。従って、

J0i1···ip の積分として非自明な電荷を定義することができない。もう一つの問題は、ブレーンのよ

うな広がりを持つオブジェクトに対して (12.112) のような式を書くことができないという点であ
る。U(1) ゲージ理論の場合には (12.112) によって非自明に変換される φ は荷電粒子を第二量子

化して得られる場であるが、一般のブレーンに対してそのような量子化を行う方法は今のところ知

られていない。

これらの問題を回避するため、ここでは空間方向のうちのいくつかがトーラスコンパクト化され

ている場合を考える。時空の座標のうち、コンパクト化されていない方向を xµ で表し、コンパク

ト化されている方向を xi で表すことにする。xi 方向のサイクルの長さを Li とする。ブレーンの

world volume の空間方向全てがコンパクト化された方向に伸びていれば、カレントの積分は 0 に
ならず、次のように巻きつき数に比例した値を得る。

Ẑi1···ip =
∫

dV J0i1···ip = qNi1···ipVi1···ip (12.115)

ただし Vi1···ip はブレーンが巻きついているサイクルの体積であり、Vi1···ip = Li1 · · ·Lip によって

与えられる。Ni1···ip は添え字によって示された方向へのブレーンの巻きつき数を表す。また、コ

ンパクト化された内部空間が十分小さいとして非コンパクトな時空にのみ注目すれば、トーラスに

巻きついたブレーンは粒子のように見えるから、その粒子を第二量子化することでブレーンの場 φ

を定義することができる。古典的に得られた電荷の式 (12.115) をこの場に対する電荷の作用とし
て現すと、

[Ẑi1···ip , φ] = qNi1···ipVi1···ipφ (12.116)

となる。

コンパクト化によって、ブレーンとゲージ場との結合は次のようになる。

S = −
∑

qNi1···ipVi1···ip

∫
Aµi1···ipdxµ (12.117)

この場合、内部空間の添え字 i1 · · · ip は、ブレーンが巻きつく向きごとにある U(1) ゲージ対称
性を区別する添え字である。ゲージ場 Aµi1···ip および第二量子化されたブレーンの場 φ に対する

U(1) ゲージ変換は次のように与えられる。

δ(αi1···ip)Aµi1···ip = ∂µαi1···ip , δ(αi1···ip)φ = iqNi1···ipVi1···ipαi1···ipφ. (12.118)

特に、大域的な変換に対しては、電荷 Ẑi1···ip を用いて

δ(αi1···ip)φ =
i

p!
αi1···ip [Ẑi1···ip , φ] (12.119)

と与えることができる。
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12.3.3 カレントと外微分形式

一般に、D 次元時空上の n 形式ゲージ場 An に対して

S = − 1
n!

∫
dDxAµ1···µn

Jµ1···µn (12.120)

のように結合するカレント Jµ1···µn があるとき、次の式によって D − n 形式を定義するのが便利

である。

Jµ1···µn =
1

(D − n)!
εµ1···µnν1···νD−nJν1···νD−n

(12.121)

すると、上記の作用は外微分形式を用いて次のように表すことができる。

S = −
∫

An ∧ JD−n (12.122)

これが電荷 q のブレーンの場合には次のように表される。

S = −q

∫

M
An (12.123)

M はブレーンの worldvolume である。ブレーンに対するカレントを表すために、任意の背景場
An に対して次の式を満足する δD−n(M) を定義しよう。

∫

M
An =

∫
An ∧ δD−n(M) (12.124)

右辺は時空全体の積分を表す。このような δD−n を定義する利点は、ブレーンの境界や交差などを

外微分形式の言葉で書くことができるということである。

n 次元部分多様体Mn 上の積分についてのストークスの定理
∫

Mn

dAn−1 =
∫

∂Mn

An−1 (12.125)

の両辺の差を (12.124) に従って書き換えれば
∫

Mn

dAn−1 −
∫

∂Mn

An−1 =
∫

dAn−1 ∧ δ(Mn)−
∫

An−1 ∧ δ(∂Mn)

=
∫

An−1 ∧ ((−)ndδ(Mn)− δ(∂Mn)) (12.126)

が得られる。時空の無限遠方では δ = 0 であると仮定して二行目へ移る際に部分積分を行った。こ
の式は任意の An−1 に対して 0 になるはずであるから、次の関係式が成り立つ。

δD−n+1(∂Mn) = (−)ndδD−n(Mn). (12.127)

また、二つのブレーンの交差は

δ(M∩N ) = δ(M) ∧ δ(N ) (12.128)

によって与えられる。
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12.3.4 ディラックの量子化条件

一般の n 階反対称テンソル場 An は、(n− 1)-ブレーンと次の作用によって相互作用する場とし
て定義することができる。

Sele = qe

∫

brane

An. (12.129)

この作用はゲージ変換 δAn = dΛn−1 に対して表面項を除いて不変である。ゲージ変換のパラメー

タ Λn−1 は任意の反対称 (n− 1) 階テンソルである。ゲージ不変な場の強さは Fn+1 = dAn と定

義することができ、ビアンキ恒等式 dFn+1 = 0 を満足する。ただし、ビアンキ恒等式は場の相互
作用項によって変更されることがあり、その場合には場の強さとポテンシャルの関係も修正される

が、ここでは最も単純な自由場の場合だけを考える。

時空の次元を D としよう。Fn+1 と双対な場を作用の Fn+1 による微分係数として次のように

定義することができる。

δSgauge =
∫

Fmag
D−n−1 ∧ δFn+1 (12.130)

ただし、Sgauge は反対称テンソル場の作用の運動項で、ブレーンとの相互作用項を含まず、場の強

さ Fn+1 だけで書かれているものである。この式は電磁気の場合の関係式 δL = D · δE−H · δB を
反対称テンソル場に一般化したものである。An の運動方程式は dFmag

D−n−1 = 0 であるが、これを
Fmag

D−n−1 に対するビアンキ恒等式とみなせば、Fmag
D−n−1 = Amag

D−n−2 を満足するポテンシャル Amag
n−1

が存在することが保証される。

この双対なポテンシャルは (D − n − 3)-ブレーンと結合することができる。このブレーンは、
もとの場 An に対して磁気的なブレーンと呼ばれ、その結合定数は磁荷と呼ばれる。それに対し、

(12.129) によって An と結合するブレーンは電気的であると呼ばれ、その結合定数は電荷と呼ば

れる。(D− n− 3)-ブレーンの磁荷を qm と置けば、Amag
D−n−2 とブレーンの相互作用項は次のよう

に表される。

Smag = qm

∫
Amag

D−n−2. (12.131)

ゲージ場 An と相互作用項 (12.129) によって相互作用する n− 1 ブレーンが背景に存在した場
合 An に対する運動方程式は作用 Sgauge + Sele から次のように与えられる。

dFmag
D−n−1 = qeδD−n. (12.132)

ただし、(n−1)-ブレーン上の積分を D 次元時空全体の積分として表すために、δ-関数的な (D−n)-
形式 δD−n を導入した。これは次の性質を満足する。

∫

n

An =
∫

D

An ∧ δD−n. (12.133)

world volume が境界をもたない、閉じた磁気的なブレーンを考え、その worldvolume を B と

する。ストークスの定理を用いれば、作用 Smag を場の強さ Fmag
D−n−1 の積分として次のように表

すことができる。

Smag = qm

∮

B

Amag
D−n−2 = qm

∫

D

Fmag
D−n−1. (12.134)

ここで、D は B を境界とする面である。しかしこの面の取り方は一意的ではない。そこで二つの

異なる面をとり、それぞれ D1、D2 とする。それぞれの面を用いて定義された作用を S1 および

S2 とする。物理的には面 D をどのようにとっても同じでなければならない。作用は経路積分にお

いて常に eiS の形で現れるから、作用が 2π の倍数異なるものは物理的に同じものであるとみな
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すことができる。従って、S1 と S2 が必ずしも同じ値である必要はないが、その差は必ず 2π の

倍数でなければならない。一方二つの作用の差は、閉曲面 D1 −D2 上の積分として表すことがで

き、さらにストークスの定理および運動方程式 (12.132) を用いれば、次のようになる。

2πZ 3 qm

∮

D1−D2

Fmag
D−n−2 = qm

∮

V

dFmag
D−n−2 = qeqmN. (12.135)

ここで、V は D1 −D2 を境界に持つ面であり、N はその面を通りぬける電気的なブレーンの枚

数であり、整数である。任意の N ∈ Z に対してこの条件が満足されるためには電荷 qe と磁荷 qm

は Dirac の量子化条件 [24]と呼ばれる次の条件を満足する必要がある。

qeqm ∈ 2πZ (12.136)

D1

D2

V

B

図 12.1: B は磁気的なブレーンの worldvolume を表す D − n − 2 次元面、D1 と D2 は B を境

界とする D − n− 1 次元面、V は D1 と D2 で囲まれる D − n 次元の領域。

12.3.5 反対称テンソル場の規格化

ゲージ場は通常以下の二つのうちのどちらかの方法で規格化される。

まず一つ目は、共変微分が結合定数を含まず

D(G)
µ = ∂µ − iÃ(R)

µ (12.137)

となるような規格化である。ただし Ã
(R)
µ はリー代数に値を取る 1-形式である。共変微分が作用す

る場に応じて表現 R が選ばれる。ここでは Ãµ がエルミートになるように i を付けた。ゲージ群

が U(1) である場合には、電荷が素電荷の何倍かを表す整数 n を用いて

D(G)
µ = ∂µ − inÃµ (12.138)

となる。このようなゲージ場の規格化を採用した場合、結合定数はゲージ場の運動項の係数として

現れる。非アーベル群であれば、

L = − 1
4g2

tr(F̃ (R)
µν F̃ (R)µν) (12.139)

ゲージ群が U(1) であれば

L = − 1
4g2

F̃µν F̃µν (12.140)

と与えられる。運動項が (12.139) のように与えられた場合にはトレースを取るのにどの表現を用
いるかによって結合定数の規格化が変化する。しかしリー代数の生成子の定義の違いは結合定数の
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定義には影響しないことに注意しよう。それは、物理量の計算にはゲージ場の成分 Ãa
µ と生成子

Ta が必ず積の形で現れるためである。ただしゲージ場のプロパゲータなど計算の途中であらわれ

る量は生成子の規格化の仕方に依存する。

もう一つよく用いられる規格化の方法はゲージ場の運動項を次のように規格化するものである。

L = −1
4
F̂ a

µν F̂ a,µν . (12.141)

この場合、ゲージ場のプロパゲータが単純な係数を持つ。このときは結合定数は共変微分の中の係

数として

D(G)
µ = ∂µ − ig′Âa

µTa (12.142)

のように現れる。

ゲージ場の規格化の取り方としては、Ãµ も Âa
µ もどちらもよく用いられる。しかし、われわれ

が用いる規格化はこれらのどちらでもない。10 次元や 11 次元の超重力理論においては、ゲージ
場に結合する荷電粒子の場を扱うことよりも電荷を持った古典的なブレーンを扱うことの方が多い

ため、共変微分の形が簡単であるということはそれほど重要ではない。それよりも互いに電磁双対

な関係にあるブレーンを同時に扱うことが多いため、ディラックの量子化条件 (12.136) がもっと
も簡単になるような規格化を用いるのが便利である。

そもそもディラックの量子化条件の 2πがどこから現れたかを振り返ってみると、eiS が S → S+2π

に対する不変性を持っていたことに由来している。そこで、S が現れるところでは必ず 1/2π の因

子をつけて S/2π のまとまりで扱うことにしてみよう。この方針に従うと、(12.129) は次のように
書くのがよい。

Sele

2π
= q′e

∫
An. (12.143)

ただし q′e = qe/(2π) である。また、双対場の定義 (12.130) も次のように 1/(2π) だけ変更しよう。

δSgauge

2π
=

∫
F ′mag

D−n−1 ∧ δFn+1 (12.144)

従って、双対場の規格化も A′mag
D−n−2 = Amag

D−n−2/(2π)のように変更される。このことを考慮すると、

Smag

2π
= qm

∫
A′mag

D−n−2. (12.145)

によって定義される磁荷は (12.131) によって定義される qm と同じものである。以上のように

Sele/mag/(2π) の係数として定義された q′e と qm の間には 2π を含まない次の量子化条件が成り

立つ。

q′eqm ∈ Z. (12.146)

従って、必要であれば素電荷、素磁荷を共に整数に取る事ができる。

一般の次元のブレーンではなく、荷電粒子に結合した U(1) ゲージ場の場合にこのような規格化
を用いると、荷電粒子の場の共変微分の中に次のように 2π が現れてしまうという欠点がある。

D(G)
µ = ∂µ − 2πiq′eAµ. (12.147)

しかし高次元のブレーンの場合にはこのような共変微分は定義されないので問題にはならない。

非可換ゲージ場の場合にも S/(2π) を用いるほうが都合のよい場合がある。ゲージ群が SU(N)
の場合に、反エルミートなゲージ場を用いて共変微分および場の強さがD = d + A1 および F2 =
dA1 + A1 ∧A1 と与えられる場合、インスタントン積分は次のように量子化される。

1
2

∫
trfund(F2 ∧ F2) ∈ (2π)2Z. (12.148)
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トレースは基本表現を用いて定義した。この右辺には 2π が現れている。ここでもしゲージ場の規

格化を A = (2π)A′ のように変更し、場の強さ F ′ = dA′ + (2π)A′ ∧ A′ を用いれば、今度はイン

スタントン積分に 2π が現れない。

1
2

∫
trfund(F ′2 ∧ F ′2) ∈ Z. (12.149)

12.3.6 自己双対場

次元が 4n+2である場合には、ランク k が次元の半分であるような場 Fk に対して、∗F±k = ±F±k
によって自己双対な場を定義することができる。（次元が 4n の場合には ∗ ∗Fk = −Fk であり、自

己双対条件を課すことはできない。）

このような場を記述する作用として、通常用いられる ∗Fk ∧ Fk は自己双対条件を用いると恒等

的に 0 になることが示される。従ってそのような作用は存在しない。補助場を導入することによっ
て共変性を持った作用を構成できることが知られている。

ラグランジアンを用いず、運動方程式だけで議論すれば、自己双対場であっても簡単に扱うこと

ができる。自己双対な場に対しては、運動方程式とビアンキ方程式の区別はなく、どちらも（相互

作用を無視すれば）dF±k = 0 によって与えられる。あと、重力と結合した場合にはアインシュタ
イン方程式を書くためにエネルギー運動量テンソルが必要となる。自己双対条件が課されていない

場 Fk は、自己双対部分 F+
k と反自己双対部分 F−k に常に一意的に分解することができる。

Fk = F+
k + F−k . (12.150)

この場合、エネルギー運動量テンソルは

Tµν(Fk) = Tµν(F+
k ) + Tµν(F−k ) (12.151)

のように分解される。従って、自己双対条件が課された場に対するエネルギー運動量テンソルは通

常の形のものをそのまま用いることができる。
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第13章 11 次元超重力理論

13.1 零質量場

13.1.1 11 次元のスピノル

まず最初にスピノル関係の約束、公式についてまとめておく。

計量は時間方向が − で、それ以外の 10 個の空間方向が + であるものを用いる。すなわち、
(d+, d−) = (10, 1) であるとする。

11 次元のスピノルは 25 = 32 成分である。ディラック共役行列 D としては −iγ0 を採用する。

ここでは時間方向の計量を負に取ってあるから、この行列はエルミートである。従って、(12.30)
によって定義されるディラック共役は次のように与えられる。

ψ = iψ†γ0. (13.1)

荷電共役行列を C とする。公式 (12.24) より、C は反対称である。また、(12.34) より、次の式
が成り立つ。

C(γµ)T = −γµC. (13.2)

表 12.1からもわかるように 11 次元のスピノル表現は実正であるから、次の式によってマヨラナ
スピノルを定義することができる。

ψ = Cψ
T
. (13.3)

以下ではほとんどの場合スピノル添え字は省略するが、スピノル添え字をあらわに書く場合には

(13.3) は ψa = Cabψb と書くことにする。また、添え字の上げ下げを次のように定義しておく。

ψa = Cabψb, ψa = (C−1)abψ
b. (13.4)

この約束を用いれば、マヨラナスピノルの定義式 (13.3) は ψa = ψ
a
のように書くことができる。

したがって、マヨラナスピノルについては ψ とそのディラック共役 ψ を区別する必要はない。C

が反対称行列であることを用いれば、ηαξα = −ηαξα が成り立つことがわかる。したがって、添え

字の縮約をする際にはどちらが上付きでどちらが下付きであるかを指定しなければならない。スピ

ノル添え字を省略する場合には必ず左にあるほうが下付き添え字、右にあるほうが上付き添え字を

持つものと約束しておく。つまり ηξ = ηaξa である。

γ 行列のスピノル添え字の位置をそろえた次の行列は対称行列である。

(γm)αβ ≡ C−1
αγ (γm)γ

β . (13.5)

γ 行列のこの性質と C が反対称行列であることを用いれば、任意個の γ 行列の積をマヨラナスピ

ノルで挟んだ２次形式に対して次の転置公式が成り立つことがわかる。

(ψ1γ
µ1···µkψ2) = (−)k(ψ2γ

µk···µ1ψ1). (13.6)
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任意個の γ 行列を間に挟んだマヨラナフェルミオンの２次形式は実である。すなわち次の式が

成り立つ。

(ψ1γ
µ1···µkψ2)∗ = (ψ1γ

µ1···µkψ2). (13.7)

ここでは特に用いないが、γ-行列の成分が全て実数であるような表現を取るのがしばしば便利で
ある。例えば、次のように取ることができる。

C = −iσy ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1,

γ0 = iσy ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1,

γ1 = σz ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1,

γ2 = σx ⊗ σz ⊗ 1⊗ 1⊗ 1,

γ3 = σx ⊗ σy ⊗ 1⊗ 1⊗ σy,

γ4 = σx ⊗ σx ⊗ σz ⊗ 1⊗ 1,

γ5 = σx ⊗ σx ⊗ σy ⊗ 1⊗ σy,

γ6 = σx ⊗ σx ⊗ σx ⊗ σz ⊗ 1,

γ7 = σx ⊗ σx ⊗ σx ⊗ σy ⊗ σy,

γ8 = σx ⊗ σx ⊗ σx ⊗ σx ⊗ 1,

γ9 = σx ⊗ σy ⊗ σz ⊗ σy ⊗ σz,

γ11 = σx ⊗ σy ⊗ σz ⊗ σy ⊗ σx. (13.8)

ε012···,11 は完全反対称テンソル（厳密にはテンソル密度）を表すとする。その成分 ε012···11 が

+1 であるのか −1 であるのかはここでは特定しないが、γ 行列の間に次の関係が成り立っている

とする。

eγµ1···µ11 = 132ε
µ1···µ11 . (13.9)

ただし e = det êi
µ である。11 階反対称テンソル場 X11 が与えられたとき、その積分を次のよう

に定義する。 ∫
X11 =

∫
d11x

1
11!

εµ1···µ11Xµ1···µ11 (13.10)

一般の n 階反対称テンソル Aµ1···µn に対してその添え字を γ 行列で縮約し、重みが 1 になるよ
うに規格化したものを A\n と書く。すなわち、A\n は次のように定義される。

A\n =
1
n!

Aµ1···µnγµ1 · · · γµn . (13.11)

13.1.2 作用と超対称変換

表 12.2を見てみると、11 次元時空においてグラビトンの自由度は 44、グラビティーノの自由度
は 128 であるから、あと 128 − 44 = 84 の自由度のボゾンを導入する必要がある。この数はちょ
うど 11−2C3 であるから、3 階反対称テンソル場を導入することによってボゾンとフェルミオンの
自由度をそろえることができる。実際、これらの場を含み、局所的超対称変換で不変な 11 次元超
重力理論の作用が Cremmer, Julia, Scherk らによって与えられた。[25] フェルミオンについて 4
次以上の項を無視すれば、その作用、変換則は次のように与えられる。
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11 次元超重力理論の作用と変換則¶ ³

11 次元超重力理論の作用は、

S

2π
=

∫
d11xe

[
R− 1

2 · 4!
KµνρσKµνρσ − 1

2
ψµγµνρD(ω)

ν ψρ +
1
8
ψµγ[µK\ 4γ

ν]ψν

]

− 1
3!

∫
A3 ∧K4 ∧K4. (13.12)

ただし、K4 = dA3 であり、· · · γ[µ · · · γν] · · ·は (1/2)(· · · γµ · · · γν · · ·)−(1/2)(· · · γν · · · γµ · · ·)
を意味している。

変換則は

δψµ = D(ω)
µ ξ +

1
24

γµK\ 4ξ −
1
8
K\ 4γµξ, (13.13)

δeµ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂
γµξ), (13.14)

δAµνρ = −1
4
[(ψµγνρξ) + (ψνγρµξ) + (ψργµνξ)]. (13.15)

µ ´
§12.3.5の方針に従って、作用を 2π で割ったものの係数が簡単になるような場の規格化を採用し

た。これは 11 次元のプランク長さを lp = (2π)−1 に取ることを意味している。すなわち、アイン

シュタイン作用部分を長さのスケールを省略せずに書けば

S =
1

(2π)8l9p

∫
d11xeR · · · (13.16)

となる。すなわちニュートン定数は 2κ2
11 = (2π)8l9p と与えられる。

[25] で用いられた場の定義との関係は次のように与えられる。左辺が [25] で用いられている記
号であり、左辺はそれをわれわれの記号で書き換えたものである。

L =
1
2π
L, (13.17)

2K = (2πlp)9/2, (13.18)

gµν = −gµν , (13.19)

Fµνρσ = (2πlp)−3/2Kµνρσ, (13.20)

Aµνρ = (2πlp)−3/2Aµνρ, (13.21)

ψµ = ψµ. (13.22)

13.1.3 変分計算

上記の作用が超対称変換のもとで不変であることを ψ の 2 次の項までについてチェックしてお
こう。まず、作用を以下のように分割しておく。

LE

2π
= eR,

Lψ

2π
= −e

2
ψµγµνρD(ω)

ν ψρ,

LK

2π
= − e

2 · 4!
KµνρσKµνρσ,

LCS

2π
= − e

3!4!4!3!
εµ1···µ11Aµ1µ2µ3Kµ4···µ7Kµ8···µ11 ,

LY

2π
=

e

8
ψµγ[µK\ 4γ

ν]ψν =
e

8
ψµ〈γµK\ 4γ

ν〉6,2ψν . (13.23)
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3 点結合項は γ 行列の階数による分解を用いて書き換えた。変換則も次のように分割しておく。

δψ1ψµ = D(ω)
µ ξ, δψ2ψµ =

1
24

γµK\ 4ξ −
1
8
K\ 4γµξ,

δee
µ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂
γµξ), δAA3 = −1

4
(ψµγνρξ + ψνγρµξ + ψργµνξ) (13.24)

チェックすべき項は次の表で矢印であらわされている 8 つである。

LE Lψ

LCSLK

LYKDξψ

Rξψ K
2
ξψ

δe>ψξ
δψ>Dξ

δψ>Kξ δψ>Dξ

δψ>Kξ
δA>ψξ

δA>ψξ

δe>ψξ

図 13.1: 11 次元超重力理論の超対称変換による変分の相殺。スピノルについて 4 次以上の項は無
視している。

まず、§12.2において一般の次元で示したように、変分のうち、K4 を含まない二つは互いに相

殺する。

δeLE + δψ1Lψ = 0. (13.25)

あとチェックすべきなのはK4 について 1 次の変分を与える

δALK + δALY + δψ2Lψ = 0 (13.26)

と、K4 について 2 次の項
δeLK + δψ1LY + δALCS = 0. (13.27)

である。

まず、三点結合項 LY のグラビティーノに対する δψ1 変分は

δψ1LY

2π
=

e

4
ψµ〈γµK\ 4γ

ν〉6,2D
(ω)
ν ξ =

e

4
ψµ〈γµνK\ 4〉6D(ω)

ν ξ − e

4
ψµ〈γµνK\ 4〉2D(ω)

ν ξ (13.28)

この式に含まれる共変微分は変換パラメータ ξ にのみ作用する。グラビティーノ運動項 Lψ に対

する δψ2 の変分より、

δψ2Lψ

2π
= −e

4
ψµD(ω)

ν 〈γµνK\ 4〉6ξ +
e

4
ψµD(ω)

ν 〈γµνK\ 4〉2ξ (13.29)

この式に含まれる共変微分はゲージ場 K4 と変換パラメータ ξ の両方に作用する。したがって、こ

れらを加えると、共変微分が K4 に作用する部分だけが残るが、〈γµνD
(ω)
ν K\ 4〉6 を含む項は K4 の

ビアンキ恒等式に比例するから 0 になり、結局次の項のみが残る。

δψ2Lψ

2π
+

δψ1LY

2π
=

e

4
ψµ〈γµνD(ω)

ν K\ 4〉2ξ =
e

6
δAµνρD

(ω)
α Kαµνρ. (13.30)

これは K4 運動項の A3 の変分と相殺する。
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次に K4 について 2 次の変分を考えよう。三点結合項 LY の δψ2 による変分を計算すると、次

のようになる。

δψ2LY

2π
=

e

64
ψµK\ 4γ

µK\ 4ξ +
e

64
ψµγνK\ 4γ

µK\ 4γνξ

=
e

8
ψµ〈K\ 4γ

µK\ 4〉9ξ −
e

8
ψµ〈K\ 4γ

µK\ 4〉1ξ

=
e

2
1

4!4!3!
εµ1···µ11Kµ1µ2µ3µ4Kµ5µ6µ7µ8δAµ9µ10µ11 +

e

4
(ψm̂γνξ)T

m̂ν
[K4].(13.31)

ただし Tµν [K4] は反対称テンソル場 K4 に対するエネルギー運動量テンソルであり、次のように

与えられる。

Tµν [K4] =
1
3!

KµαβγKν
αβγ − 1

2 · 4!
gµνKαβγδK

αβγδ (13.32)

Tµν [K4] を含む項を得るために公式 (12.64) を用いた。
(13.31) の第１項は Chern-Simons 項 LCS の変分と相殺し、第二項は K4 の運動項の多脚場の

変分と相殺する。

13.1.4 6 形式場

A3 に対する双対場 A6 を定義し、その超対称変換を決定しておこう。双対場とは A3 に対する

運動方程式をビアンキ恒等式として、A3 に対するビアンキ恒等式を運動方程式として再現するよ

うな場である。K4 は、次の運動方程式を満足する。

d ∗ (K4 − κ4) =
1
2
K4 ∧K4. (13.33)

ここで、左辺の微分が共変微分ではないことに注意しよう。微分を共変微分にしたものは、捩率が

ある場合には共変微分でないものと次のように異なるので、ここでは重要である。

(∗d ∗K4)µνρ = (∗∇ ∗K4)µνρ − 5
2
Tκλ

[κKλµνρ] (13.34)

κ4 は作用中の 3 点結合項からの寄与であり、次のように定義される。

κµνρσ =
1
8
ψαγ[αγµνρσγβ]ψβ . (13.35)

そこで、双対場を

K7 = ∗(K4 − κ4) (13.36)

によって定義しよう。これはビアンキ恒等式 dK7 = (1/2)K4 ∧K4 を満足するから、ポテンシャル

A6 を用いて次のように書けるはずである。

K7 = dA6 +
1
2
A3 ∧ dA3. (13.37)

K7 がこのように A3 を含むために、A3 のゲージ変換のもとで K7 を不変にするためには A6 が

次のように変換される必要がある。

δA3(Λ2)A6 = −1
2
Λ2 ∧K4. (13.38)

(13.36) より、A6 は質量殻上で次の式を満足する。

dA6 = ∗K4 − ∗κ4 − 1
2
A3 ∧K4. (13.39)
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質量殻上でこの式と矛盾しないように A6 の超対称変換を決定しなければならない。そのためにま

ず (13.39) の右辺の超対称変換を計算しよう。これは既に知っている多脚場や A3 の変換則を用い

て決定することができる。ここでもフェルミオンの高次の項は無視する。便宜上、任意の 4 形式
Λ4 を導入し、それと ∧ 積を取り積分した形で書く事にする。こうすることにより浮いている添え
字が無くなるので式を書くのが楽になる。まず、ゲージ場を含まない変分は次の二つである。∫

−Λ4 ∧ ∗δ0κ4 =
∫

d11x
e

4
(D(ω)

µ ξ)〈γµΛ\4γ
ν〉6,2ψν , (13.40)

∫
δA(Λ4 ∧ ∗K4) = −

∫
d11x

e

3!
ΛµνρσD(ω)

µ δAνρσ

= −
∫

d11x
e

4 · 4!
ΛαβγδD

(ω)
µ (ξ〈γµγαβγδγν〉2ψν) (13.41)

これらの和は γ[µΛ\4γ
ν] = 〈γµΛ\4γ

ν〉2,6 を用いると次のように変形される。
∫

[−Λ4 ∧ ∗δ0κ4 + δA(Λ4 ∧ ∗K4)]

=
∫

d11x
e

4 · 4!
Λαβγδ(D(ω)

µ (ξ〈γµγαβγδγν〉6ψν)− 1
8
ξγ[µΛ\4γ

ν]ψµν

=
∫

Λ4 ∧ dθ6 −
∫

d11x
e

8
ξγ[µΛ\4γ

ν]ψµν . (13.42)

ただし、θ6 は次のように定義した。

θ6 = −1
4
(ξ〈γ6γ

ν〉5ψν) (13.43)

また、ψµν は次のように定義される。

ψµν = D(ω)
µ ψν −D(ω)

ν ψµ. (13.44)

ゲージ場を一つ含む変分は次のように与えられる。

− 1
2

∫
δ(Λ4 ∧A3 ∧K4) = −

∫
Λ4 ∧ δA3 ∧K4 +

∫
1
2
Λ4 ∧ d(A3 ∧ δA3)

= −
∫

d11x
e

4
(ψµ〈Λ\4γ

µK\ 4〉9ξ) +
∫

1
2
Λ4 ∧ d(A3 ∧ δA3),(13.45)

∫
δe(Λ4 ∧ ∗K4) =

∫
d11x

e

4
(ψµ〈Λ\4γ

µK\ 4〉1ξ), (13.46)

−
∫

Λ4 ∧ ∗δ1κ4 =
∫

d11x
e

64
[(ψµΛ\4γ

µK\ 4ξ) + (ψµγνΛ\4γ
µK\ 4γνξ)]. (13.47)

(13.46) の計算には公式 (12.64) を用いた。(13.45)、(13.46)、(13.47) を加えると、

−1
2
δ(Λ4 ∧A3 ∧K4) + δe(Λ4 ∧ ∗K4)− Λ4 ∧ ∗δ1κ4

=
1
2
Λ4 ∧ d(A3 ∧ δA3)− 1

8
(ψµ〈Λ\4γ

µK\ 4〉9ξ) +
1
16

(ψµ〈Λ\4γ
µK\ 4〉7ξ)

− 1
16

(ψµ〈Λ\4γ
µK\ 4〉3ξ) +

1
8
(ψµ〈Λ\4γ

µK\ 4〉1ξ)

=
1
2
Λ4 ∧ d(A3 ∧ δA3)− 1

64
(ψµγαK\ 4γ

µΛ\4γ
αξ)− 1

64
(ψµK\ 4γ

µΛ\4ξ). (13.48)

ゲージ場を含まない部分 (13.42) とゲージ場について 1 次の部分 (13.48) を全て加えると、(13.39)
の両辺の超対称変換は次のように与えられる。∫

Λ4 ∧ dδA6 =
∫

Λ4 ∧ d(θ6 +
1
2
A3 ∧ δA3)
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+
∫

d11xe

[
1
8
(ξγνΛ\4γ

µψµν)− 1
64

(ψµγαK\ 4γ
µΛ\4γ

αξ)− 1
64

(ψµK\ 4γ
µΛ\4ξ)

]
. (13.49)

質量殻上でこの関係が成り立つように δA6 を決めなければならない。グラビティーノの運動方程

式は次のように与えられる。

γαψαµ = −1
8
γνK\ 4γµψν − 1

24
γµγνK\ 4ψν . (13.50)

この式を用いれば、(13.49) の２行目はちょうど 0 になることがわかる。従って、A6 の変換則は

次のように取れば良い。

δA6 = θ6 +
1
2
A3 ∧ δA3. (13.51)

ここで、A6 の超対称変換の中に A3 が含まれているが、これはもともと K7 の定義の中に A3 が

含まれていたことからきている。実際、この第 2 項のおかげで、場の強さ δK7 の超対称変換は次

のようにゲージ不変になる。

δssK7 = dθ6 + K4 ∧ δssA3. (13.52)

13.2 M-ブレーン

13.2.1 11 次元の超対称代数

大域的な超対称変換と並進対称性の生成子を次のように定義しておこう。超対称性変換の生成子

Q̂ を次のように定義する。

δQ(ξ)φ = [iξQ̂, φ], (13.53)

Q̂ はマヨラナスピノルであり、次の式が成り立つ。

ξQ̂ = Q̂ξ = iQ̂†γ0ξ (13.54)

ここでは、大域的な変換と対応する電荷を定義するために、時空はほとんど平坦であり、そこから

の揺らぎを線形近似で扱うものとする。11 次元の超対称変換 {Qα, Qβ} の交換関係を計算してみ
よう。{Qα, Qβ} は二つのスピノル添え字 α と β に対して対称であるから 32× 33/2 個の独立成
分を持つ。このことだけから、交換関係を次の形に書くことができるということがわかる。

[iξ2Q̂, iξ1Q̂] = − i

4
(ξ2γ

µξ1)P̂µ − i

8
(ξ2γ

µνξ1)Ẑµν − i

4 · 5!
(ξ2γ

µ1···µ5ξ1)Ẑµ1···µ5 (13.55)

右辺に現れる P̂µ、Ẑµν、Ẑµ1···µ5 が何であるのかはこの段階では明らかではない。この節の目的

は、これらがそれぞれ運動量、M2ブレーン電荷、M5ブレーン電荷の演算子であることを確認す
ることができる。

まず、超対称変換以外の対称性についてまとめておく。局所ローレンツ変換は次のように与えら

れる。

δM (λ
m̂n̂

)em̂
µ = en̂

µλ
n̂

m̂, δM (λ
m̂n̂

)A3 = 0, δM (λ
m̂n̂

)A6 = 0. (13.56)

A3 ゲージ変換は

δA3(Λ2)eµ
m = 0, δA3(Λ2)A3 = dΛ2, δA3(Λ2)A6 = −1

2
Λ2 ∧K4. (13.57)

A6 ゲージ変換のボゾン場への作用は

δA6(Λ5)eµ
m = 0, δA6(Λ5)A3 = 0, δA6(Λ5)A6 = dΛ5 (13.58)
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M2-ブレーンおよび M5-ブレーンの電荷は、カレントの積分として次のように定義する。

Ẑij =
∫

d10xJ0ij , Ẑi1···i5 =
∫

d10xJ0ii···i5 (13.59)

ただしカレントはゲージ場との次の結合によって定義される。

S2 = −1
6

∫
d11xAµνρJ

µνρ, S5 = − 1
5!

∫
d11xAµ1···µ6J

µ1···µ6 . (13.60)

この電荷が非自明になるためには時空がコンパクト化されており、そのサイクルにブレーンが巻き

ついている必要がある。

A3 および A6 に対応する内部対称性の生成子を Ẑµν および Ẑµ1···µ5 とすれば次のように書く

ことができる。

δA3(Λ2)φ =
i

2
Λµν [Ẑµν , φ], δA6(Λ5)φ =

i

5!
Λµ1···µ5 [Ẑ

µ1···µ5 , φ]. (13.61)

Ẑµν と Ẑµ1···µ5 はどちらもエルミートな演算子である。

δgc(ε) は §4.1.3 で定義した共変な無限小一般座標変換

δgc(ε) = δ0
gc(ε)− δM (ελω

λm̂n̂
)− δA3(ε

λAλµν)− δA6(ε
λAλµ1···µ5) (13.62)

であり、それぞれのボゾン場に対して次のように与えられる。

δgc(ε)eµ
m̂ = D(ω)

µ εm̂, δgc(ε)Aµνρ = ελKλµνρ, δgc(ε)A6 = εµK0
µ[6] +

1
2
εµAµ[2] ∧K4 (13.63)

運動量演算子は、並進変換と次のように関係している。

δgc(ε)φ = [iεµP̂µ, φ] (13.64)

(13.13)、(13.14)、(13.15) および (13.51) に与えられた 11 次元超重力理論の超対称変換の交換
関係を計算してみよう。ここでは変換パラメータ ξ による超対称変換を δQ(ξ) のように書くこと
にする。また、二つの変換パラメータ ξ1 と ξ2 を用いて次のものを定義しておく。

εµ = −1
4
(ξ2γ

µξ1), (13.65)

Λµν = −1
4
(ξ2γµνξ1), (13.66)

Λµ1···µ5 = −1
4
(ξ2γµ1···µ5ξ1). (13.67)

まず、多脚場の上での代数を見てみよう。超対称変換を二回繰り返して行えば、次のようになる。

δQ(ξ2)δQ(ξ1)em̂
µ = −1

4
D(ω)

µ ξ2γ
m̂ξ1 +

1
96

ξ2K\ 4γµγm̂ξ1 − 1
32

ξ2γµK\ 4γ
m̂ξ1 (13.68)

右辺第１項の共変微分は ξ2 だけに作用する。交換関係は、この変換から ξ1 と ξ2 を入れ替えたも

のを引けば得られる。まず、微分項は、

− 1
4
D(ω)

µ ξ2γ
m̂ξ1 − (ξ1 ↔ ξ2) = −1

4
D(ω)

µ (ξ2γ
m̂ξ1). (13.69)

となり、§4.1.3 で与えた一般座標変換になる。テンソル場を含む項については γ 行列の階数ごと

に分解すると、ξ1 と ξ2 の反対称性から γ[2] と γ[6] を含む項が残り、γ[4] を含む項は消える。そ

の結果得られる項は、添え字 µ と m̂ に対して反対称になり、局所ローレンツ変換と解釈できる。

1
96 · 4!

Kαβγδ

[
ξ2γ

αβγδγµγm̂ξ1 − 3ξ2γµγαβγδγm̂ξ1

]
− (ξ1 ↔ ξ2)

= − 1
24 · 4!

Kαβγδξ2γ
αβγδ

µ
m̂ξ1 − 1

12 · 2!
Kαβµ

m̂ξ2γ
αβξ1 (13.70)
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改めてまとめて書けば、

[δQ(ξ2), δQ(ξ1)]em̂
µ = D(ω)

µ εm̂ +
1
2
ξ2Kµ

m̂ξ1 (13.71)

ただし、Kµν は次のように定義される行列である。

(K
m̂n̂

)αβ = − 1
12 · 4!

Kµνρσ(γµνρσ
m̂n̂

)αβ − 1
6 · 2!

Kµνm̂n̂
(γµν)αβ (13.72)

(13.71) の右辺第 2項は、局所ローレンツ変換と解釈することができる。超場形式ではこの項は超
空間上の曲率 Rαβmn ∼ (Kmn)αβ の存在によるものであると解釈することができる。

次に、反対称テンソル場の上での代数を見てみよう。超対称変換を二回行うと、

δQ(ξ2)δQ(ξ1)Aµνρ = −1
4
(D(ω)

µ ξ2γνρξ1 + D(ω)
ν ξ2γρµξ1 + D(ω)

ρ ξ2γµνξ1)

+
1
32

(ξ2K\ 4γµνρξ1 − ξ2γµK\ 4γνρξ1 − ξ2γνK\ 4γρµξ1 − ξ2γρK\ 4γµνξ1)(13.73)

この式においても右辺の共変微分は ξ2 にのみ作用している。交換関係を取れば、微分項はゲージ

変換と解釈できる。場の強さに比例する項からは、γ-行列の階数ごとに分解することにより γ[1]、

γ[3]、γ[5]、γ[7] を含む項が得られるが、γ[3] と γ[7] は ξ1 と ξ2 の反対称性により消える。γ[5] の

項を計算してみると、その係数はちょうど 0 になることがわかる。結局 γ[1] を含む項のみが残っ

て、次の交換関係を得る。

[δQ(ξ2), δQ(ξ1)]A3 = εαKα[3] + dΛ2 (13.74)

この第 1 項は §4.1.3 にあるように、一般座標変換であるとみなすことができる。
A6 の上で超対称変換を２回繰り返せば、

δQ(ξ2)δQ(ξ1)A6 = −1
4
(ξ1〈γ6γ

µ〉5D(ω)
µ ξ2)

− 1
64

[
(ξ1γ6K\ 4ξ2) + (ξ1γ

µγ6K\ 4γµξ2)
]

+
1
8
A3 ∧ (ξ1〈γ3γ

µ〉2D(ω)
µ ξ2)

− 1
128

A3 ∧
[
(ξ1γ3K\ 4ξ2) + (ξ1γ

µγ3K\ 4γµξ2)
]

(13.75)

従って交換関係は、

[δQ(ξ2), δQ(ξ1)]A6 =
1
4
d(ξ1γ5ξ2) +

1
8
A3 ∧ d(ξ1γ2ξ2)

+
1
4

[
(ξ1〈γ6K\ 4〉10ξ2)− (ξ1〈γ6K\ 4〉2ξ2)

]
+

1
8
A3 ∧ (ξ1〈γ3K\ 4〉1ξ2)

= dΛ5 + εµKµ[6] +
1
2
A3 ∧ (dΛ2 + εµKµ[3])− Λ2 ∧K4.

= dΛ5 + εµK0
µ[6] +

1
2
εµAµ[2] ∧K4 − 1

2
Λ2 ∧K4 − 1

2
d(Λ2 ∧A3).(13.76)

となる。ただし、K0
7 = dA6 である。

これまでに得られた交換関係は全て次の形に書くことができる。

[δQ(ξ2), δQ(ξ1)] = δgc(ε) + δM (
1
2
ξ2Kmnξ1) + δA3(Λ2) + δA6(Λ5). (13.77)

(13.77) において、背景が平坦な時空であり、変換パラメータが定数である場合に演算子の交換関
係として書き換えれば交換関係 (13.55) が得られる。
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13.2.2 BPS bound

(13.54) を用いると、交換関係 (13.55) は次のように書き換えることができる。

{Q̂, Q̂†} =
1
4
(γµγ0)P̂µ +

1
8
(γµνγ0)Ẑµν +

1
4 · 5!

(γµ1···µ5γ0)Ẑµ1···µ5 (13.78)

この式から、ブレーンのエネルギーに対する重要な結果を導くことができる。例としてM2-ブレー
ンが 1, 2 方向に伸びている場合を考えよう。そして運動量 Pµ のうち P0 = E のみが値を持つと

する。この場合、(13.78) は次のようになる。

4{Q̂, Q̂†} = P̂0 + γ12γ0Ẑ12 (13.79)

このような状態で上記の交換関係を両側から挟むと次の式が得られる。

4〈s|{Q, Q†}|s〉 = E + Z12γ012 (13.80)

ただし、演算子 P̂0 と Ẑµν を状態 |s〉 における期待値 E と Z12 で置き換えた。また、|s〉 のノル
ムは 1 であるとした。この式の両辺はスピノルの足を二つ持った行列であるが、その両側を任意
のスピノル η とその複素共役 η† で挟んでみよう。

〈s|4{ηQ, (ηQ)†}|s〉 = η(E + Z12γ012)η† (13.81)

スピノル η がどのようなものであっても、この式の左辺は 0 または正である。従って右辺も同様
の性質を持たなければならない。γ012 はエルミート行列であるから、ユニタリー変換によって対

角化することができ、その固有値は ±1 である。上記の条件は E が −Z12γ012 のすべての固有値

にたいしてそれより大きいか、等しくなければならないことをいっているから、次の条件が成り立

つ必要がある。

E ≥ |Z12|. (13.82)

等号が成り立つ場合を考えてみよう。この場合行列 E + Z12γ012 は 0 の固有値をもつ。対応す
るスピノルを η0 とおこう。つまり、スピノル η0 は次の条件を満足する。

γ012η0 = ±η0. (13.83)

右辺の符号は γ12 の符号、すなわち M2-ブレーンの裏表の取り方によって決まる。上の式に η0 を

代入すれば、状態 |s〉 に対して部分的に超対称性が残っていることを示す次の式を得ることがで
きる。

(ηQ)|s〉 = (ηQ)†|s〉 = 0. (13.84)

Q はマヨラナスピノルであるからこれら二つの条件は等価である。ここでは 012 方向に広がって
いる M2-ブレーンについて考えたが、これを一般の方向を向いた M2-ブレーンに拡張するのは簡
単である。たとえば、時間方向も含めた M2-ブレーンの方向が反対称テンソル Sµνρ によってあら

わされる場合、残っている超対称性をあらわすパラメータ η は次の式を満足する。

1
3!

γµνρS
µνρη = ±η. (13.85)

ただし、Sµνρ は (1/6)SµνρSµνρ = −1 のように規格化されているものとする。
ブレーンが BPS であり、その電荷が qM2、すなわち、ゲージ場との結合が

Scur

2π
= qM2

∫

M2-brane
A3. (13.86)
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によって与えられるとしよう。§12.3.5での方針に従い Scur/(2π) に対する係数として電荷 qM2 を

定義した。ブレーンの面積が無限大であれば電荷 Z12 やエネルギー E が発散してしまうので、コ

ンパクト化などによってブレーンの面積 A が有限になっている場合を考えよう。その場合、

Z12 = 2πqM2A, E = TM2A (13.87)

である。ただし TM2 は M2-ブレーンの張力である。BPS 条件より、

TM2 = 2πqM2 =
qM2

(2π)2l3p
. (13.88)

最後の表式では単位が 長さ−3 であることがわかるようにプランク長さ lp を復活した。（前にも述

べたようにここでは 2πlp = 1 という単位を用いている。）
全く同様の議論を M5-ブレーンに対して繰り返すこともできる。M5-ブレーンの向きをあらわす

反対称テンソルを Sµ1···µ6 とし、(1/6!)Sµ1···µ6S
µ1···µ6 = −1 を満足しているとしよう。このとき、

M5-ブレーンによって破れずに残る超対称性に対応するパラメータは次の条件を満足する。

1
6!

γµ1···µ6S
µ1···µ6η = ±η. (13.89)

M5-ブレーンが BPS object であることを仮定すれば次の張力を得ることができる。

TM5 =
qM5

(2π)5l6p
. (13.90)

13.2.3 ブレーン上の場

M5-ブレーンはその余次元が 5 であるので、その上には５個のスカラー場があるはずである。超
対称性を持った理論であれば、ボゾンの自由度とフェルミオンの自由度が一致しなければならない

が、5 という数はフェルミオンで実現することはできない。（6 次元のスピノルの成分の最小数は
8 であり、フェルミオンの力学的自由度の最小数はその半分の 4 である。）従って、少なくともあ
と 3 つのボゾンの自由度が存在しなければならない。これはちょうど自己双対場 H3 の自由度の

個数と一致している。

実際に M5-ブレーン上の超対称性を調べてみよう。0, 1, 2, 3, 4, 5 方向に伸びた M5-ブレーンを
考えると、電荷 Z12345 を持っている。従って、BPS 条件は

(E − Z12345γ012345)ξ = 0 (13.91)

となり、この条件を満足するスピノル ξ の 16 成分は M5-ブレーン上のカイラリティが片方だけが
許される。16 個の成分は 6 次元においては二つのスピノルによって表される。このような、同じ
カイラリティを持った二つの超対称電荷によって構成される 6 次元の超対称理論はN = (2, 0) 理
論と呼ばれる。あとで §19.8.2で述べるように、この理論には重力多重項を除けば表 13.1 のテンソ
ル多重項のみが存在している。[26]

13.2.4 M2-M5 系

M-ブレーンとゲージ場の結合を次のように与えよう。

S2

2π
= −q2

∫

M2

A3,
S5

2π
= −q5

∫

M2

A6. (13.92)
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表 13.1: 6 次元 N = (2, 0) 理論のテンソル多重項

B−
µν : anti-self-dual tensor field

φ× 5 : scalar fields
ψ × 4 : spinor fields

q2 と q5 はそれぞれブレーンの「素電荷」を表している。M2-ブレーンと M5-ブレーンが共存する
系を考えれば、これらはディラックの量子化条件を満足しなければならない。実は、11 次元超重
力理論の場合には、ゲージ場に相互作用項（Chern-Simons 項）があるために、電荷により強い条
件が課される。このことを見てみよう。

A6 と A3 の関係は (12.144) によって定義されているので、ディラックの量子化条件は

q2q5 ∈ Z (13.93)

によって与えられる。(13.92) の S5 が A6 のゲージ変換のもとでゲージ不変であるためには、M5-
ブレーンに端が無いことが必要である。M2-ブレーンの場合にも、端がなければ S2 は A3 のゲー

ジ変換のもとでゲージ不変であるが、実は端があっても以下のようにゲージ不変性を保つことがで

きる。

M5-ブレーンの上には場 B2 が存在する。そこで、M2-ブレーンの端がこのゲージ場と次のよう
に結合しているとしよう。

S1

2π
= −q1

∫

∂M2

B2. (13.94)

そして A3 のゲージ変換が、ゲージ場 B2 も次のように変換すると仮定する。

δA3 = dΛ2, δA6 = −1
2
Λ2 ∧K4, δA3B2 = Λ2 (13.95)

（この関係により B2 の規格化を定める。）ここでもし次の式が成り立てば、S2 + S1 は δA3 のも

とでゲージ不変になっていることがわかる。

q1 = −q2 (13.96)

次に、カレントについて見てみよう。M2-brane および M5-ブレーンのカレントに対して

Jµνρ =
1
8!

εµνρκ1···κ8Jκ1···κ8 , Jµ1···µ6 =
1
8!

εµ1···µ6ν1···ν5Jν1···ν5 (13.97)

を定義して運動方程式、ビアンキ項等式を外微分形式で表せば

dK7 − 1
2
K4 ∧K4 =

1
2π

J8, (13.98)

dK4 =
1
2π

J5. (13.99)

となる。ただし K4 と K7 の間の関係はK7 = ∗K4 およびK4 = − ∗K7 である。ここで、J5 は

(13.92) に与えられた S5 による M5-ブレーンと A6 の相互作用により次のように与えられるとし

よう。
J5

2π
= q5δ5(M5) (13.100)

(13.98) の両辺を外微分して (13.99) を用いると、

−K4 ∧ J5 = dJ8 (13.101)
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もし J8 ∝ δ8(M2) であれば、この式の右辺は M2-ブレーンが存在する部分でのみ値を持つ。従っ
て M5-ブレーン上で、M2-ブレーンと交わっているような特殊な点を除いてK4 ∧ δ5 = 0 が成り立
つ必要があり、不自然である。これを避けるには、J8 が M5-ブレーンでも値を持つようにすれば
よい。そのために、M5-ブレーン上に新たに場の強さ H3 を導入する。そして、J8 を次のように

おく。
J8

2π
= q2δ8(M2) + q5H3 ∧ δ5(M5). (13.102)

右辺第１項は (13.92) に与えられた S2 による M2-ブレーンと A3 の相互作用によって現れる項で

ある。右辺第２項はここで新たに導入された項で、係数に q5 をつけたのは後で都合が言いように

である。この J8 を (13.101) に代入すると、次の式が得られる。

−K4 ∧ δ5(M5) =
q2

q5
dδ8(M2) + dH3 ∧ δ5(M5). (13.103)

さらに、M2-ブレーンが M5-ブレーン上に端を持つことができるとし、

dδ8(M2) = −δ9(∂M2) = −δ4 ∧ δ5(M5) (13.104)

こうしておくと、(13.103) から M5-ブレーン上で次の式が成り立つことがわかる。

dH3 + K4 =
q2

q5
δ4 (13.105)

これはM5-ブレーン上の場 H3 の運動方程式（あるいはビアンキ項等式）であるとみなすことがで

きる。

M5-ブレーン上で、M2-ブレーンの端点以外の点では、ビアンキ恒等式 dH3 + K4 = 0 が満足さ
れるから、ポテンシャル B2 を導入し、

H3 = dB2 −A3 (13.106)

と置くことができる。この組み合わせはちょうどゲージ変換 (13.95) のもとで不変になるように
とった。H0

3 = H3 − A3 = dB2 と置くと、ゲージ場 B2 と M2-ブレーン電荷の関係を次のように
書くことができる。

dH0
3 =

q2

q5
δ4. (13.107)

すなわち、M2-ブレーンの境界は M5-ブレーンの上のゲージ場に対して磁気的なチャージ

q̃1 =
q2

q5
(13.108)

をもっているということがわかる。

この磁荷は電荷 (13.96) に与えられた電荷 q1 と次の量子化条件を満足しなければならない。

q1q̃1 ∈ Z (13.109)

(13.93) (13.96) (13.108) (13.109) を組み合わせると、q1 と q5 は次の二つの量子化条件を同時

に満足する必要があることがわかる。

q2q5 ∈ Z,
q2
2

q5
∈ Z. (13.110)

これらを満足する最も自然な組み合わせは

q2 = q5 = 1 (13.111)
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であり、M2-ブレーンと M5-ブレーンの電荷はこのように量子化されていると考えられている。こ
の場合、M2ブレーン境界の電荷、磁荷について q1 = −q̃1 が成り立つが、これはM5-brane 上の
ゲージ場 B2 が反自己双対であることと矛盾しない。

(13.103) の式は次のように書き換えることができる。（(13.111)を仮定した。）

d
(
δ8(M2) + H0

3 ∧ δ(M5)
)

= 0 (13.112)

この式は、δ8 によって表される M2-ブレーンのカレントが M5-ブレーン上ではゲージ場 H0
3 とし

て逃げていくことを表している。

M2-brane

H3

δ8

M5-brane

図 13.2: M2-ブレーンのカレントは、M5-ブレーン上のゲージ場となって逃げていく

以上のように、ブレーンが他のブレーンの上に端を持つ場合、電荷の保存則やゲージ不変性を満

たすためにはブレーンの端がブレーン上のゲージ場と結合している必要があり、ブレーン上のゲー

ジ場を見ることでブレーンが端を持つことができるとすればどのブレーンにくっつくことができる

のか、を推測することができる。[27]

13.3 古典解

13.3.1 M5-ブレーン解

M5-ブレーンに平行な座標を yi、半径方向の座標を r、M5-ブレーンを囲む S4 上の座標を θa

としよう。M5-ブレーンの解は、M5-ブレーン上の Poincare 対称性とそれを中心とした回転対称
性を仮定すれば次のように置くことができる。

ds2 = a2(r)ηijdyidyj + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
4). (13.113)

dΩ2
4 は、半径 1 の S4 上の計量である。これは直行座標であるが、局所ローレンツ座標を多脚場

の対角成分のみが値を持つようにとることにする。(13.113) であらわされる多様体上での 0 でな
いスピン接続の成分は次の通りである。

ωi−ĵr̂ =
a′

b
δîĵ , ωa−b̂r̂ =

(
1 +

rb′

b

)
δâb̂ = ω0

a−b̂r̂
+

rb′

b
δâb̂, ω

a−̂b̂c
= ω0

a−̂b̂c
. (13.114)

ただし、ω0 は、平坦な r − θa 空間上での、つまり b = 1 のときのスピン接続である。δψM = 0
の解が存在するとして、そのスピノルを ξ とする。系の対称性から、このスピノルの yi 依存性と

θa 依存性は平坦な空間上での定数スピノルと同じであるはずである。すなわち、平坦な時空上で

定義される定数スピノル ξ0 を用いて次のように置くことができる。

ξ = s(r)ξ0. (13.115)
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s(r) は r にのみ依存する関数である。このことから ξ は次の式を満足する。

∂iξ = D(ω0)
a ξ = 0, ∂rξ =

s′

s
ξ. (13.116)

D
(ω0)
a ξ は平坦な時空上で定義される θa 方向の共変微分であり、次の式によって定義される。

D(ω0)
a ξ = ∂aξ +

1
4
ω0

a−̂b̂c
γ b̂̂cξ +

1
2
ω0

a−̂br̂
γ b̂r̂ξ. (13.117)

さらにグラビティーノの真空期待値は 0 であると仮定しよう。
これらの式をグラビティーノの超対称変換 (13.14) が 0 であるという条件に代入すれば、3 つの

関数 a(r)、b(r)、s(r) に対する、3 つの独立な一階の微分方程式を得ることができる。

δψa = D0
aξ +

rb′

2b
γ

â
γ

r̂
ξ +

rb

6
γ

â
K\ 4ξ = 0, (13.118)

δψi = ∂iξ +
a′

2b
γ̂

i
γ

r̂
ξ − a

12
γ̂

i
K\ 4ξ = 0, (13.119)

δψr = ∂rξ − b

12
γ

r̂
K\ 4ξ = 0. (13.120)

ξ が (13.116) を満足することを用いて、次の式を得る。

bγ
r̂
K\ 4 :

b′

b
:

a′

a
:

s′

s
= −1 :

1
3

: −1
6

: − 1
12

. (13.121)

この式から直ちに、次のように置ける。

bγ
r̂
K\ 4 = −H ′

H
, a = H−1/6, b = H1/3, s = H−1/12. (13.122)

ここで、K4 のフラックスの保存を用いれば、

γ
r̂
K\ 4 =

N

Ω4r4b4
(13.123)

が得られる。この式は超対称性 ξ のうち、どの半分が残るかも規定している。この式を (13.122) の
最初の式に代入すれば関数 H についての微分方程式を得ることができ、簡単に次の解が得られる。

H = 1 +
N

3Ω4r3
. (13.124)

こうして解は次のようになる。

ds2 = H−1/3ηijdxidxj + H2/3δµνdxµdxν , (13.125)

調和関数 H は次の式により決定される。

∆H = (2πlp)3δ5(xµ). (13.126)

N 枚の M5-ブレーンが重なっている場合、調和関数 H は次のように与えられる。

H = 1 +
r3
0

r3
, r3

0 =
(2πlp)3N

3Ω4
. (13.127)

M5-ブレーン解の地平面の近傍では S4 の半径は (13.127) で定義されている半径 r0 に収束する。

従って、地平面近傍でのこの解の様子は 11 次元超重力理論を半径 S4 コンパクト化して得られる

7 次元超重力理論の解として調べるのがしばしば便利である。半径 r0 とブレーンの枚数 N との

関係は、Sn コンパクト化の一般公式 (A.152) によっても得ることができる。
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13.3.2 M2-ブレーン解

M2-ブレーン解も M5-ブレーンと同様にして求めることができる。M2-ブレーンに平行な座標を
yi、半径座標を r、M2-ブレーンを囲む S7 上の座標を θa とすれば、計量は次のように置くこと

ができる。

ds2 = a2(r)ηijdyidyj + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
7). (13.128)

δψµ = 0 を満足する変換パラメータが存在するという条件から、次の 3 つの独立な式を得る。

δψa = D(ω0)
a ξ +

rb′

2b
γ

â
γ

r̂
ξ − rb

12
γ

â
K\ 4ξ = 0, (13.129)

δψi = ∂iξ +
a′

2b
γ̂

i
γ

r̂
ξ +

a

6
γ̂

i
K\ 4ξ = 0, (13.130)

δψr = ∂rξ +
b

6
γ

r̂
K\ 4ξ = 0. (13.131)

ξ が D
(ω0)
a = ∂iξ = 0 を満足することを用いて、次の式を得る。

bγ
r̂
K\ 4 :

a′

a
:

b′

b
:

s′

s
= 1 : −1

3
:

1
6

: −1
6
. (13.132)

この式から直ちに、

bγ
r̂
K\ 4 =

H ′

H
, a = H−1/3, b = H1/6, s = H−1/6. (13.133)

ここで、K7 のフラックスの保存を用いれば、

γ
r̂
K\ 4 = − N

Ω7r7b7
(13.134)

が得られる。これを (13.133) に代入すれば、関数 H に対する微分方程式が得られ、簡単に次の解

が得られる。

H = 1 +
N

6Ω7r6
. (13.135)

こうして、解は次のようになる。

ds2 = H−2/3ηijdxidxj + H1/3δµνdxµdxν . (13.136)

調和関数 H は次の式により決定される。

∆H = (2πlp)6δ8(xµ). (13.137)

N 枚の重なった M2-ブレーンの場合には

H = 1 +
r6
0

r6
, r6

0 =
(2πlp)6N

6Ω7
(13.138)

M2-ブレーン解の地平面の近傍では S7 の半径は (13.138) で定義されている半径 r0 に収束する。

従って、地平面近傍でのこの解の様子は 11 次元超重力理論を半径 S7 コンパクト化して得られる

4 次元超重力理論の解として調べるのがしばしば便利である。半径 r0 とブレーンの枚数 N との

関係は、Sn コンパクト化の一般公式 (A.152) によっても得ることができる。
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13.3.3 ド・ジッタ－時空と反ド・ジッタ－時空

先ほど得られた M5-ブレーン解は、地平面 r = 0 の近傍では反ド・ジッタ－時空の構造を持っ
ていることが知られている。そこでまずド・ジッタ－ (dS)時空と反ド・ジッタ－ (AdS)時空につ
いて簡単にまとめておこう。

まず dS 空間から考えよう。。n + 1 次元 dS 時空 dSn+1 は、平坦な n + 2 次元ミンコフスキー
時空

ds2 = −(dx−1)2 + (dx0)2 + (dx1)2 + · · ·+ (dxn)2. (13.139)

にうめこまれた部分多様体として、次のように表す事ができる。

− (x−1)2 + (x0)2 + (x1)2 + · · ·+ (xn)2 = R2. (13.140)

dS 空間には、目的に応じていくつかの便利な座標が存在する。

• Spherical slicing

まず、(x0, . . . , xn) 空間上のベクトルを rn = (x0, . . . , xn) によって単位ベクトル n と半径

座標 r によって表す。(13.140) より r2 − (x−1)2 = R2 が成り立つので半径座標 r と時間座

標 x−1 を角度座標 τ を用いて

x−1 = R sinh τ, r = R cosh τ. (13.141)

と表そう。座標 τ および n を用いれば、計量は次のように書くことができる。

ds2 = R2(−dτ2 + cosh2 τdΩ2
n) (13.142)

この座標系は断面 τ = const が球面であることから spherical slicing と呼ばれる。

• Planar slicing

dSn+1 上の n + 1 個の座標変数として t = x−1 + xn および x = (x0, . . . , xn−1) を採用しよ
う。補助的な変数 y = −x−1 + xn を導入すれば、 計量は次のように書ける。

ds2 = dtdy + dx2 = −R2

t2
dt2 +

(
dx− x

t
dt

)2

(13.143)

二つ目の等号では (13.140) より従う ty = R2 − x2 を用いた。ここで、x = ty により新し

い座標 y を導入すれば、次のような簡単な形になる。

ds2 = −R2

t2
dt2 + t2dy2 (13.144)

この座標系は、断面 t = const が平面であることから planar slicing と呼ばれる。

• Static coordinate

(13.140) を次のように書いてみよう。

− (x−1)2 + (x0)2 = R2 − x2. (13.145)

ただし x は n 次元ベクトル (x1, . . . , xn) を表す。これは (x−1, x0) 平面上の双曲線を表す式
である。そこで、次のように置いてみよう。

x−1 =
√

R2 − x2 sinh t, x0 =
√

R2 − x2 cosh t (13.146)
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これを (13.139) に代入すれば、次の計量を得る。

ds2 = −(R2 − r2)dt2 +
R2

R2 − r2
dr2 + r2dΩ2

n−1. (13.147)

ただし、dx2 = dr2 + r2dΩ2
n−1 と分解した。この座標は、断面 t = const の計量が t に依存

しないことから、static coordinate もしくは cosmological coordinate と呼ばれる。

次に、AdS 空間について考えよう。n + 1 次元 AdS 空間 AdSn+1 は、平坦な n + 2 次元空間

ds2 = −(dx−1)2 − (dx0)2 + (dx1)2 + · · ·+ (dxn)2. (13.148)

にうめこまれた部分多様体として、次のように表す事ができる。

− (x−1)2 − (x0)2 + (x1)2 + · · ·+ (xn)2 = −R2. (13.149)

AdS 空間には、目的に応じていくつかの便利な座標が存在する。

• Planar slicing (Poincare coordinate)

dSn+1 上の n + 1 個の座標変数として r = x−1 + xn および x = (x0, . . . , xn−1) を採用しよ
う。補助的な変数 y = −x−1 + xn を導入すれば、 計量は次のように書ける。

ds2 = drdy + dx2 =
R2

r2
dr2 +

(
dx− x

r
dr

)2

(13.150)

二つ目の等号では (13.149) より従う yr = −R2 − x2 を用いた。ここで、x = ry により新

しい座標 y を導入すれば、次のような簡単な形になる。

ds2 =
R2

r2
dr2 + r2dy2 (13.151)

この座標系では n 次元のポアンカレ対称性が見やすい形になっている。そのためポアンカ

図 13.3: AdS2 上に取ったポアンカレ座標。図中の縦の線が t 一定、横の線が r 一定の線を表

す。斜めに切れている部分は地平面を表しており、この座標系では地平面を超えて一つの座標系

を用いることはできない。この図は地平面の両側を表すために二つの座標系を組み合わせている。

(adscoordinate.nb)

レ座標系とも呼ばれる。

• Static coordinate (global coordinate)
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(13.149) を次のように書いてみよう。

(x−1)2 + (x0)2 = R2 + x2. (13.152)

ただし x は n 次元ベクトル (x1, . . . , xn) を表す。これは (x−1, x0) 平面上の円を表す式であ
る。そこで、次のように置いてみよう。

x−1 =
√

R2 + r2 sin t, x0 =
√

R2 + r2 cos t (13.153)

（r = |x| を導入した。）これを (13.148) に代入すれば、次の計量を得る。

ds2 = −(R2 + r2)dt2 +
R2

R2 + r2
dr2 + r2dΩ2

n−1. (13.154)

ただし、dx2 = dr2 + r2dΩ2
n−1 と分解した。さらに、r = R sinh θ によって、座標 r のかわ

図 13.4: AdS2 上に取った大域的座標。図中の縦の線が t が一定、横の線が r が一定の線を表し

ている。この図では時間方向が循環しているように見えるが、実際には被覆として定義される。

(adscoordinate.nb)

りに θ を用いれば、計量は次のように書くことができる。

ds2 = R2[− cosh2 θdt2 + dθ2 + sinh2 θdΩ2
n−1]. (13.155)

この座標は、AdS 空間全体を張れるという利点がある。

AdSn+1 空間の対称性（アイソメトリー）について考えてみよう。平坦な n + 2 次元空間への
埋め込みによる定義から、AdSn+1 は SO(n, 2) の対称性を持っていることが明らかである。この
対称性の生成子を JMN と置くことにしよう。n + 2 次元空間の直交座標系を用いれば、これは次
のように書くことができる。

JMN = xMηNK ∂

∂xK
− xNηMK ∂

∂xK
(13.156)

これらの生成子は次の交換関係を満足する。

[JMN , JPQ] = ηNP JMQ − ηMP JNQ − ηNQJMP + ηMQJNP . (13.157)

ポアンカレ座標、大域座標それぞれでこれがどのように表示されるかを見ておくのも有益である。

まず、ポアンカレ座標での表示を見てみよう。光錐座標 x+ = r = x−1+xn と x− = y = −x−1+xn

を導入すると、上記の生成子は次の 4 種類に分類される。

D =
1
2
J+−, Pµ = J+µ, Kµ = J−µ, Mµν = Jµν . (13.158)

344



ただし、µ、ν は光錐座標以外の n 個の座標を表す。光錐座標に対する計量が η+− = η−+ = 2 で
あることを用いれば、交換関係 (13.157) は次のように書きかえることができる。まず、Mµν 同士

の交換関係は、Mµν が SO(1, n− 1) の生成子であることを意味している。

[Mµν ,Mρσ] = ηνρMµσ − ηµρMνσ − ηνσMµρ + ηµσMνρ. (13.159)

Mµν とそれ以外の生成子との交換関係は、この SO(n− 1, 1) のもとで Pµ と Kµ はベクトル、D

はスカラーとして振舞うことを意味している。

[Mµν , P ρ] = ηνρPµ − ηµρP ν , [Mµν ,Kρ] = ηνρKµ − ηµρKν , [Mµν , D] = 0. (13.160)

Pµ 同士、Kµ 同士は可換である。

[Pµ, P ν ] = 0, [Kµ,Kν ] = 0. (13.161)

D とそれ以外の生成子との交換関係は、D による変換に対してMµν と D がウェイト 0 を、Pµ

がウェイト 1 を、そして Kµ がウェイト −1 を持っていることを表している。

[D, Pµ] = Pµ, [D,Kµ] = −Kµ. (13.162)

最後に、Pµ と Kµ の間の交換関係は次のようになる。

[Pµ,Kν ] = −2Mµν − 2ηµνD. (13.163)

Mµν と Pµ は期待されたとおりポアンカレ群を成している。これら以外に Kµ をコンフォーマル

推進、D を拡大変換とみなせば、n 次元ミンコフスキー空間のコンフォーマル代数に一致する。

n+2次元の直交座標 (y, r,x)から (R, r,y)に移ろう。こうすることによって、演算子を AdSn+1

上で閉じた形に表現することができる。これらの変数のあいだの関係は

R2 = −ry − x2, y =
1
r
x, (13.164)

である。新しい変数による変微分を ∂′ で表せば、次の式が成り立つ。

∂

∂r
=

∂′

∂r
− y

2R

∂′

∂R
,

∂

∂xµ
=

1
r

∂′

∂yµ
− 1

R
xµ

∂′

∂R
,

∂

∂y
= − r

2R

∂′

∂R
(13.165)

これらを用いて運動量演算子 Pµ を書きなおしてみると、次のように座標 yµ についての並進演算

になっていることがわかる。

Pµ = J+µ = r
∂

∂xµ
− 2xµ ∂

∂y
=

∂′

∂yµ
(13.166)

一方、大域座標で考えてみよう。座標 x−1 だけを特別視し、点 x−1 = R の近傍に対してどのよ

うに生成子が作用するかを見ることにより、次のような組に分けることができる。

Mµν = Jµν , Pµ =
1
R

J−1µ. (13.167)

Pµ の定義中の 1/R という因子は x−1 = R の近傍で Pµ ∼ ∂µ となり、運動量とみなすことがで

きるようにするために導入した。Mµν は SO(n, 1) 部分群をなす。そして Pµ はその部分群に対し

てベクトルとして振舞う。Pµ 同士の間の交換関係は次のように与えられる。

[Pµ, P ν ] =
1

R2
Mµν , (13.168)

AdS 空間の半径 R が大きくなる極限では、Pµ 同士が可換になり n + 1 次元のポアンカレ代数に
帰着する。
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13.3.4 地平面近傍

M5-ブレーンの地平面近傍の様子について見てみよう。ここでいう地平面近傍とは、調和関数
(13.127) 中の定数項が無視できる領域、すなわち r ¿ r0 の領域を意味している。この場合、計量

(13.125) は次のように与えられる。

ds2 =
r

r0
ηijdxidxj +

r2
0

r2
dr2 + r2

0dΩ2
4. (13.169)

ただし、M5-ブレーンに垂直な座標に対して極座標 δµνdxµdxν = dr2 + r2dΩ2
4 を導入した。この

多様体は AdS7 と S4 の直積である。実際、r = r′2/(4r0) という変数変換を行えば、次のように
はじめの二つの項がポアンカレ座標系の AdS 空間の計量 (13.151) と同じ形になる。

ds2 =
r′2

4r2
0

ηijdxidxj +
4r2

0

r′2
dr′2 + r2

0dΩ2
4. (13.170)

S4 および AdS7 の半径を R′ および R とおくと、それぞれ R′ = r0 および R = 2r0 と与えら

れる。

この時空の対称性を調べるには、AdS7 と S4 がそれぞれ平坦な R8 や R5 に埋めこむことがで

きるということを利用するのがよい。この性質のため、AdS7×S4 全体は 13 次元の空間に埋めこ
むことができる。二つの新しい座標 u と v を導入し、平坦な R13 上の計量を次のように取ろう。

ds2
13 = −du2 + u2ds2

7 + dv2 + v2ds2
4. (13.171)

ds2
7 と ds2

4 はそれぞれ半径が 1 の AdS7 と S4 の上の計量を表している。AdS7 上の座標を xµ、

S4 上の座標を xα と表す。さらに xµ′ = (xµ, u), xα′ = (xα, v) のように、新たに導入した座標ま
で含めた添え字は ′ をつけることにする。11 次元時空M11 は、この空間上で次の式によって定

義される部分空間である。

u = R, v = R′. (13.172)

13 次元空間に張った直交座標を yI = {ym, ya} とする。ym および ya はそれぞれ xµ′ と xα′ で

張られる空間の上の直交座標である。

11 次元時空 M11 の対称性は 13 次元空間の回転 SO(11, 2) の部分群であり、AdS7 の対称性

SO(2, 6) と S4 の対称性 SO(5) の直積として与えられる。この対称性の生成子は次のように与え
ることができる。

JIJ = yI∂yJ − yJ∂yI

. (13.173)

ただし、実際にM11 の対称性を表しているのは部分群 SO(6, 2)× SO(5) であるので、二つの添え
字はともに R8 方向であるか、ともに R5 方向でなければならない。このように定義した生成子

の交換関係は次のように与えられる。

[JMN , JPQ] = ηNP JMQ − ηNQJMP − ηMP JNQ + ηMQJNP . (13.174)

M11 上の点 r0 = (R,0, R′,0) に注目し、この近傍での様子を見るためには、座標 u, v とそれ

以外を別々に取り扱うほうが便利である。生成子は次の 4 種類に分けることができる。

Pµ =
1
R

Juµ, Pα =
1
R′

Jvα, Mµν = Jµν , Mαβ = Jαβ . (13.175)
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Mµν と Mαβ はベクトル r0 を動かさない回転を生成する生成子であり、Pµ および Pα は点 r0

を動かす平行移動に相当する生成子である。しかし通常の平行移動とは異なり、Pµ 同士や Pα 同

士は可換ではない。

[Pµ, P ν ] =
1

R2
Jµν , [Pα, P β ] = − 1

R′2
Jαβ . (13.176)

これは背景の時空が曲がっているからにほかならない。背景が平坦になる R, R′ →∞ の極限では
これらの運動量は互いに可換になり、11 次元ポアンカレ代数に帰着する。
次に、M11 上の大域的超対称性について考えてみよう。以前にも説明したように、大域的超対

称性はグラビティーノの変換が 0 になるような特殊な局所的超対称変換として定義される。これ
は変換パラメータに対する次のキリングスピノル方程式で表される。

δψµ = Dµξ − 1
4r0

γµγθ̂1θ̂2θ̂3θ̂4ξ = 0, (13.177)

δψα = Dαξ +
1

2r0
γαγθ̂1θ̂2θ̂3θ̂4ξ = 0. (13.178)

この式も、上で定義した 13 次元の平坦な空間を用いることで簡単に解くことができる。その準備
として次の行列を定義しておこう。

γS4 = γθ̂1θ̂2θ̂3θ̂4 . (13.179)

この行列は次の性質を満足する。

γ2
S4 = 1, γS4γµ = γµγS4 , γS4γa = −γaγ2

S4 . (13.180)

さらに、次のスピノルを定義する。

ξ′ = γS4ξ. (13.181)

このスピノルを用いれば、キリングスピノル方程式は次のように書きかえることができる。まず、

AdS7 方向の添え字をもつ一つ目の方程式は

Dµξ − 1
4r0

γµξ′ = 0, Dµξ′ − 1
4r0

γµξ = 0. (13.182)

この二つの式は互いに等価であり、左から γS4 を掛ける事で移り合う。同様に、S4 方向の添え字

を持つ二つ目の方程式からも次の二つの等価な式を得ることができる。

Dαξ +
1

2r0
γαξ′ = 0, Dαξ′ − 1

2r0
γαξ = 0. (13.183)

実は ξ と ξ′ を 13 次元 64 成分スピノルの成分とみなすことで、これらの式は簡単に解くことが
できる。13 次元の γ-行列を次のように定義しよう。

γ̃u = iσy ⊗ 132, γ̃µ = σz ⊗ γµ, γ̃v = σx ⊗ 132, γ̃α = σz ⊗ γα. (13.184)
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13 次元のスピノル¶ ³

(d+, d−) = (11, 2) の 13 次元空間でのスピノルと γ 行列について簡単にまとめておこう。ま

ず、11 次元の γ 行列との関係を次のように設定する。（ここでは本文中に区別していた α と

µ をまとめて µ で表した。）

γ̃u = iσy ⊗ 132, γ̃v = σx ⊗ 132, γ̃µ = σz ⊗ γµ. (13.185)

荷電共役行列は次のように定義される。

C̃ = σx ⊗ C (13.186)

ディラックスピノルは次のように定義する。

ψ̃ = iψ̃†(σx ⊗ γ0) (13.187)

このように定義しておくと、11 次元のマヨラナスピノルを縦に二つ並べたものは 13 次元の
意味でも次の式を満足するマヨラナスピノルである。

ψ̃ = C̃ψ̃
T

(13.188)
µ ´
座標 (13.171) で、多脚場を対角的に取ることにし、そこで定義されたスピン接続を ω̃ とおこう。

これは次の成分を持つ。

ω̃
µ−ν̂ρ̂

= ω
µ−ν̂ρ̂

, ω̃
µ−ν̂û

=
1
u

e
µν̂

, ω̃
α−β̂γ̂

= ω
α−β̂γ̂

, ω̃
α−β̂v̂

=
1
v
e
αβ̂

. (13.189)

従って、13 次元での共変微分と 11 次元の共変微分の間には次の関係が成り立つ。

D̃µ = Dµ +
1
2u

γ̃µγ̂û, D̃α = Dα +
1
2v

γ̃αγ̂v̂. (13.190)

さらに、13 次元のスピノル ξ̃ = (ξ, ξ′)T を定義すると、キリングスピノル方程式は次の方程式の

組と等価であることがわかる。

D̃µξ̃ = D̃αξ̃ = 0, (13.191)

γ̃R5 ξ̃ = ξ̃, γ̃R5 ≡ γ̃v̂θ̂1θ̂2θ̂3θ̂4 . (13.192)

二つ目の条件は、ξ̃ の定義から従う。一つ目の条件は ξ̃ は R13 上では単なる定数スピノルである

ことを意味している。すなわち、M11 上のキリングスピノルを得るには、13 次元空間で (13.192)
を満足する定数スピノル ξ̃ を与え、座標変換によってその曲線座標系 (13.171) 、すなわち γûv̂ が

対角化されるような座標系での成分を決定し、その値から ξ̃ と ξ の関係を通して ξ を読み取れば

よい。点 r0 においては、直交座標 yI による局所座標系と曲線座標 xI による局所座標系が一致

する。従って、その点では ξ̃(x) = ξ̃(y) である。一般には ξ̃(x) = M(x)ξ̃(y) のように、座標 x に

依存した局所ローレンツ変換M(x) を行うことによって ξ̃(x) を得ることができる。
得られた大域的超対称性とそのほかのアイソメトリーによって生成される超対称代数を調べよ

う。M11 上の超対称変換のパラメータとして ξ̃(x) = M(x)ξ̃0 を用いることにしよう。ξ̃0 は座標

yI に対して定義されたスピノルであり、定数である。M(x) は座標 y によって与えられたスピノ

ルを座標 x の局所ローレンツ系のスピノルへと変換する回転行列であり、場所に依存する。従っ

て ξ̃(x) も場所に依存するスピノル場である。変換パラメータ ξ̃0 による無限小変換に対応する生
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成子を iξ0Q = (i/2)ξ̃0Q̃ とする。ただし、64 成分のスピノル電荷 Q̃ は yI 座標におけるスピノル

として定義されている。

このことから、JMN と Q との間の交換関係が決まる。すなわち、JMN による回転のもとで Q̃

はスピノルとして変換される。

[JMN , Q̃] =
1
2
γ̃MN Q̃. (13.193)

超対称変換同士の交換関係は、任意の局所的な変換に対して成り立つ交換関係 (??) を用いると、
次のようになる。

[iξ̃0
1Q̃, iξ̃0

2Q̃] = 4[δξ2 , δξ1 ] = (ξ1γ
µξ2)∂µ + (ξ1γ

αξ2)∂α =
1
2
(ξ̃1γ̃

µuξ̃2)∂µ +
1
2
(ξ̃1γ̃

αv ξ̃2)∂α (13.194)

ただし、ξ は ξ̃0 に対して M(x) による局所ローレンツ変換を行い得られた ξ̃ から γ̃ûv̂ = +1 部
分を取り出したものである。一般座標変換の生成子としてスカラー場に対する表現 δε = −ε · ∂ を
用いた。最後の変形では、11 次元スピノルと 13 次元スピノルの間に次の式が成り立つことを用
いた。

ξ1γ
µξ2 =

1
2
ξ̃1γ̃

µuξ̃2, ξ1γ
αξ2 =

1
2
ξ̃1γ̃

αv ξ̃2. (13.195)

さらに、われわれは 13 次元空間上での超対称変換を考えているわけではなく、M11 の上での変

換の代数を考えているのであるから、常に (13.172) を用いて変形することができる。こうして次
の式を得る。

[iξ̃0
1Q̃, iξ̃0

2Q̃] = − 1
2R

(ξ̃1γ̃
uµξ̃2)u∂µ − 1

2R′
(ξ̃1γ̃

vαξ̃2)v∂α (13.196)

右辺の u∂µ や v∂α という演算子がR13 上の回転の生成子であることに気付けば、これが直交座

標系 yI では次のように与えられることがわかる。

[iξ̃0
1Q̃, iξ̃0

2Q̃] = − 1
4R

(ξ̃0
1 γ̃mnξ̃0

2)Jmn − 1
4R′

(ξ̃0
1 γ̃abξ̃0

2)Jab (13.197)

以上の結果をまとめると、AdS7 × S4 上の超対称変換代数は次のようになる。

AdS7 × S4 上の超対称変換代数¶ ³

[JMN , JPQ] = ηNP JMQ − ηNQJMP − ηMP JNQ + ηMQJNP , (13.198)

[JMN , Q̃] = −1
2
γ̃MN Q̃, (13.199)

{Q̃, Q̃} =
1

4R
γ̃mnJmn +

1
4R′

γ̃abJab. (13.200)

µ ´
ただし JMN は R5 と R8 の添え字を同時に持つことはできないということと、Q̃ は γ̃R5Q̃ = Q̃

を満足することに注意しなければならない。

この代数を、M5-ブレーンがもともと持っていたポアンカレ対称性が明白になるように書きなお
しておくのも有益であろう。その場合、まず γ 行列を次のように分解しよう。

γ̃−1 = iσy ⊗ 18 ⊗ 14, γ̃µ = σz ⊗ γµ ⊗ 14, γ̃6 = σx ⊗ 18 ⊗ 14, γ̃a = σz ⊗ γ7 ⊗ γa. (13.201)

γ̃R5 = σz ⊗ γ7 ⊗ 14, γ̃± = 2σ± ⊗ 18 ⊗ 14, γ̃+− = 2σz ⊗ 18 ⊗ 14. (13.202)

ただし、σ± はスピンの上げ下げを行う行列で、次のように定義される。

σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
. (13.203)
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さらに、13 次元の荷電共役行列は、

C̃ = σx ⊗ C7 ⊗ C5. (13.204)

γ 行列のこの表示において条件を満足する超対称電荷は次のように表すことができる。

Q̃ =
1√
2R

(
QL

QR

)
. (13.205)

ただし、QL および QR はそれぞれ γ7 の固有値 +1 および −1 を持つ 6 次元ワイルスピノルで
あると同時に Sp(2) = SO(5) のスピノル表現にも属している。二つのスピノル表現はどちらも実
負であるから、テンソル積表現は実正であり、QL と QR はこの意味でシンプレクティックマヨラ

ナワイルスピノルである。

次に Jmn を §13.3.3で行ったように光錐座標 x± = ±x−1 + x6 を導入し、SO(2, 6) の生成子を
次のように分解する。

Mµν = Jµν , Pµ = J+µ, Kµ = J−µ, D =
1
2
J+−, Aab = Jab. (13.206)

Mµν および Aab のもとでの超対称電荷の変換性は明らかであろう。すなわち SO(5, 1) および
SO(5) のスピノルとして変換される。自明でないのは、Pµ、Kµ、D との交換関係である。まず、

D との交換関係をみてみると、QL と QR がウェイト −1/2 と 1/2 を持っていることがわかる。

[D,QL] = −1
2
QL, [D, QR] =

1
2
QR. (13.207)

ビアンキ恒等式を用いればこのように決定されたウェイトは加法的に保存されることが示される。

[Pµ, QL] = γµQR, [Pµ, QR] = 0, [Kµ, QL] = 0, [Kµ, QR] = −γµQL. (13.208)

QR は Pµ と可換であり、M5-ブレーン上の大域的超対称性に対応している。QL は超コンフォー

マル変換の生成子でしばしば S と書かれる。

超対称電荷同士の交換関係を見てみよう。カイラリティが同じものについては次のようになる。

{QL, QL} = −γµKµ, {QR, QR} = γµPµ. (13.209)

さらに異なるカイラリティの超対称電荷については次の交換関係を得る。

{QL, QR} =
1
2
γµνMµν + iD +

R

2R′
γabAab, (13.210)

{QR, QL} =
1
2
γµνMµν − iD +

R

2R′
γabAab. (13.211)

この二つの式は等価であり、互いに転置の関係にある。M5-ブレーン解の場合は、二つの半径 R と

R′ の比は R/R′ = 2 と与えられている。
以上のような考察は M2-ブレーンの地平面近傍でも行うことができ、AdS4 × S7 上の超対称代

数を得ることができるが、ここでは省略する。

13.3.5 PP-波

M-ブレーンや D3-ブレーンの地平面近傍では、時空の構造が AdSm × Sn になる。AdSm と Sn

のそれぞれの半径を R および R′ としよう。アインシュタイン方程式はこれらの半径の比がある一
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定の値になることを要求する。従って自由なパラメータは R と R′ のうちの一つだけである。そ

れらの半径をともに無限大に持っていくような極限を取れば、平坦なミンコフスキー時空に帰着す

る。しかし半径を大きくする極限と同時に観測者を加速し、ローレンツ収縮をさせることで背景時

空がある一定の曲率を持った AdSm × Sn とは違ったより簡単な時空へと変形することができる。

このような極限をペンローズ極限と呼び、ペンローズ極限を取ることによって得られる時空を PP-
波と呼ぶ。

実際にペンローズ極限を取ることによって PP-波解を求めよう。まず、大域的座標で AdSm×Sn

の計量を次のように書く。

ds2 = R2
(
−cosh2 ϕdτ2 +dϕ2 +sinh2 ϕdΩ2

m−2

)
+R′2

(
cos2 θdφ2 +dθ2 +sin2 θdΩ2

n−2

)
(13.212)

R および R′ が大きい極限を考えるには、これらを無限大にとる極限でそのまま平坦なミンコフス

キー時空に帰着するような座標を用いるのが便利である。そのために変数を次のようにリスケール

する。

t = Rτ, ρ = Rϕ, z = R′φ, r = R′θ. (13.213)

ρ ¿ R、r ¿ R′ として展開することにより、次のような計量を得る。

ds2 =
(
− cosh2 ρ

R
dτ2 + dρ2 + R2 sinh2 ρ

R
dΩ2

m−2

)

+
(

cos2
r

R′
dz2 + dr2 + R′2 sin2 r

R′
dΩ2

n−2

)

= −dτ2 + dz2 + dρ2 + ρ2dΩ2
m−2 + dr2 + r2dΩ2

n−2

− ρ2

R2
dτ2 − r2

R′2
dz2 +

ρ4

3R2
dΩ2

m−2 −
r4

3R′2
dΩ2

n−2 +O(R−4). (13.214)

最後の表式の１行目は R や R′ を含まない項であり、平坦なミンコフスキー時空の計量に他なら

ない。R と R′ が大きくなる極限ではこの部分のみが残る。

ここで、次のように光錐座標を導入しよう。

x± =
1√
2
(t± z). (13.215)

すると、先ほどの計量は次のように書くことができる。

ds2 = −2dx+dx− + dρ2 + ρ2dΩ2
m−2 + dr2 + r2dΩ2

n−2

−1
2

( ρ2

R2
+

r2

R′2

)
[(x+)2 + (x−)2]−

( ρ2

R2
− r2

R′2

)
(x+x−) +

ρ4

3R2
dΩ2

m−2 −
r4

3R′2
dΩ2

n−2

+O(R−4). (13.216)

観測者が z 方向に運動すると、ローレンツ収縮によって長さが縮み、時間は延びる。これは、光

錐座標に対する次のリスケールで表すことができる。

x+ = ΩX+, x− =
1
Ω

X−. (13.217)

大きくブーストすればするほど Ω の値は大きくなる。ペンローズ極限は R および R′ と Ω の比
が一定になるようにしながらそれら全てを無限大にする極限をとることによって実現される。この

極限において、計量は次のようになる。
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PP-波の計量¶ ³

ds2 = −2dX+dX− + dρ2 + ρ2dΩ2
m−2 + dr2 + r2dΩ2

n−2

−1
2

(
µ2ρ2 + µ′2r2

)
(X+)2. (13.218)

µ ´
ここで、質量次元をもつパラメータ µ と µ′ を次のように定義した。

µ =
Ω
R

, µ′ =
Ω
R′

. (13.219)

R と R′ の比は固定されているから、µ と µ′ の比も一定であるが、これら両方のパラメータの値

そのものはローレンツ変換によって好きな値に取る事ができる。

計量を求めたついでに PP-波解のアイソメトリーを表す代数も求めておこう。これも AdSm×Snの

代数からペンローズ極限を取ることによって得ることができる。[28] AdSm の対称性は SO(m−1, 2)、
Sn の対称性は SO(n + 1) である。これらの生成子をそれぞれ JMN および JAB としよう。ただ

しここでは実な表現を用いることにする。すなわち、これらは具体的に次のように与えられるもの

であるとする。

JMN = xM∂N − xN∂M , JAB = xA∂B − xB∂A. (13.220)

R や R′ が大きいところでポアンカレ群に帰着するように、次のようにおく。

Pµ =
1
R

Juµ, Pα =
1
R′

Jvα. (13.221)

R や R′ が大きい極限ではこれらの生成子は Pµ ∼ ∂µ、Pα ∼ ∂α となる。さらに、光錐座標を定

義するために、t 方向と z 方向を µ = (t, i), α = (z, a) のように分離しよう。そして光錐方向の運
動量を次のように定義しよう。

P± =
1√
2
(P t ± P z). (13.222)

ローレンツブーストは、次のリスケールに対応している。

P+ = ΩP̂+, P− =
1
Ω

P̂−, J ti = ΩĴ ti, Jza = ΩĴza. (13.223)

新しく定義された生成子同士の交換関係を計算し、R、R′、Ω の比を保ったまま全てを無限大に
持っていくと、次の交換関係が得られる。

PP-波の対称性¶ ³

[P−, P i] =
1√
2
µ2P ∗i, [P−, Pα] =

1√
2
µ′2P ∗α, (13.224)

[P−, P ∗i] = − 1√
2
P i, [P−, P ∗α] = − 1√

2
Pα, (13.225)

[P i, P ∗j ] = − 1√
2
δijP+, [Pα, P ∗β ] = − 1√

2
δαβP+. (13.226)

µ ´
ただし P ∗i = J ti および P ∗a = Jφa を導入した。

超対称性も含めた超対称代数も同様にして決定することができる。ボゾン的な生成子と同様に超

対称電荷もリスケールする必要がある。どのようにリスケールすればよいかを見るために、反交換
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関係 (13.200) の右辺がどのようにリスケールされるかを見てみよう。まず、JMN をリスケールさ

れた生成子で書くと次のようになる。

1
R

Jut =
1√
2

(
ΩP̂+ +

1
Ω

P̂−
)

,
1
R

Jui = P i,
1
R

J ti =
Ω
R

P ∗i,
1
R

J ij ,

1
R′

Jvφ =
1√
2

(
ΩP̂+ − 1

Ω
P̂−

)
,

1
R′

Jva = P a,
1
R′

Jza =
Ω
R′

P ∗a,
1
R′

Jab.(13.227)

γ̃MN については、γuvtz が対角化されるような表示を用いるのが便利である. 対角成分のうち左上
の半分が +1、右上の半分が −1 であるとしよう。この場合、上半分の成分だけが 0 ではないスピ
ノルに対しては γ̃ut = γ̃vz であり、下半分だけが 0 ではないスピノルに対しては γ̃ut = −γ̃vz であ

ることなどを考慮すれば、R、R′、Ω を同時に大きくする極限で次のように振舞うことがわかる。

− i

4R
γ̃mnJmn − i

4R′
γ̃abJ

ab ∼
(
O(Ω) O(1)
O(1) O(Ω−1)

)
. (13.228)

従って、極限が定義できるためには超対称電荷を次のようにリスケールすべきである。
(

Q+

Q−

)
=

(
Ω1/2Q̂+

Ω−1/2Q̂−

)
. (13.229)

この結果、Ω が大きくなる極限で次の代数が得られる。
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PP-波上の超対称代数¶ ³

PP-波上の超対称代数は以下のようになる。まず、運動量演算子と超対称電荷の交換関係は次
のように与えられる。

[P̂+, Q̂±] = [P i, Q̂+] = [P ∗i, Q̂+] = [P a, Q̂+] = [P ∗a, Q̂+] = 0 (13.230)

[P̂−, Q̂±] = − 1
2
√

2
(µγut − µ′γvφ)Q̂±, (13.231)

[P i, Q̂−] = −µ

2
γuiQ̂+, [P ∗i, Q̂−] = −1

2
γtiQ̂+, (13.232)

[P a, Q̂−] = −µ′

2
γvaQ̂+, [P ∗a, Q̂−] = −1

2
γzaQ̂+. (13.233)

超対称電荷同士の交換関係は、

{Q̂+, Q̂+} =
1

2
√

2
(γ̃ut + γ̃vφ)P̂+, (13.234)

{Q̂−, Q̂−} =
1

2
√

2
(γ̃ut − γ̃vφ)P̂− +

1
4
µJij γ̃

ij +
1
4
µ′Jabγ̃

ab, (13.235)

{Q̂+, Q̂−}
{Q̂−, Q̂+}

}
=

1
2
P iγ̃ui +

1
2
µP ∗iγ̃ti +

1
2
P aγ̃va +

1
2
µ′P ∗aγ̃za. (13.236)

回転に対しては超対称電荷はスピノルとして変換される。すなわち

[J ij , Q̂±] = −1
2
γijQ̂±, [Jab, Q̂±] = −1

2
γabQ̂±. (13.237)

ただし、それぞれの式は 13次元のスピノルをニ分割または γ 行列を４分割したうちの一つのブ

ロックを取り出したものとして解釈しなければならない。例えば、最後の式は右辺が {Q̂+, Q̂−}
の場合には右上の、{Q̂−, Q̂+} の場合には左下のブロックを取り出したものと解釈しなければ
ならない。

µ ´
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第14章 超場形式による11次元超重力理論

以下では §4.1で述べられていることを用いています。

14.1 超場と成分場の関係

14.1.1 超場への成分場の埋め込み

11 次元超重力理論は、物理的な自由度として多脚場 eµ
m̂、グラビティーノ ψµ

α̂、3 階反対称場
Aµνρ を含む。これらがどのように超場に埋め込まれるかを見ておこう。

まず、多脚場 eµ
m̂ とグラビティーノ ψµ

α̂ については、§4.1で述べたことがそのまま成り立つ。
例えば、§4.1ではこれらの場の超対称変換が (4.89) で与えられることを仮定したが、11 次元超重
力理論においてもこれは成り立つ。ただし Kµ は次のように定義される。

Kµ =
1
24

γµK\ 4 −
1
8
K\ 4γµ +O(ψ2). (14.1)

さらに Kµ は (4.117) を満足する必要があるが、これも成り立つことが以下のように示される。Kν

に左から γ-行列を掛けると、

γµKν =
1
24

γµγνK\ 4 −
1
8
γµK\ 4γν +O(ψ2). (14.2)

ここで µ と ν について対称化すれば、どちらも 4 階の γ-行列部分が残る。一方スピノル添字の
対称化は 4 階部分を落とす。したがって (4.117) が成り立つ。
以上のことから、11 次元超重力理論においても §4.1で述べたことがそのまま成り立つ。
成分表示での多脚場、グラビティーノ、スピン接続は超空間上の多脚場、スピン接続に次のよう

に埋め込まれている。

Eµ
m̂|θ=0 = eµ

m̂, Eµ
α̂|θ=0 = ψµ

α̂, Ωµ
m̂n̂|θ=0 = ωµ

m̂n̂, (14.3)

超空間上の多脚場にはこれら以外にも成分 Eα
Â があるが、これらには対応する物理的な場が存在

しない。実はこの成分はゲージ変換によって適当な値に固定することができる。ここでは次のよう

にゲージ固定条件を次のようにとることにする。

Eα
m̂|θ=0 = 0, Eα

β̂ |θ=0 = δα
β̂ , Ωα

m̂n̂|θ=0 = 0. (14.4)

11 次元の超重力理論では、これらの場以外に 3 階反対称テンソル場が存在している。そこで超
場形式においても、超空間上の 3 階反対称テンソル場 AMNP および対応する場の強さ

KMNPQ = ∂MANPQ − (−)M(N+P+Q)∂NAPQM

+(−)(M+N)(P+Q)∂P AQMN − (−)(M+N+P )Q∂QAMNP , (14.5)

を導入する。この場と x 空間上の場の関係は、次のように与えられる。

Aµνρ(xµ) = Aµνρ(xµ, θα)|θ=0, Kµνρσ(xµ) = Kµνρσ(xµ, θα)|θ=0. (14.6)
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14.1.2 反対称テンソル場の超共変化

成分形式での 3 階反対称テンソル場の超対称変換の知識を用いて §4.2.2で与えた方法で場の強
さ K4 およびその双対場 K7 の超共変化を決定しよう。

A3 の変換則 (13.15) を用いて場の強さ K4 の超対称変換を計算すると、次のようになる。

δKµνρσ = −3[∂µ(ψνγρσξ)][µνρσ] +O(ξψ3) (14.7)

この右辺にある微分が ξ に作用する項を打ち消すために ψ2 項を加えれば、K4 の超共変化 K̃4 が

得られる。

Kcov
µνρσ = Kµνρσ − 3

2
[(ψµγνρψσ)][µνρσ] +O(ψ4) (14.8)

双対場 K7 の超共変化も同様に行うことができる。K4 と K7 の超共変化を微分形式の形で表すと

次のようになる。

Kcov
4 = K4 − 1

8
ψµ〈γµγ4γ

ν〉2ψν +O(ψ4), (14.9)

Kcov
7 = K7 +

1
8
ψµ〈γµγ7γ

ν〉5ψν +O(ψ4). (14.10)

これらはフェルミオンを含まない双対関係を満足する。

Kcov
7 = ∗Kcov

4 . (14.11)

§4.2.2で説明したように、(14.8) から、超空間上のテンソル場 K4(x, θ) の他の成分の θ = 0 で
の値を読み取ることができる。

K
p̂q̂r̂ŝ

(θ = 0) = K̃
p̂q̂r̂ŝ

, (14.12)

K
p̂q̂r̂α̂

(θ = 0) = O(ψ3), (14.13)

K
p̂q̂α̂β̂

(θ = 0) =
1
4
(γ

p̂q̂
)
α̂β̂

+O(ψ2), (14.14)

K
p̂α̂β̂γ̂

(θ = 0) = O(ψ1), (14.15)

K
α̂β̂γ̂δ

(θ = 0) = O(ψ0). (14.16)

14.2 拘束条件とビアンキ恒等式

14.2.1 拘束条件とビアンキ恒等式の設定

ここでは [29] および [30] に従って 11 次元超重力理論の超空間を用いた定式化について説明す
る。ここまでの議論は、フェルミオンの高次の項は無視して、成分形式との比較によって超場の拘

束条件を推定してきた。以下では与えられた超場の拘束条件を出発点として、そこから運動方程式

や超対称変換則を導いていく。ここからの議論はフェルミオンの高次の項まで含めて厳密である。

超場には欲しい自由度よりもはるかに多くの自由度が含まれるために、拘束条件を手で課すこと

によってそれらを減らす必要がある。そのために拘束条件を設定する。

捩率については、4 次元の場合に §4.2.2で述べたことがそのまま成り立つので次のように取るべ
きことがわかる。
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11 次元超重力理論の捩率に対する拘束条件¶ ³

T
m̂n̂

k̂(x, θ) = T
α̂m̂

k̂(x, θ) = T
α̂β̂

γ̂(x, θ) = 0, T
α̂β̂

k̂(x, θ) =
1
4
(γk̂)

α̂β̂
. (14.17)

µ ´
これら以外の場の強さのうち、T

µ̂ν̂
α̂ と R

µ̂ν̂m̂n̂
の θ = 0 部分は物理的な場の強さを与える。それ

ら以外の場については独立な自由度ではなく、これらの場、あるいはより一般には理論に含まれる

そのほかの場を用いて書けている。

反対称テンソル場に対する拘束条件は §14.1.2での解析から推測することができる。(14.15) と
(14.16) はフェルミオンについて高次の項にしか寄与しないのでここでの議論からは決定できない
のであるが、実際にはそれらを単に 0 と置いた次の条件を課せばよいことが知られている。

反対称テンソル場に対する拘束条件¶ ³

K
p̂q̂r̂α̂

(z) = K
p̂α̂β̂γ̂

(z) = K
α̂β̂γ̂δ

(z) = 0, K
p̂q̂α̂β̂

(z) =
1
4
(γ

p̂q̂
)
α̂β̂

. (14.18)

µ ´
超空間上の捩率テンソルおよび曲率テンソルに対しては §4.2.2で与えたビアンキ恒等式 I

M̂N̂P̂
Q̂ =

0 が課される。そして反対称テンソル場に対しては、ビアンキ恒等式 dK = 0 が課される。ただ
し d は超空間上での外微分演算子である。この恒等式は添え字を局所直交系のものに書き換える

ことで次のようになる。

反対称テンソル場のビアンキ恒等式¶ ³

0 = J
ÂB̂ĈD̂Ê

≡ (D
Â
K

B̂ĈD̂Ê
+ 2T

ÂB̂
F̂ K

F̂ ĈD̂Ê
)|

[ÂB̂ĈD̂Ê} (14.19)

µ ´

14.2.2 SO(11) の表現

スピノル添え字を複数個含むテンソルを扱う際に、それがどのように既約分解されるかを知って

いると便利なことが多い。そこでここではスピノル表現の積の既約分解について、後に必要となる

ものについてまとめておく。

SO(11) のディンキンラベルを、ディンキン図形の頂点の順に (a1, a2, a3, a4, a5) と書くことにす
る。短いルートに対応するものは a5 であるとする。この短いルートはスピノル表現に対応してお

り、a5 が偶数であればボゾン的な、奇数であればフェルミオン的な表現を与える。以下で現れる

主な SO(11) の表現のディンキンラベルと次元を表 14.1（ボゾン的な表現）と表 14.2（フェルミオ
ン的な表現）に与えておく。

3 つのスピノルの対称積 ψαβγ は次のように規約分解される。

[32× 32× 32]sym = 4224 + 1408 + 320 + 32. (14.20)

ここで、ψαβγ から 32 を取り出すテンソルを Tαβγ
δ としよう。これは γ-行列を用いて何通りかの

方法で作ることができる。

T
(1)
αβγ

δ = (γk)αβ(γk)γ
δ + (γk)βγ(γk)α

δ + (γk)γα(γk)β
δ, (14.21)

T
(2)
αβγ

δ =
1
2
[(γkl)αβ(γkl)γ

δ + (γkl)βγ(γkl)α
δ + (γkl)γα(γkl)β

δ], (14.22)

T
(5)
αβγ

δ =
1
5!

[(γklstu)αβ(γklstu)γ
δ + (γklstu)βγ(γklstu)α

δ + (γklstu)γα(γklstu)β
δ]. (14.23)
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表 14.1: SO(11) の表現の次元とディンキンラベル（ボゾン的なもののうち以下で用いるものだけ）

1 (0, 0, 0, 0, 0) スカラー

11 (1, 0, 0, 0, 0) ベクトル

55 (0, 1, 0, 0, 0) 二階反対称テンソル（随伴表現)
65 (2, 0, 0, 0, 0) トレースレス対称テンソル

165 (0, 0, 1, 0, 0) 三階反対称テンソル

330 (0, 0, 0, 1, 0) 四階反対称テンソル

429 (1, 1, 0, 0, 0)
462 (0, 0, 0, 0, 2) 五階反対称テンソル

1144 (0, 2, 0, 0, 0)
1430 (1, 0, 1, 0, 0)
3003 (1, 0, 0, 1, 0)
4290 (1, 0, 0, 0, 2)
5005 (0, 1, 1, 0, 0)

11583 (0, 1, 0, 1, 0)
17160 (0, 1, 0, 0, 2)
28314 (0, 0, 0, 0, 4)
37752 (0, 0, 1, 0, 2)
47190 (0, 0, 0, 1, 2)

表 14.2: SO(11) の表現の次元とディンキンラベル（フェルミオン的なもののうち以下で用いるも
のだけ）

32 (0, 0, 0, 0, 1) スピノル

320 (1, 0, 0, 0, 1) γ-トレースレススピノルベクトル
1408 (0, 1, 0, 0, 1)
4224 (0, 0, 0, 0, 3)

しかし、(14.20) からもわかるように ψαβγ は一つしか 32 を含まないからこれらはすべて比例係

数を除き同じもののはずである。このことはスピノル添え字のうちの α と β を、対称スピノルの

完全系 (γm)αβ、(γmn)αβ、(γmnpqr)αβ で展開することで示すことができる。

(γm)αβT
(1)
αβγ

δ = −14(γm)γ
δ,

(γmn)αβT
(1)
αβγ

δ = −14(γmn)γ
δ,

(γmnpqr)αβT
(1)
αβγ

δ = 2(γmnpqr)γ
δ, (14.24)

(γm)αβT
(2)
αβγ

δ = 70(γm)γ
δ,

(γmn)αβT
(2)
αβγ

δ = 70(γmn)γ
δ,

(γmnpqr)αβT
(2)
αβγ

δ = −10(γmnpqr)γ
δ, (14.25)

(γm)αβT
(5)
αβγ

δ = 84(γm)γ
δ,
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(γmn)αβT
(5)
αβγ

δ = 84(γmn)γ
δ,

(γmnpqr)αβT
(5)
αβγ

δ = −12(γmnpqr)γ
δ. (14.26)

従って

T
(1)
αβγ

δ : T
(2)
αβγ

δ : T
(5)
αβγ

δ = −1 : 5 : 6. (14.27)

また、T
(1,2,5)
αβγ

δ が 0 でないことは明らかである。
ψαβγ から次のようにスピノルベクトル ψγ

m を取り出すことができる。

ψγ
m = (γm)αβψαβγ (14.28)

このスピノルベクトルは 32× 11 = 32 + 320 のように分解できる。

ψδ = (γm)δ
γψγ

m = (γm)αβ(γm)γ
δψαβγ , ψ̃γ

m = ψγ
m − 1

11
(γm)γ

δψ
δ. (14.29)

ψδ が 32 の ψ̃γ
m は 320 成分を表している。さらに、次のように定義される ψγ

mn は 1408、320、

32 の 3 つの規約表現を含む。
ψγ

mn = (γmn)αβψαβγ (14.30)

320 + 32 に属する ψγ
m を取り出し、そこからさらに 32 を取り出すには次のようにする。

ψγ
m = (γn)γ

δψ
δ
mn, ψγ = (γm)γ

δψ
δ
m. (14.31)

また、1408 は次のように取り出すことができる。

ψ̃γ
mn = ψγ

mn +
1
9
[(γm)ψn − (γn)ψm]− 1

90
(γmn)ψ (14.32)

14.2.3 成分場に対するビアンキ恒等式

まず I1

m̂n̂p̂

q̂ = 0 という条件は曲率 R
m̂n̂p̂q̂

に対する次のビアンキ恒等式を与える。

R
m̂n̂p̂

q̂ + R
n̂p̂m̂

q̂ + R
p̂m̂n̂

q̂ = 0. (14.33)

この式は (1.124) によって定義されるテンソルX が 0 であることを意味しているから、(1.126) お
よび (1.128) より次の式が成り立つ。

R
m̂n̂

−R
n̂m̂

= R
m̂p̂q̂r̂

+ R
m̂q̂r̂p̂

+ R
m̂r̂p̂q̂

= 0, (14.34)

捩率の成分 T
m̂n̂

α̂ はグラビティーノの場の強さである。I
m̂n̂p̂

α̂ = 0 は、グラビティーノの場の
強さに対するビアンキ恒等式である。

(D
m̂

T
n̂p̂

α̂ + T
m̂n̂

β̂T
β̂p̂

α̂)|
[m̂n̂p̂]

= 0. (14.35)

反対称テンソル場については (14.19) の全ての添え字がベクトルである場合の

0 = J
m̂n̂p̂q̂r̂

= D
m̂

K
n̂p̂q̂r̂

|
[m̂n̂p̂q̂r̂]

, (14.36)

は x-空間での反対称テンソル場のビアンキ恒等式を与える。
これらのビアンキ恒等式は、それぞれの場の強さに対応するポテンシャルの存在を保証する。具

体的にポテンシャルを用いてどのように表されるかは、これら以外のビアンキ恒等式を解いた後で

議論する。
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14.2.4 捩率に対するビアンキ恒等式（微分を含まないもの）

ビアンキ恒等式によってこれらの関係がある程度決定される。I1

ÂB̂Ĉ

m̂ = 0 という条件は拘束条

件 (14.17) のために微分を含まず、場の強さの間の代数関係を与える。I1

m̂α̂β̂

p̂ を用いれば、T
α̂m̂

β̂

を用いて R
α̂β̂m̂n̂

を与えることができる。

R
α̂β̂m̂n̂

= −1
2
T

m̂β̂
γ̂(γ

n̂
)
γ̂α̂
|{αβ} (14.37)

さらに、この式の m̂ と n̂ の対称部分に注目すると、左辺は 0 であるから次の式が得られる。

T
m̂α̂

γ̂(γ
n̂
)
γ̂β̂
|{αβ}{mn} = 0. (14.38)

Tµα
β はスピノル添え字を二つ持つので、γ 行列の反対称積で展開することができる。従って、次

のようにおくことができる。

Tµ =
5∑

k=0

Yµ−λ1···λk
γλ1···λk

. (14.39)

Yµ−λ1···λk
は後ろの k 個の添え字について反対称な k + 1 階テンソルである。これに γν を掛けて

µ と ν について対称化すると、

Tµγν |{µν} =
∑

(Yµ−λ1···λk−1γλ1···λk−1ν + (k + 1)Yµ−λ1···λkνγλ1···λk
)|{µν} (14.40)

拘束条件は、この行列の対称部分、すなわち γ-行列の反対称積に分解したときに 1 階、2 階、5 階
の部分が 0 になることを要求している。
まず、1 階部分からは次の条件を得る。

(Yµγν + 2Yµ−λνγλ){µν} = 0. (14.41)

(µ, ν) = (1, 1) とおいて γ1 部分を取り出すと、Y1 = 0 が得られる。他の成分に対しても同様であ
るから、Yµ = 0 が結論される。これを (14.41) に戻せば、Yµνρ が完全反対称であることがわかる。

2 階部分からは
(Yµ−λγλν + 3Yµ−λ1λ2νγλ1λ2){µν} = 0 (14.42)

を得る。(µ, ν) = (1, 1) とおいて γ12 部分を取り出すと、Y(1−2)γ12 = 0 となり、Yµν の非対角成分

が 0 であることがわかる。さらに (µ, ν) = (1, 2) で γ12 部分を取り出すと、Y1−1γ12−Y2−2γ12 = 0
となり、対角成分が全て等しいことがわかる。従って Yµν = Xδµν とおくことができる。さらに

これを (14.42) に戻せば Yµνρσ が完全反対称であることがわかる。

11 次元では 5 階と 6 階の γ 行列の反対称積は同じものであるからそれらが互いに相殺する可

能性を考慮しなければならないが、実際にはそのような相殺は起こらないことがわかる。5 階、6
階の部分を取り出すと、次の条件が得られる。

(Yµ−λ1···λ4γλ1···λ4ν + Yµ−λ1···λ5γλ1···λ5ν){µν} = 0. (14.43)

(µ, ν) = (0, 0) および (µ, ν) = (0, 1) の場合に γ01234 を含む項を取り出せば、Y0−1234γ01234 =
Y1−1234 = Y0−0234 = 0 が得られる。これは Yλ−µνρσ = δλ[µXνρσ] を意味している。Yλµνρστ に対

しても全く同様に Yλ−µνρστ = δλ[µXνρστ ] が得られる。

こうして、(14.38) の一般解が次のように得られた。

T
m̂α̂

β̂ = X(γ
m̂

)
α̂

β̂ + Y
m̂p̂q̂

(γp̂q̂)
α̂

β̂ + Y
m̂p̂q̂r̂

(γp̂q̂r̂)
α̂

β̂ + X p̂q̂r̂(γ
m̂p̂q̂r̂

)
α̂

β̂ + X p̂q̂r̂ŝ(γ
m̂p̂q̂r̂ŝ

)
α̂

β̂ (14.44)
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X と Y は任意の反対称テンソルである。これを (14.37) に代入すれば、

R
α̂β̂−m̂n̂

=
1
2
X(γ

m̂n̂
)
α̂β̂
− Y

m̂n̂p̂
(γp̂)

α̂β̂
+

3
2
Y

m̂n̂p̂q̂
(γp̂q̂)

α̂β̂

−1
2
X p̂q̂r̂(γ

m̂n̂p̂q̂r̂
)
α̂β̂

+
1
2
X p̂q̂r̂ŝ(γ

m̂n̂p̂q̂r̂ŝ
)
α̂β̂

(14.45)

I
α̂β̂γ̂

δ̂ = 0 は (14.44) に含まれるテンソルに対する条件を与える。Iαβγ
δ が属する表現の規約分

解は、三階対称スピノル表現を規約分解して得られる 4 つの規約表現にさらにスピノル表現をか
けることで得られる。

4224× 32 = 47190 + 37752 + 28314 + 17160 + 4290 + 4625, (14.46)

1408× 32 = 17160 + 11583 + 5005 + 4290 + 3003 + 1430 + 1144 + 4625

+429 + 3304 + 1653 + 552, (14.47)

320× 32 = 4290 + 3003 + 1430 + 4625 + 429 + 3304 + 1653 + 65 + 552 + 111, (14.48)

32× 32 = 4625 + 3304 + 1653 + 552 + 111 + 10. (14.49)

この中で、0 から 5 までの添え字のついているものは、反対称テンソル表現であることを意味して
いる。（添え字は反対称テンソルの階数である。）Iαβγ

δ は、階数が 0、3、4 の反対称テンソル場
の線形関数であるから、上記の規約分解の中でそれらの表現以外は実際には 0 になっている。特
に、4224× 32 の規約分解はこれらの表現を含まないから 0 である。従って、Iαβγ

δ = 0 を示すた
めには、対称な 3 つのスピノル添え字から得られる 4 つの規約表現のうち、1408 + 320 + 32 のみ
を考えれば十分である。このことは (γuv)αβIαβγ

δ が 0 になることを示せば十分であることを意味
している。

(γuv)αβIαβγ
δ = −22

3
Xγuv

−1
3
Ymnpγ

uvmnp +
2
3
(Yumn + 30Xumn)γvmn|[uv] −

2
3
(Yuvm + 30Xuvm)γm

+
1
12

(Ymnpq − 8Xmnpq)γuvmnpq +
2
3
(Yumnp − 8Xumnp)γvmnp|[uv]

−7(Yuvmn − 8Xuvmn)γmn (14.50)

これが 0 になるという条件は、次のようになる。

X = Xmnp = Ymnp = Ymnpq − 8Xmnpq = 0. (14.51)

従って T
m̂α̂

β̂ は次のように与えられる。

T
m̂α̂

β̂ = X p̂q̂r̂ŝ(γ
m̂p̂q̂r̂ŝ

)
α̂

β̂ + 8X
m̂p̂q̂r̂

(γp̂q̂r̂)
α̂

β̂ = 36(γ
m̂

X\ 4)α̂
β̂ − 12(X\ 4γm̂

)
α̂

β̂ . (14.52)

このように、T
m̂α̂

β̂ は 4 階反対称テンソル場の自由度を含み、11 次元超重力理論に現れるテンソ
ル場に関係していると期待されるが、実際にそうであることはこのあとで見るように超空間上での

反対称テンソル場に対するビアンキ恒等式を用いて示すことができる。

I1

m̂n̂α̂

p̂ = 0 という条件を解くことで R
α̂k̂−m̂n̂

を T
m̂n̂

α̂ を用いて書くことが出来る。

R
α̂p̂−m̂n̂

=
1
8
(γ

p̂
)
α̂β̂

T
m̂n̂

β̂ − 1
8
(γ

m̂
)
α̂β̂

T
n̂p̂

β̂ − 1
8
(γ

n̂
)
α̂β̂

T
p̂m̂

β̂ (14.53)

I
α̂β̂γ̂

m̂ = 0 は自動的に成り立つ。
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14.2.5 反対称テンソル場に対するビアンキ恒等式（微分を含まないもの）

J
α̂β̂p̂q̂r̂

は (14.52) を用いれば、次のように K4 と X4 の関係を与える。

J
α̂β̂p̂q̂r̂

=
(

1
2
(γm̂)

α̂β̂
K

m̂p̂q̂r̂
− 108(γ

p̂
X\ 4γq̂r̂

)
α̂β̂

+ 36(X\ 4γp̂q̂r̂
)
α̂β̂

)

{α̂β̂}[p̂q̂r̂]

=
1
2
(γm̂)

α̂β̂
(K

m̂p̂q̂r̂
− 288X

m̂p̂q̂r̂
), (14.54)

従って、X と K の関係が次のように決定される、

Xµνρσ =
1

288
Kµνρσ. (14.55)

つまり、T
m̂α̂

β̂ は次のように与えられる。

T
m̂α̂

β̂ =
1
8
(γ

m̂
K\ 4)α̂

β̂ − 1
24

(K\ 4γm̂
)
α̂

β̂ =
1

12.4!
(γmpqrsKpqrs)α̂

β̂ +
1

6.3!
(γqrsKmqrs)α̂

β̂ (14.56)

このように、捩率の成分 T
m̂α̂

β̂ は、捩率、および曲率に対するビアンキ恒等式だけを用いていても

物理的意味は明らかにならないが、反対称テンソル場のビアンキ恒等式からその成分が 4 階反対
称テンソル場に等しいことが明らかになる。

次の 3 つが 0 になることは直ちに確かめられる。

J
α̂β̂γ̂q̂r̂

= J
α̂β̂γ̂δ̂r̂

= J
α̂β̂γ̂δ̂ε̂

= 0. (14.57)

14.2.6 ビアンキ恒等式（θ 微分を含むもの）

グラビティーノの運動方程式は、この成分に対する条件として表されるが、この条件はグラスマ

ン奇のビアンキ恒等式、すなわちスピノル添え字を奇数個持つビアンキ恒等式から得ることができ

る。J
α̂n̂p̂q̂r̂

= 0 は K の θ 依存性を決定するのに用いることができる。

D
α̂
K

p̂q̂r̂ŝ
= −3

2
T

p̂q̂
β̂(γ

r̂ŝ
)
β̂α̂
|
[p̂q̂r̂ŝ]

, (14.58)

(14.56) によって T
m̂α̂

β̂ は反対称テンソル場で書けているから、その θ 微分も (14.58) によって次
のように決定される。

D
α̂
T

m̂β̂
γ̂ = − 1

16
[
1
8
(γ

m̂
γp̂q̂r̂ŝ)

β̂
γ̂ − 1

24
(γp̂q̂r̂ŝγ

m̂
)
β̂

γ̂ ](γ
r̂ŝ

)
α̂δ̂

T
p̂q̂

δ̂ (14.59)

一方、捩率に対するビアンキ恒等式 I
m̂α̂β̂

γ̂ も T
m̂α̂

β̂ の θ 微分を含む。

3
2
I
m̂α̂β̂

γ̂ =
[
−D

α̂
T

m̂β̂
γ̂ + R

m̂α̂β̂
γ̂
]
{α̂β̂}

+
1
8
(γk)

α̂β̂
T

k̂m̂
γ̂ . (14.60)

この式の曲率テンソルを (14.53) を用いてグラビティーノ超場で書き換え、さらに θ 微分項も

(14.59) によってグラビティーノ超場で書き換えればこの式を T
m̂n̂

α̂ の線形関係として表すことが

できる。T
m̂n̂

α̂ を SO(11) の規約表現に分解すると、1408 + 320 + 32 となる。(14.60) が 0 にな
るという条件は、ローレンツ共変性よりこれら 3 つの規約表現のうちの幾つかが 0 であるという
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条件を与えるはずである。スピノル添え字が 3 つある (14.60) を直接扱うのは難しいので、α と

β を γu でつぶしてみると、次の式をえる。

3
2
(γu)αβI

m̂α̂β̂
γ̂ =

(
−144

96
γuγpTpm +

40
96

γmγpTpu +
41
96

δmuγpqTpq +
5
96

γmuγpqTpq

)γ

(14.61)

この式から簡単に次の式を示すことができる。

(γk̂)α̂
β̂
T

k̂m̂
β̂ = 0. (14.62)

この式は T
m̂n̂

α̂ の規約分解のうち 320 + 32 が 0 であることを表している。T
m̂n̂

α̂ の θ = 0 成分は
グラビティーノの場の強さに対応するから、(14.62) の θ = 0 成分はグラビティーノの運動方程式
であると解釈できる。実際に成分場で書いたときにグラビティーノの運動方程式を与えることは後

で改めてチェックする。

(14.61) の中には γmTmn という形でのみ Tmn が現れているので、(14.62) が成り立てば (14.61)
は 0 になる。さらに、(14.62) をもちいれば (γuv)αβI

m̂α̂β̂
γ̂ = (γuvwxy)αβI

m̂α̂β̂
γ̂ = 0 も示すことが

できる。これらの式は I
m̂α̂β̂

γ̂ = 0 を表している。
グラビティーノの運動方程式に相当する (14.62) が成り立っていれば、Tmα

β、Kmnpq の θ 依存

性は (14.58) や (14.60) から得ることができる。上で述べたように (14.62) はこれら二つの式から
得られる θ 依存性が互いに矛盾しないための条件になっている。θ 依存性がまだ決定されていな

いのは、グラビティーノの場の強さを含む超場 Tmn
α である。T

m̂n̂
α̂ の θ 依存性を決定するには、

ビアンキ恒等式 I
m̂n̂α̂

β̂ = 0 を用いればよい。

D
α̂
T

m̂n̂
β̂ = −R

m̂n̂α̂
β̂ −D

m̂
T

n̂α̂
β̂ −D

n̂
T

α̂m̂
β̂ − T

n̂α̂
γ̂T

γ̂m̂
β̂ − T

α̂m̂
γ̂T

γ̂n̂
β̂ (14.63)

ただし、この式の右辺の T
m̂n̂

β̂ の一部の成分はグラビティーノの運動方程式の超空間版 (14.62) に
よって 0 になっている。このことと矛盾しないためにはこの式の右辺の対応する成分が消えてい
なければならない。この部分を抜き出すために、(14.63) の γ-トレースを取り、グラビティーノの
運動方程式 (14.62) を用いれば、グラビティーノの場の強さを含まない次の式を得る。

1
2
Rmpγ

p = DmTnγn −DnTmγn + TnTmγn − TmTnγn (14.64)

ただし、恒等式 (14.34) を用いた。また、リッチテンソルを Rmp = Rmnp
n と定義した。この式の

右辺の γ-行列の反対称積による分解は次のようになる。

DmTnγn −DnTmγn =
1
12
〈γmD\K\ 〉4 +

1
6
〈γmD\K\ 〉2, (14.65)

TnTmγn − TmTnγn = − 1
24
〈3K\ γmK\ − γmK\K\ 〉1 +

1
24
〈γmK\K\ 〉7 +

1
12
〈γmK\K\ 〉9.(14.66)

ただし反対称テンソル場に対するビアンキ恒等式 J
m̂n̂p̂q̂r̂

= 0 より従う D\K\ + K\D\ = 0 を用いた。
（この式中の微分演算子はどちらも K に作用する。）よって右辺は次のように書くことができる。

− 1
24
〈3K\ γmK\ − γmK\K\ 〉1 +

1
8
γm

(
〈D\K\ 〉3 +

1
2
〈K\K\ 〉8

)
+

1
24

(
〈D\K\ 〉3 +

1
2
〈K\K\ 〉8

)
γm (14.67)

これらを用いると、(14.64) は次の 2 つに分解できる。

Rmpγ
p = − 1

12
〈3K\ γmK\ − γmK\K\ 〉1, (14.68)

〈D\K\ 〉3 +
1
2
〈K\K\ 〉8 = 0. (14.69)
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(14.68) は次のように書き換えることもできる。

Rmn − 1
2
ηmnR =

1
2 · 3!

KmpqrKn
pqr − 1

4 · 4!
ηmnK2

pqrs (14.70)

この式が成り立つためには R
m̂n̂
が対称テンソルである必要があるが、実際 (14.34) にあるように

この条件は満足されている。この式は θ = 0 成分としてグラビトンの運動方程式を含んでいる。
一方 (14.69) は、次の式と等価である。

DmKmuvw − 1
2 · 4! · 4!

γuvwklmnpqrsKklmnKpqrs = 0. (14.71)

この式は θ = 0 成分として反対称テンソル場の運動方程式を含んでいる。
これらが実際に成分場の運動方程式を与えることは後でチェックする。

14.3 成分場による書き換え

14.3.1 成分場に対する超対称変換

超場形式では、超対称変換を超空間上の一般座標変換として得ることができる。

δeµ
m̂ = Dµεm̂ − 1

4
ξα̂ψµ

β̂(γm̂)
α̂β̂
− λm̂

k̂
eµ

k̂ (14.72)

δψµ
α̂ = Dµξα̂ + ξβ̂T

β̂µ
α̂ + εk̂eµ

m̂T
k̂m̂

α̂ + εk̂ψµ
β̂T

k̂β̂
α̂ − λα̂

β̂
Eµ

β̂ (14.73)

変換パラメータ ξâ を含む部分だけを取り出して見ると、

δeµ
m̂ =

1
4
(ξγm̂ψµ) (14.74)

δψµ
α̂ = Dµξα̂ + ξβ̂T

β̂µ
α̂|θ=0 = Dµξα̂ +

1
24

(γµK\ cov
ξ)α̂ − 1

8
(K\ cov

γµξ)α̂ (14.75)

3 階反対称ポテンシャル場については

δA3 =
1
6
εm̂en̂ ∧ ep̂ ∧ eq̂K

m̂n̂p̂q̂
|θ=0 − 1

2
εm̂en̂ ∧ ψα̂ ∧ ψβ̂K

m̂n̂α̂β̂
|θ=0 − 1

2
ξα̂ψβ̂ ∧ ep̂ ∧ eq̂K

α̂β̂p̂q̂
|θ=0

=
1
6
εm̂en̂ ∧ ep̂ ∧ eq̂Kcov

m̂n̂p̂q̂
− 1

8
εm̂en̂ ∧ ψα̂ ∧ ψβ̂(γ

m̂n̂
)
α̂β̂

+
1
4
(ξγ[2] ∧ ψ) (14.76)

パラメータ ξα̂ に依存する部分を取り出すと、

δA3 =
1
4
(ξγ[2] ∧ ψ) (14.77)

14.3.2 超共変化された場の強さ

捩率、曲率、4 階反対称テンソル場の θ = 0 成分が対応するポテンシャルを用いてどのように表
されているかを見ておこう。これらの θ = 0 成分を次のように定義しておく。

Kcov

m̂n̂p̂q̂
= W

m̂n̂p̂q̂
|θ=0, ψcov

m̂n̂

α̂ = T
m̂n̂

α̂|θ=0, Rcov

m̂n̂p̂q̂
= Rcov

m̂n̂p̂q̂
|θ=0. (14.78)
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超空間上の反対称テンソル場を WMNPQ(x, θ) とする。W の足のうち m 個が dx で n 個が dθ

である成分を Wm|n と書くことにすると、拘束条件より、

W4|0|θ=0 =
1
24

em̂ ∧ en̂ ∧ ep̂ ∧ eq̂W
m̂n̂p̂q̂

|θ=0 − 1
4
em̂ ∧ en̂ ∧ ψα̂ ∧ ψβ̂W

m̂n̂α̂β̂
|θ=0

= Kcov +
1
8
(ψ ∧ γ[2] ∧ ψ) (14.79)

一方ビアンキ恒等式より、W はポテンシャル V を用いてW = dV と書くことができる。特に、

W4|0 成分 は V3|0 成分のみと関係しており、成分表示でのポテンシャル A3 を

A3 = V3|0|θ=0, (14.80)

によって定義すれば

W4|0|θ=0 = K4 ≡ dA3 (14.81)

のようにポテンシャル A3 を用いて表すことができる。したがって、(14.79) と (14.81) を比較す
れば、Kcov

4 をポテンシャル A3 を用いて与える次の式が得られる。

Kcov
4 = K4 − 1

8
(ψ ∧ γ[2] ∧ ψ). (14.82)

あるいは、

Kcov

p̂q̂r̂ŝ
= K

p̂q̂r̂ŝ
− 3

2
(ψ

p̂
γ

q̂r̂
ψ

ŝ
)|

[p̂q̂r̂ŝ]
= K

p̂q̂r̂ŝ
− 1

8
(ψ

m̂
〈γm̂γ

p̂q̂r̂ŝ
γn̂〉2ψn̂

). (14.83)

反対称テンソル場は超場形式では捩率の T
m̂α̂

β̂ 成分と次のように関係している。

T
m̂α̂

β̂ =
1
8
(γ

m̂
W\ 4|0)α̂

β̂ − 1
24

(W\ 4|0γm̂
)
α̂

β̂ (14.84)

この式の θ = 0 成分は (14.78) を用いれば

T
m̂α̂

β̂ |θ=0 =
1
8
(γ

m̂
K\ cov)

α̂
β̂ − 1

24
(K\ cov

γ
m̂

)
α̂

β̂ (14.85)

となる。ここに現れているのが K ではなく Kcov であることに注意すること。

スピン接続を多脚場を用いて表すには T
m̂n̂

k̂ = 0 を用いるが、ひとまずこれ以外の拘束条件を
用いて

T2|0k̂(θ = 0) =
1
2
em̂ ∧ en̂T

m̂n̂
k̂|θ=0 + em̂ ∧ ψα̂T

m̂α̂
k̂|θ=0 − 1

2
ψα̂ ∧ ψβ̂T

α̂β̂
k̂|θ=0

= T covk̂ +
1
8
(ψ ∧ γk̂ψ) (14.86)

ただしここで T covk̂ を次のように定義した。

T cov

m̂n̂

k̂ = T
m̂n̂

k̂|θ=0 (14.87)

一方ビアンキ恒等式より、次のように書けることが保障される。

T2|0k̂|θ=0 = dek̂ + ωk̂̂l ∧ ê
l

(14.88)

(14.86) と (14.88) の二つを比較すれば

T cov
µν

k̂ = ∂µeν
k̂ − ∂νeµ

k̂ + ωµ
k̂̂le

νl̂
− ων

k̂̂le
µ̂l
− 1

4
ψµγk̂ψν . (14.89)
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もちろん (14.87) によって定義された T cov
µν

k̂ は拘束条件により 0 である。これを解くことにより、
ω を e と ψ を用いて表すことができる。

ωλµν =
1
2
(−e

λk̂
∂µeν

k̂ + e
µk̂

∂νeλ
k̂ + e

νk̂
∂λeµ

k̂) +
1
8
(ψµγλψν − ψνγµψλ − ψλγνψµ). (14.90)

グラビティーノの場の強さと T
m̂n̂

α̂ の関係も、同様の手続きで求めることができる。まず、ビア

ンキ恒等式は次のように書けることを保障する。

Tµν
α̂|θ=0 = ψµν

α̂ ≡ Dµψν
α̂ −Dνψµ

α̂ (14.91)

一方、拘束条件と (14.78) で定義される ψcov
µν

α̂ を用いて

Tµν
α̂|θ=0 = ψcov

µν
α̂ + ψµ

β̂eν
n̂T

β̂n̂
α̂|θ=0 + eµ

m̂ψν
β̂T

m̂β̂
α̂|θ=0 (14.92)

これら二つを比較すれば、次の式が得られる。

ψcov

m̂n̂

α̂ = ψ
m̂n̂

α̂ + ψ
m̂

β̂T
n̂β̂

α̂|θ=0 − ψ
n̂

β̂T
m̂β̂

α̂|θ=0

= ψ
m̂n̂

α̂ +
1
8
(K\ cov

γ
n̂
ψ

m̂
)α̂ − 1

24
(γ

n̂
K\ cov

ψ
m̂

)α̂ − 1
8
(K\ cov

γ
m̂

ψ
n̂
)α̂ +

1
24

(γ
m̂

K\ cov
ψ

n̂
)α̂(14.93)

最後に (14.85) を代入した。
曲率テンソルについても同様である。局所ローレンツ系のテンソルとの関係は

R
2|0p̂q̂

|θ=0 =
1
2
em̂ ∧ en̂Rcov

m̂n̂p̂q̂
+ ψα̂ ∧ em̂R

α̂m̂p̂q̂
|θ=0 − 1

2
ψα̂ ∧ ψβ̂R

α̂β̂p̂q̂
|θ=0 (14.94)

一方ビアンキ恒等式より、次のようにスピン接続を用いて表すことができる。

R
2|0p̂q̂

|θ=0 = dω
p̂q̂

+ ω
p̂r̂
∧ ωr̂

q̂
(14.95)

比較すれば

Rcov

m̂n̂p̂q̂
= R

m̂n̂p̂q̂
− ψα̂

m̂
R

α̂n̂p̂q̂
+ ψα̂

n̂
R

α̂m̂p̂q̂
+ ψα̂

m̂
ψβ̂

n̂
R

α̂β̂p̂q̂

= R
m̂n̂p̂q̂

+
1
8
(ψ

m̂
γ

n̂
ψcov

p̂q̂
)− 1

8
(ψ

m̂
γ

p̂
ψcov

q̂n̂
)− 1

8
(ψ

m̂
γ

q̂
ψcov

n̂p̂
)− (m̂ ↔ n̂)

−1
4
(ψ

m̂
T

p̂
γ

q̂
ψ

n̂
)− (m̂ ↔ n̂)

= R
m̂n̂p̂q̂

+
1
8
(ψ

m̂
γ

n̂
ψcov

p̂q̂
)− 1

8
(ψ

m̂
γ

p̂
ψcov

q̂n̂
)− 1

8
(ψ

m̂
γ

q̂
ψ

n̂p̂
)− (m̂ ↔ n̂) (14.96)

14.3.3 成分場についての運動方程式

グラビティーノの運動方程式は超場に対する式 (14.62) の θ = 0 成分として次のように与えら
れる。

γm̂ψcov

m̂n̂
= 0 (14.97)

これが γk̂m̂n̂ψcov

m̂n̂
= 0 と同値であることはすぐに確かめられる。ここに (14.93) を代入すれば、

0 = γk̂m̂n̂ψcov

m̂n̂
= γk̂m̂n̂ψ

m̂n̂
− 1

4
γk̂K\ cov

γm̂ψ
m̂

+
1
4
γm̂K\ cov

γk̂ψ
m̂

(14.98)
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が得られる。これは成分形式で得られる運動方程式 (13.50) にグラビティーノの２次まで一致する。
超場形式で、反対称テンソル場の運動方程式は超空間上の式 (14.71) によって与えられる。もう

一度書いておこう。

DmKmuvw − 1
2 · 4! · 4!

γuvwklmnpqrsKklmnKpqrs = 0. (14.99)

この式は θ = 0 成分として反対称テンソル場の運動方程式を含んでいる。実際、グラビティーノ
の寄与を無視すれば、これが以前に成分形式で得られた運動方程式 (13.33) に一致することは明ら
かである。ここではフェルミオンについて高次の項まで含めた運動方程式を導出し、フェルミオン

の 2 次の項まで (13.33) と一致することを見ておこう。
まず、(14.99) の第 1項の θ = 0 成分が成分場表示でどうなるかを見てみよう。まずは一般の、

添え字を縮約しない微分について、次のように変形できる。

(D
n̂
K

p̂q̂r̂ŝ
)cov = D

n̂
K

p̂q̂r̂ŝ
|θ=0 = e

n̂
µ

(
DµK

p̂q̂r̂ŝ
|θ=0 − ψµ

α̂D
α̂
K

p̂q̂r̂ŝ
|θ=0

)

= e
n̂

µ

(
DµKcov

p̂q̂r̂ŝ
− 3

2
ψcov

p̂q̂

β̂(γ
r̂ŝ

)
β̂α̂

ψµ
α̂|

[p̂q̂r̂ŝ]

)
(14.100)

D
α̂
K をグラビティーノで表すために (14.58) を用いた。この式の第 2項はグラビティーノの運動

方程式を用いることでさらに変形することができる。まず、次のように交換関係、反交換関係を用

いて書き換える。

3
2
ψcov

p̂q̂
γ

r̂ŝ
ψ

n̂
|
[p̂q̂r̂ŝ]

= −1
8
ψcov

m̂k̂
〈γ

p̂q̂r̂ŝ
γm̂γk̂〉2ψn̂

= − 1
32

ψcov

m̂k̂
{[γ

p̂q̂r̂ŝ
, γm̂], γk̂}ψ

n̂
(14.101)

ここで、(14.97) の運動方程式 γm̂ψcov

m̂n̂
= 0 を用いれば、最後の表式の交換関係と反交換関係を入

れ替えることができて、

= − 1
32

ψcov

m̂k̂
[{γ

p̂q̂r̂ŝ
, γm̂}, γk̂]ψ

n̂
= −1

8
ψcov

m̂k̂
γ

p̂q̂r̂ŝ
m̂k̂ψ

n̂
(14.102)

こうして得られた (14.102) と、Kcov の式 (14.83) を (14.100) に代入すると、

(D
k̂
K

p̂q̂r̂ŝ
)cov = D

k̂
K

p̂q̂r̂ŝ
− 1

8
D

k̂
(ψ

m̂
〈γm̂γ

p̂q̂r̂ŝ
γn̂〉2ψn̂

)− 1
8
ψcov

m̂n̂
γ

p̂q̂r̂ŝ
m̂n̂ψ

k̂
(14.103)

運動方程式 (14.99) の第 1項のように、共変微分の添え字と K の添え字をひとつ縮約し、ψcov

の式 (14.93) を代入すると次のように変形することができる。

(D
k̂
K k̂p̂q̂r̂)cov = D

k̂
(K k̂p̂q̂r̂ − κk̂p̂q̂r̂) +

1
32

ψ
m̂

γ
n̂
K\ cov

γm̂k̂p̂q̂r̂n̂ψ
k̂

+
1
16

ψ
m̂

K\ cov
γm̂k̂p̂q̂r̂ψ

k̂
(14.104)

ただし、κ は次のように定義されるもので、成分形式の作用の 3 点結合項の変分として現れるも
のと同じである。

κk̂p̂q̂r̂ =
1
8
(ψ

m̂
〈γm̂γk̂p̂q̂r̂γn̂〉2,6ψn̂

) (14.105)

さらに (14.104) の ψKψ 項を整理することにより、次の式を得る。

(D
k̂
K k̂p̂q̂r̂)cov = D

k̂
(K k̂p̂q̂r̂ − κk̂p̂q̂r̂) +

1
8
ψ

m̂
〈K\ cov

γm̂k̂p̂q̂r̂〉9ψk̂
− 1

8
ψ

m̂
〈K\ cov

γm̂k̂p̂q̂r̂〉1ψk̂
(14.106)

ここで、

Kcov
µνρσ = Kµνρσ − ζµνρσ, ζµνρσ =

3
2
(ψµγνρψσ)[µνρσ] (14.107)
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のように ζ を定義すると、

1
8
ψ

m̂
〈K\ cov

γm̂k̂p̂q̂r̂〉9ψk̂
= − 1

4! · 4!
εp̂q̂r̂m1∼4n1∼4Kcov

m1∼4
ζn1∼4 (14.108)

が成り立つ。さらに、

− 1
8
ψ

m̂
〈K\ cov

γm̂k̂p̂q̂r̂〉1ψk̂
= −5

8
(ψ

m̂
γ[m̂ψ

k̂
)Kcovk̂p̂q̂r̂] = −5

2
T

m̂k̂
[m̂Kcovk̂p̂q̂r̂] (14.109)

が成り立つ。したがって、

(D
k̂
K k̂p̂q̂r̂)cov = D

k̂
(K k̂p̂q̂r̂−κk̂p̂q̂r̂)−5

2
T

m̂k̂
[m̂(K−κ)k̂p̂q̂r̂]− 1

4! · 4!
εp̂q̂r̂m1∼4n1∼4Kcov

m1∼4
ζn1∼4−

5
2
T

m̂k̂
[m̂(κ−ζ)k̂p̂q̂r̂]

(14.110)
さらに (13.34) を用いれば

(D
k̂
K k̂p̂q̂r̂)cov = (∗d∗(K−κ))p̂q̂r̂− 1

4! · 4!
εp̂q̂r̂m1∼4n1∼4Kcov

m1∼4
ζn1∼4−

5
2
T

m̂k̂
[m̂(κ−ζ)k̂p̂q̂r̂] (14.111)

運動方程式は

0 = (∗d ∗ (K − κ))p̂q̂r̂ − 1
2 · 4! · 4!

εp̂q̂r̂m1∼4n1∼4Km1∼4Kn1∼4

+
1

2 · 4! · 4!
εp̂q̂r̂m1∼4n1∼4ζm1∼4ζn1∼4 −

5
2
T

m̂k̂
[m̂(κ− ζ)k̂p̂q̂r̂] (14.112)

右辺 1 行目はグラビティーノについて 2 次までの項であり、(13.33) と一致する。二行目はグラビ
ティーノについて 4 次の項である。
重力場の運動方程式は (14.68) の θ = 0 成分として次のように与えられる。

Rcov

m̂n̂p̂

n̂γp̂ = −1
4
〈K\ cov

4 γ
m̂

K\ cov
4 〉1 +

1
12
〈K\ cov

4 K\ cov
4 γ

m̂
〉1 (14.113)

あるいは、γ-行列を使わない式 (14.70) の θ = 0 成分は

Rcov

m̂n̂
− 1

2
η

m̂n̂
Rcov =

1
2 · 3!

Kcov

m̂p̂q̂r̂
Kcov

n̂

p̂q̂r̂ − 1
4 · 4!

η
m̂n̂

(Kcov

p̂q̂r̂ŝ
)2 (14.114)

14.4 平坦な超空間

T (z) に対する次の拘束条件

T
m̂n̂

k̂(z) = T
m̂α̂

k̂(z) = 0, T
α̂β̂

k̂(z) =
1
4
(γk̂)

α̂β̂
(14.115)

を用いて、多脚場の θ 展開のはじめのいくつかの項を求めよう。

まず、捩率の定義を用いると、次の式が得られる。

DµEν
k̂ −DνEµ

k̂ = −1
4
Eµ

α̂Eν
β̂(γk̂)

α̂β̂
, (14.116)

DαEµ
k̂ −DµEα

k̂ = −1
4
Eα

α̂Eµ
β̂(γk̂)

α̂β̂
, (14.117)

DαEβ
k̂ + DβEα

k̂ =
1
4
Eα

α̂Eβ
β̂(γk̂)

α̂β̂
. (14.118)

(14.116) の θ = 0 部分は次のように与えられる。

∂µek̂
ν + ωµ

k̂
l̂
êl
ν − [µν] =

1
4
ψµγk̂ψν (14.119)
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この関係式は、スピン接続 ω が、em̂
µ を用いて定義される部分のほかにグラビティーノからの寄与

を含んでいることを意味する。

ω
µ−m̂n̂

= ω
µ−m̂n̂

(em̂
µ ) +

1
8
(ψ

m̂
γµψ

n̂
− ψ

n̂
γ

m̂
ψµ − ψµγ

n̂
ψ

m̂
) (14.120)

(14.117) および (14.118) の θ = 0 成分は次の式を与える。

∂αEµ
k̂ = −1

4
eα

α̂(γk̂)
α̂β̂

ψβ̂
µ , ∂αEβ

k̂ + ∂βEα
k̂ =

1
4
eα

α̂eβ
β̂(γk̂)

α̂β̂
. (14.121)

従って、EM
k̂ の θ1 項が次のように決定される。

Eµ
k̂ = ek̂

µ −
1
4
θαeα

α̂(γk̂)
α̂β̂

ψβ̂
µ +O(θ2), Eβ

k̂ =
1
8
θαeα

α̂eβ
β̂(γk̂)

α̂β̂
+O(θ2). (14.122)

ただし Eβ
k̂ については上記の形にするのに局所ローレンツ変換を持ちいた。

宇宙項が 0 である超重力理論では、場の方程式の解として平坦な時空が存在する。これを超空
間に拡張し、その上での並進対称性についてみてみよう。このような背景は次のように与えること

ができる。

Eµ
m̂ = δm̂

µ , Eµ
α̂ = 0, Eα

β̂ = δβ̂
α, Eα

m̂ =
1
8
γm̂

αβθβ , (14.123)

ここで注意しなければならないのは、拘束条件

DαEβ
m̂ + DβEα

m̂ = T m̂
αβ =

1
4
γm̂

αβ (14.124)

を満足するために Eα
m̂ を 0 にすることができないという点である。逆行列 E

Â
N は次のように与

えられる。

E
m̂

µ = δµ

m̂
, E

m̂
α = 0, E

α̂
β = δβ

α̂
, E

α̂
µ = −1

8
γµ

αβθβ , (14.125)

曲率 R̃
ÂB̂−m̂n̂

はすべて 0 にすることができるので、スピン接続はすべての成分を 0 に取ってお
くことができる。

ω
M−m̂n̂

= 0. (14.126)

大域的な超対称性変換は超空間上の一般座標変換のうち、このゲージを破らないものとして定義

される。すなわち、大域的対称性の変換パラメータは次の条件を満足しなければならない。

E
B̂

MδEM
Â = E

B̂
MDM εÂ + εĈT

ĈB̂
Â = 0. (14.127)

B̂ = k̂ の場合には

∂κεÂ = 0. (14.128)

となり、ε が xµ に依存しないことがすぐに結論される。B̂ = α̂ の場合には次の二つの式を与える。

E
α̂

βDβεm̂ +
1
4
(γm̂)

α̂β̂
εβ̂ = 0, E

α̂
γDγεβ̂ = 0. (14.129)

右側の式は εα̂ が θ に依存しない定数であることを表しており、左側の式は次のように解くことが

できる。

εβ̂(z) = ξβ̂ , εm̂(z) = εm̂ − 1
4
θα̂(γm̂)

α̂β̂
ξβ̂ . (14.130)

添え字が接空間の場合には次のように係数が変化することに注意すること。

εµ(z) = εm̂(z)E
m̂

µ + εα̂(z)E
α̂

µ = εµ − 1
8
θα(γµ)αβξβ (14.131)

すなわち、背景を変化させない大域的な座標変換は次のように与えられる。

θ → θ + ξ, xµ → xµ + εµ +
1
8
θγµξ. (14.132)
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14.5 超空間上のブレーン

超空間上の超一般座標変換とブレーン上の一般座標変換のもとで不変なブレーンの作用を書くの

はきわめて簡単である。たとえば、次の南部-後藤作用はこの条件を満足する。

S = −T

∫
dp+1σ

√
− det(Gij). (14.133)

ただしブレーン上の座標を σi とし、ブレーン上に誘導された計量 Gij は次のように定義される。

Gij = (−)MN∂iz
M∂jz

NgMN . (14.134)

超空間上の計量 gMN は次のように定義した。

gMN = EM
m̂EN

n̂η
m̂n̂

. (14.135)

この計量の定義において局所ローレンツ添え字の縮約がベクトル添え字についてのみなされている

ことに注意。

Πm̂ を導入しよう。

Πm̂ = dzMEM
m̂. (14.136)

Wess-Zumino ゲージでの展開式 (14.122) を代入すれば

Πk̂ = dσiΠk̂
i = dxµ

(
ek̂
µ −

1
4
θαeα

α̂(γk̂)
α̂β̂

ψβ̂
µ

)
+

1
8
dθβθαeα

α̂eβ
β̂(γk̂)

α̂β̂
+O(θ2). (14.137)

これを用いて、南部-後藤作用は次のように書くことができる。

S = −T

∫
dp+1σ

√
− det

(
Πm̂

i Πn̂
j η

m̂n̂

)
(14.138)

前にも述べたように、この作用は明らかに超空間上の一般座標変換（すなわち通常の一般座標変換

と局所的超対称変換）とブレーン上の一般座標変換に対する不変性を持っている。これが成分場で

表したときにどのようになるかを見るために、Πm̂
i のフェルミオンを含む部分を次のように分離し

よう。

Πm̂
i = P m̂

i +
1
8
θγm̂∂iθ. (14.139)

これを先ほどの南部-後藤作用に代入し、フェルミオン θ について 4 次以上の項を無視すると次の
ようになる。

S = −T

∫
dp+1σ

√
− det(g̃ij)

[
1 +

1
8
g̃ijP m̂

j (θγ
m̂

∂iθ)
]

+O(δΠ2). (14.140)

ここでブレーン上の γ-行列の役割を果たす次の行列を導入しよう。

γ̃i ≡ γ
m̂

P m̂
i . (14.141)

これは γ 行列とよく似た性質を満足する。

{γ̃i, γ̃j} = 2Gij . (14.142)

この γ-行列を用いると、上記の作用のフェルミオンについて二次の項は次のように書く事ができる。

Sθ = −1
8
T

∫
d2n+1σ

√
− det(g̃ij)(θγ̃i∂iθ). (14.143)
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上記の作用で与えられるブレーンが存在すると超対称性はすべて自発的に破れてしまう。これは

変換則 (14.132) において超対称変換がブレーン上のフェルミオン場 θ をシフトすることから明ら

かである。また、ブレーンの振動モードの個数を調べてみると、ボゾン的な振動モードはブレーン

に垂直な方向の個数で与えられるのに対してフェルミオン的な振動モードは時空の超対称性の個数

分だけ（すなわち θ の成分数だけ）存在する。フェルミオンの力学的自由度はその成分数の半分

である。このようにして決まるブレーンの力学的自由度の数は一般にはボゾンとフェルミオンとで

一致しない。

超対称性を部分的に残す BPS ブレーンを表す作用を得るには、（一般にはブレーン上にゲージ
場を導入した上で、）フェルミオンの自由度の数を調整するために κ-変換と呼ばれるフェルミオン
的なゲージの下で不変になるように作用を変更する必要がある。これについては具体的なブレーン

について述べる際に説明する。

14.5.1 M2-ブレーン作用

M2-ブレーンの作用のボゾン部分は、ブレーンの張力 T に比例する部分とブレーンの電荷 Q に

比例する部分からなり、次のように与えられる。

S = −T

∫
d3σ

√
−det(Gij) + Q

∫
A3. (14.144)

超対称性を持つ M2-ブレーンの作用を得るにはこれを超場形式で書かれた作用であると解釈しなお
すだけでよい。[31]第１項は先ほどの南部-後藤作用であるから、ここでは第二項目のWess-Zumino
項について見てみよう。背景にゲージ場が存在しない場合、すなわち Kµνρσ = 0 であり、それ以
外の成分は拘束条件 (14.18) によって与えられる場合を考えると、超場 K4 は次のように与えら

れる。

K4 = −1
4
K

p̂q̂α̂β̂
Πp̂ ∧Πq̂ ∧Πα̂ ∧Πβ̂ = − 1

16
(γµν)αβdxµ ∧ dxν ∧ dθα ∧ dθβ +O(θ4). (14.145)

従ってポテンシャルは次のように取ることができる。

A3 =
1
16

dxµ ∧ dxν ∧ (θγµνdθ) +O(θ4). (14.146)

これを (14.144) の Wess-Zumino 項に代入すると、

SWZ =
1
16

Q

∫
dxµ ∧ dxν ∧ (θγµνdθ) +O(θ4)

=
1
16

Q

∫ √
−Gd3σεijk(θγ̃ij∂kθ) +O(θ4)

=
1
8
Q

∫ √
−Gd3σ(θγ̃kΓ∂kθ) +O(θ4). (14.147)

ただし、Γ を次のように定義した。
Γεijk = γ̃[iγ̃j γ̃k]. (14.148)

こうして Wess-Zumino 項から得られたフェルミオンの作用を南部-後藤作用から得られたもの
と合計すると、

Sfermion = −1
8

∫
d3σ(θγ̃i∂i(T −QΓ)θ) (14.149)

となる。ここでもし T = |Q| であれば、上記の作用は次の局所的な変換で不変である。
δθ = (T + QΓ)κ. (14.150)

これによりフェルミオンの自由度のうちの半分はゲージ自由度になる。
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第15章 II 型超重力理論

15.1 10 次元のスピノル

10 次元の γ 行列やスピノルについては、11 次元と全く同じ物を用いる。荷電共役行列、ディ
ラック共役、マヨラナ条件など、すべて 11 次元と同じ物を用いる。

10 次元の荷電共役行列は次の式を満足する。

γµC = −C(γµ)T , CT = −C. (15.1)

ディラック共役は次のように定義される。

ψ = iψ†γ0. (15.2)

10 次元にはマヨラナワイルスピノルが存在する。ワイルスピノルは γ11 の +1 または −1 の固
有ベクトルとして定義される。γ11 の正の固有値に対応するものを左巻き、負の固有値に対応する

ものを右巻きと呼ぶことにする。

二つのマヨラナスピノルの２次形式に対して次の式が成り立つ。

• 転置公式
(ψ1γ

µ1···µkψ2) = (−)k(ψ2γ
µk···µ1ψ1). (15.3)

• 共役公式
(ψ1γ

µ1···µkψ2) = (−)k(ψ2γ
µk···µ1ψ1) = (ψ1γ

µ1···µkψ2). (15.4)

10 次元完全反対称テンソル ε10 の符号は特に指定しないが、任意の 10 階完全反対称テンソル
場 X10 に対して次の式が成り立つものとする。

∫
X10 =

∫
d10x

√−g
tr
32

X\ 10γ
11 =

∫
d10x

1
10!

εµ1···µ10Xµ1···µ10 (15.5)

15.2 IIA 型超重力理論の作用と超対称変換

10 次元には、超重力理論が 3 種類存在することが知られており、それぞれ IIA 型、IIB 型、I
型と呼ばれる。IIA 型と IIB 型の理論はマヨラナワイルで数えて二つの、I 型理論は一つの超対称
電荷を持つ。

IIA 型と IIB 型の理論は二つの超対称電荷の相対的なカイラリティによって区別され、互いに
反対のカイラリティを持つ場合を IIA 型、同じカイラリティを持つ場合を IIB 型と呼ぶ。この節
ではまず IIA 型理論について考える。
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IIA 型超重力理論に含まれる場は全て零質量である。光錐座標をとって光錐方向に直行する方向
に注目すれば、物理的なモードは SO(8) の表現として分類することができる。IIA 型理論の物理
的モードの個数は 11 次元超重力理論と同じ 256 個であり、SO(8) の次の表現に属している。

(8v + 8s)× (8v + 8c). (15.6)

これらのうち、スピンが整数、すなわちベクトルの添え字のみで表すことができる表現、すなわち

8v × 8v と 8s × 8c に属する場はボゾンであり、スピノルの添え字を一つ持つ 8v × 8c と 8s × 8v

に属する場はフェルミオンである。

8s×8c に属する場は R-R 場と呼ばれるが、既約分解するといくつかの反対称テンソル場によっ
て表される。それらに対応する場の強さは 2 階、4 階の反対称テンソルであり、その双対場は 8 階
と 6 階の反対称テンソルである。さらに IIA 型理論には宇宙定数に対応するパラメータがあり、
このパラメータまで含めると全ての偶数階のテンソル場が現れる。これらを全てまとめて扱うこと

により、IIA 型超重力理論の運動方程式は比較的単純な形に書くことができる。
一方、IIA 型理論の作用を構成するためには、偶数階のテンソル場を電気的な場と磁気的な場に

分け、電気的な場の強さをポテンシャルで表す必要がある。そのため、偶数階のテンソル全てをま

とめて扱うことができなくなり、作用の形は少し複雑になる。そこで以下ではまず反対称テンソル

場の場の強さが満足する運動方程式を与え、その後でポテンシャルを導入して超対称不変な作用を

与えることにする。

まず、IIA 型理論を構成する場を与えておこう。ボゾン場は重力場、３階反対称テンソル場 Hµνρ

（これはポテンシャルである。）、ディラトン場、そして R-R 場よりなる。Hµνρ は場の強さを表す

テンソル場であり、対応するポテンシャルを Bµν とする。重力場は計量 gµν または多脚場 em̂
µ に

よって表現される。R-R 場の場の強さは偶数階の反対称テンソルとして表現され、それらを G2n

(n = 0, 1, 2, 3, 4, 5) と書くことにする。フェルミオンはグラビティーノ ψµ とディラティーノ λ か

らなる。これらはどちらもマヨラナスピノルである。それぞれ二つのマヨラナワイルスピノルに分

解することもできるが、一つのマヨラナスピノルとしてまとめて表すほうが以下の計算には便利で

ある。

作用および変換則を書き下すためには、ゲージ場の強さを、ビアンキ恒等式を満足するようにポ

テンシャルであらわす必要がある。まず、R-R 場のビアンキ恒等式は

dm = 0, dG2 = mH3, dG4 = H3 ∧G2. (15.7)

最初の式は m が力学的自由度を持たない定数、つまり理論のパラメータであることを意味してい

る。NS-NS 反対称テンソル場のビアンキ恒等式は

dH3 = 0, (15.8)

である。これらのビアンキ恒等式を満足させるためには場の強さをポテンシャルを用いて次のよう

にあらわしておけばよい。
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場の強さとポテンシャル¶ ³

IIA 型超重力理論の場の強さとポテンシャルの間の関係は次のように与えられる。

H3 = dB2, G2 = dC1 + mB2, G4 = dC3 + B2 ∧ dC1 +
m

2
B2 ∧B2. (15.9)

これらの場の強さは次のゲージ変換のもとで不変である。

δB2 = dΛ1, δC3 = dΛ2 − Λ1 ∧ dC1, δC1 = dΛ0 −mΛ1. (15.10)

Λ0, Λ1, Λ2 はそれぞれ独立なゲージ変換のパラメータである。これらのうち、Λ1 による変換

はすべての反対称テンソル場を変化させることに注意しなければならない。
µ ´
さらに、作用および超対称変換を書くために次の量を定義しておくのが便利である。

H\ 3 =
1
3!

Hmnpγ
mnp, G\ 2 =

1
2!

Gmnγmn, G\ 4 =
1
4!

Gmnpqγ
mnpq. (15.11)

さらに、R-R 場をすべてまとめて次の行列を定義しておく。

G\ = −m + G\ 2γ
1̂1 −G\ 4. (15.12)

G\ は偶数個の γ-行列の積を含み、カイラリティを変化させない。また、荷電共役の意味で対称な
行列である。すなわち、次の条件を満足する。

G\γ11 = γ11G\ , G\C = CG\ T
. (15.13)

ようやく IIA 型超重力理論の作用を与える準備が整った。次に与える作用は、あとで行う議論
には影響しないフェルミオンについて 4 次の項を無視したものである。

374



IIA 型超重力理論のラグランジアン¶ ³

IIA 型超重力理論のラグランジアンは以下に与える 7 つのラグランジアンの和である。（あと
で参照するときに便利なように 7 つの部分に分けておいた。）重力とディラトン場、Bµν に対

する運動項 Lgrav

2π
=

e

e2φ
[R + 4(∂µφ)2],

LHH

2π
= − e

e2φ

1
2 · 3!

H2
µνρ, (15.14)

R-R 場の運動項 LGG

2π
= −e

2
m2 − e

4
G2

µν −
e

2 · 4!
G2

µνρσ. (15.15)

位相項

Ltop

2π
= −1

2
B2dC3dC3 − 1

2
B2

2dC1dC3 − m

6
B3

2dC3 − 1
6
B3

2dC1dC1 − m

8
B4

2dC1 − m2

40
B5

2

= −1
2
B2G4G4 +

1
2
B2

2G2G4 − m

6
B3

2G4 − 1
6
B3

2G2
2 +

m

8
B4

2G2 − m2

40
B5

2 . (15.16)

この位相項については外微分形式を用いて 10-形式としてラグランジアンを与えた。∧ 記号は
省略した。その積分は (15.5) を満足するように定義されている。m を含む項の係数は (15.10)
のもとでのゲージ不変性より一意的に決めることができる。

フェルミオンを含む項は以下の３つに分けられる。

LfDf

2π
=

e

2e2φ
(ψµD\ (ω)

γµνψν − ψµD\ (ω)
γµλ− λD\ (ω)

γµψµ + λD\ (ω)
λ), (15.17)

LfHf

2π
=

e

8e2φ
(−ψmγ[mH\ 3γ

n]γ11ψn − 2ψm〈γmH\ 3〉4γ11λ− λH\ 3γ11λ), (15.18)

LfGf

2π
=

e

16eφ
(−2ψmγ[mG\γn]ψn + 2ψµγµG\λ + λG\λ). (15.19)

µ ´
ここで与えた作用はアインシュタイン作用の係数が e−2φ を含んでいるが、このような計量の取り

方は弦計量と呼ばれる。

上記の作用を不変に保つ局所的超対称変換は次のように与えられる。
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IIA 型超重力理論の変換則¶ ³

フェルミオンの変換則は、

δψµ = D(ω)
µ ξ +

1
4
〈H\ 3γµ〉2γ11ξ +

eφ

8
G\γµξ, (15.20)

δλ = (∂\φ)ξ +
1
2
H\ 3γ11ξ +

eφ

8
γµG\γµξ. (15.21)

ボゾンの変換則は

δeµ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂
γµξ), δφ =

1
8
(λξ), (15.22)

δB2 = θ2, δC1 = θ1, δC3 = θ3 −B2 ∧ θ1. (15.23)

ただし、θ1、θ2、θ3 は次のように定義される反対称テンソルである。

θmn =
1
4
(ψµ〈γmnγµ〉1γ11ξ) =

1
4
[(ψnγmγ11ξ)− (ψmγnγ11ξ)], (15.24)

θµ = − 1
8eφ

(2ψµγ̂
11

ξ + λγµγ̂
11

ξ), (15.25)

θµνρ = − 1
8eφ

(2ψµγνρξ + 2ψνγρµξ + 2ψργµνξ + λγµνρξ)

= − 1
8eφ

(2ψσ〈γµνργ
σ〉2ξ + λγµνρξ) (15.26)

反対称テンソル場の強さは次のように変換される。

δH3 = dθ2, δG2 = dθ1 + mθ2, δG4 = dθ3 + G2 ∧ θ2 −H3 ∧ θ1. (15.27)
µ ´

II 型超重力理論の R-R ゲージ場は、作用の代わりに運動方程式やビアンキ方程式を用いれば、
その双対場も含めてまとめてきれいな形に表す事ができる。[32] 通常、あるゲージ場 A とその場の

強さ F = dA が与えられた場合、その双対場の強さは作用を F で変分することで δS =
∫

F̃ ∧ δF

のように定義する。そうすれば A に対する運動方程式 dF̃ = 0 が双対場のビアンキ方程式を与え、
F̃ = dÃ と書けることを保証する。IIA 型超重力理論の R-R 場の場合には、その場の強さが単に
dC ではないので、少し工夫する必要がある。もっともよい取り方は、作用のうち位相項を除いた

部分だけを用いて上記のように双対場を定義する方法である。位相項を除くと、R-R 場を含む作
用は次のように与えられる。

SGG

2π
+

SfGf

2π
=

1
2

∫
m ∧ ∗m + G2 ∧ ∗G2 + G4 ∧ ∗G4

+
∫

m ∧ ∗κ0 + G2 ∧ ∗κ2 + G4 ∧ ∗κ4. (15.28)

ただし、κn はそれぞれ次のように与えられるフェルミオンの２次形式である。

κ0 =
1

16eφ
(2ψmγmnψn − 2ψmγmλ− λλ), (15.29)

κ2 =
1

16eφ
(2ψmγ[mγ2γ

n]γ11ψn + 2ψmγmγ2γ
11λ + λγ2γ

11λ), (15.30)

κ4 =
1

16eφ
(2ψmγ[mγ4γ

n]ψn − 2ψmγmγ4λ− λγ4λ). (15.31)

作用 (15.28) を m、G2、G4 によって変分することで、それぞれの双対場は次のように定義される。

G6 = ∗(G4 − κ4), G8 = − ∗ (G2 − κ2), G10 = ∗(m− κ0). (15.32)
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もとの場の強さとここで定義した双対場の形式和を次のように定義する。

Geven = m + G2 + G4 + G6 + G8 + G10. (15.33)

上記で双対場を定義する際に位相項を無視したためにそれらのビアンキ恒等式は dG2n = 0 から位
相項の寄与の分だけずれる。位相項まで含めた作用全体から得られる運動方程式は、m、G2、G4

に対するビアンキ恒等式も含め、この形式和を用いて次のように単純な形に書くことができる。

dGeven = H3 ∧Geven (15.34)

Geven はその定義より次の自己双対条件を満足する。

∗Geven + T Geven = ∗κ0 + ∗κ2 + ∗κ4 + κ4 − κ2 + κ0. (15.35)

ただし、T は外微分形式の「転置」を表す記号であり、

T (dxi1 ∧ · · · ∧ dxin) = dxin ∧ · · · ∧ dxi1 . (15.36)

のような演算を表す。この演算は n-形式場に対して符号 (−)π(n) を与える。(15.34) は電気的な場
と磁気的な場の両方に対する式を含んでいる。(15.35) とあわせれば、この式は電気的な R-R 場
に対する運動方程式とビアンキ恒等式を含んでいる。

R-R 場のポテンシャルを導入しビアンキ恒等式 (15.34) を満足するように場の強さをポテンシャ
ルで表そう。(15.34) を満足するような場の強さをポテンシャルを用いてあらわす方法は一通りで
はない。

まず、一番目の方法としては次のようにあらわすことができる。（後に述べる別のポテンシャル

と定義するために (1) という番号をつけて区別する。）

Geven = eB2 ∧G0
even = eB2 ∧ (m + dC

(1)
odd). (15.37)

G0
even は dG0

even = 0 を満足する反対称テンソルの形式和であり、階数が 2 以上の部分については
G0

even = dC
(1)
odd のようにポテンシャル C

(1)
odd を用いて表すことができる。C

(1)
odd は Geven 同様異な

る階数の反対称テンソルの形式的な和であり、奇数階のテンソルのみを含む。G0
even のスカラー部

分はポテンシャルを用いて表すことはできず、理論のパラメータを表す定数であると解釈される。

２番目の方法は、C
(1)
odd のかわりに C

(2)
odd = eB2C

(1)
odd を用いる方法である。この場合には、場の

強さは次のように書くことができる。

Geven = dC
(2)
odd −H3 ∧ C

(2)
odd + meB2 . (15.38)

この定義を用いると、m = 0 である場合に場の強さがポテンシャルの高々 2 次になるという利点
がある。

前に与えた作用、変換則はポテンシャルとして前者、すなわち C
(1)
odd を用いて書いている。以下

でも C
(1)
odd を用いることにする。

(15.35) と矛盾しないように双対ポテンシャルの超対称変換を決定しよう。ポテンシャルの形式
和 Codd の変換則を次のように置こう。

δCodd = e−B2 ∧ θodd (15.39)
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C1 や C3 の変換則 (15.23) は実際に (15.39) の形をしており、θ1 と θ3 は (15.26) と (15.26) にす
でに与えられている。あとは θ5、θ7、θ9 を決定すればよい。(15.39) を場の強さ (15.37) に代入す
れば、場の強さの変換則が次のように与えられる。

δGeven = dθodd + θ2 ∧Geven −H3 ∧ θodd. (15.40)

θ5 を決定するために (15.40) の 6-形式部分を dθ5 について解くと次の式を得る。

dθ5 = δ[∗(G4 − κ4)]− θ2 ∧G4 + H3 ∧ θ3. (15.41)

この式の右辺を計算して、θ5 を決定しよう。ただし、この式は質量殻上でのみ成り立つことに注意

しよう。このことまで考慮して θ5 を決定するには、変換パラメータ ξ の微分を含む項に注目すれ

ば良い。ξ の微分を含む項は運動方程式で 0 になる項からは決して現れないので、運動方程式を考
慮する必要がなくなる。そのような項は、G4 の超対称変換の中の dθ3 から現れるものと、κ4 の

中のグラビティーノを変換して現れるものだけである。この二つの部分を実際に計算してみると、

次のようになることがわかる。

∗ δG4 = ∗dθ3 + (no Dξ terms)

= − 1
8eφ

(2ψm〈γmγ6D\ (ω)〉8γ11ξ + λ〈γ6D\ (ω)〉7γ11ξ) + (no Dξ terms). (15.42)

次に、κ4 の超対称変換から得られる変分であるが、

− ∗δκ4 =
1

8eφ
(2ψm〈γmγ6D\ (ω)〉8,4γ11ξ + λγ6D\ (ω)

γ11ξ) + (no Dξ terms). (15.43)

これら二つの寄与を加えると、

dθ5 = − 1
8eφ

(2ψm〈D\ (ω)
γ6γ

m〉4γ11ξ + λ〈D\ (ω)
γ6〉5γ11ξ) + (no Dξ terms). (15.44)

ここで、〈D\ (ω)
γ6〉5 = D(ω) ∧ γ5 を用いると、式中の共変微分を外微分として書きかえることがで

きて、θ5 として次の表式を得る。

θ5 = − 1
8eφ

(2ψm〈γ5γ
m〉4γ11ξ + λγ5γ

11ξ). (15.45)

同様な計算を繰り返すことによって θ7 および θ9 も次のように得ることができる。

θ7 = − 1
8eφ

(2ψm〈γ7γ
m〉6ξ + λγ7ξ), (15.46)

θ9 = − 1
8eφ

(2ψm〈γ9γ
m〉8γ11ξ + λγ9γ

11ξ). (15.47)

ついでに、H3 についても双対場の超対称変換を決定しておこう。そのためにはまず B2 の運動

方程式を与える必要がある。。まず、ボゾン部分だけを考慮すると、B2 による作用の変分は次の

ように与えられる。

δSbosonic

2π
=

∫ (
d(e−2φ ∗H3) + m ∗G2 + G2 ∧ ∗G4 − 1

2
G4 ∧G4

)
∧ δB2. (15.48)

この変分に現れている ∗G は双対場とはフェルミオンの寄与の分だけずれているが、SfGf からの

寄与がちょうどこのずれを与える。δGn = δB2 ∧Gn−2 を用いれば SfGf の変分は次のように与え

られる。
δLfGf

2π
=

∫ (
−m ∧ ∗κ2 −G2 ∧ ∗κ4

)
∧ δB2 (15.49)
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この変分を上記の変分に加え、さらに R-R 場の双対関係を用いると、
δSbosonic

2π
+

δSfGf

2π
=

∫ (
d(e−2φ ∗H3)−mG8 + G2 ∧G6 − 1

2
G4 ∧G4

)
∧ δB2

=
∫ (

d(e−2φ ∗H3)− 1
2
(T Geven ∧Geven)8

)
∧ δB2. (15.50)

ただし、(· · ·)8 は 8-形式部分のみを取り出す操作を表す。この式の最後の表式にはフェルミオンの
寄与は現れない。Geven = eB2 ∧G0

even および T Geven = e−B2 ∧ T G0
even を用いれば、この式の中

の Geven を G0
even に置き換えてもよいことがわかる。最後に SfHf の寄与まで加えれば、次の運

動方程式を得る。

d(e−2φ ∗ (H3 − κ3)) =
1
2
(T G0

even ∧G0
even)8. (15.51)

ここで、H3 の双対場 H7 を次の関係式で定義しよう。

H7 = e−2φ ∗ (H3 − κ3) (15.52)

H3 に対する運動方程式より、H7 の満足すべきビアンキ恒等式は次のように与えられる。

dH7 =
1
2
(T G0

even ∧G0
even)8 = −1

2
d(T Codd ∧ dCodd)7 (15.53)

ただしここでは m = 0 を仮定した。m 6= 0 の場合には m を含む項だけ分けて書けばよいが、こ

こではその手間を省くために m = 0 である場合だけを考える。(15.53) を満足する H7 はポテン

シャル B6 を用いて次のように与えることができる。

H7 = dB6 − 1
2
(T Codd ∧ dCodd)7. (15.54)

B6 の超対称変換を決定しよう。これは (15.52) と矛盾しないように決める。(15.52) の両辺を超
対称変換しよう。すると次の式を得る。

dδssB6 + d
1
2
(T Codd ∧ eB2 ∧ θodd)6 = e−2φ ∗ (dθ2 − δssκ3) + (no Dξ term) (15.55)

この式が質量殻上で成り立てばよいので、運動方程式を用いることができる。B6 の変換則を決定

するには、Dξ を含む項を見るだけで十分である。そのような項は運動方程式の影響を受けないの

で、運動方程式を考慮する必要はない。

(15.55) の左辺は exact な形をしているので、右辺もそのような形に変形しよう。まず、Hodge
双対をとる前の式を次のように変形する。

dθ2 = d
1
4
(ψµ〈γ2γ

µ〉1γ11ξ) =
1
4
(ψµ〈D\ (ω)

γ3γ
µ〉1γ11ξ), (15.56)

δκ3 =
1
4
(ψµ〈D\ (ω)

γ3γ
µ〉5,1γ

11ξ + λ〈D\ (ω)
γ3〉4γ11ξ). (15.57)

従って、これらを加えると次のようになる。

dθ2 − δκ3 = −1
4
(ψµ〈D\ (ω)

γ3γ
µ〉5γ11ξ + λ〈D\ (ω)

γ3〉4γ11ξ) (15.58)

さらに Hodge dual をとると、次のように微分を外に出すことができる。

∗ (dθ2 − δκ3) =
1
4
(ψµ〈D\ (ω)

γ7γ
µ〉5ξ − λ〈D\ (ω)

γ7〉6ξ) = d
1
4
(ψµ〈γ6γ

µ〉5ξ − λγ6ξ) (15.59)

従って、B6 の変換則は次のように決定される。

δB6 = θ6 − 1
2
(T Codd ∧ eB2 ∧ θodd)6 (15.60)

ただし、θ6 は次のように定義される。

θ6 =
1

4e2φ
(ψµ〈γ6γ

µ〉5ξ − λγ6ξ) (15.61)
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15.3 アインシュタイン計量

超重力理論の文献では、しばしばアインシュタイン計量、すなわちアインシュタイン作用
√−gR

の係数がディラトン場に依存しない定数になる計量が用いられる。そこで他の文献との比較に便利

なように、先ほど与えた弦計量での作用とアインシュタイン計量での作用の間の関係を簡単に述べ

ておこう。

10 次元の弦計量とアインシュタイン計量¶ ³

10 次元 II 型超重力理論において、弦計量からアインシュタイン計量に移るには、次のワイル
変換を行う。

gstr
µν = eφ/2gE

µν , estr

µm̂
= eφ/4eE

µm̂
. (15.62)

超対称変換に余計な指数因子が現れないように、フェルミオンに対しても次のワイル変換を

行う。

ξstr = eφ/8ξE , ψµ = eφ/8ψ′µ, λ = e−φ/8λ′. (15.63)

アインシュタイン計量は、運動項についてディラトンとグラビトンの混合を解いた形である

ということもできる。アインシュタイン計量での作用を書く際にはさらに、グラビティーノと

ディラティーノのあいだの適当な線形変換を行うことによってフェルミオンの間の混合も解い

た形がよく用いられる。そのためにはワイル変換によってえられた ψ′µ と λ′ に対してさらに

次の線形変換を行うことにより ψE
µ と λE を定義する。

ψE
µ = ψ′µ −

1
8
γµλ′, λE = λ′. (15.64)

この式の中に現れている γµ = e
µm̂

γm̂ は、ワイル変換を行った後のアインシュタイン計量を

用いて定義されたものである。
µ ´
この変換によって、ボゾン場の運動項は次のようになる。

e−1Lb

2π
= R− 1

2
(∂mφ)(∂mφ)− 1

12eφ
HmnpHmnp

−1
2
m2e(5/2)φ − 1

4
e(3/2)φGmnGmn − 1

48
e(1/2)φGmnpqGmnpq. (15.65)

ボゾンだけからなる項はこれ以外に位相項があるが、この項は計量を含まないために、ワイル変換

によって形を変えない。

また、フェルミオンの運動項は次のように書きなおされる。

e−1Lf

2π
= −1

2
ψmγmnpD(ω)

n ψp − 1
16

λγmD(ω)
m λ +

1
8
(∂nφ)λγmγnψm. (15.66)

三点結合項に対しても上記の変換を行えば次のようになる。

e−1LfGf

2π
=

1
8
e(5/4)φm

[
ψmγmnψn − 5

4
λγmψm − 21

32
λλ

]

+
1

8 · 2e(3/4)φGab

[
ψmγ[mγabγn]γ11ψ

n − 3
4
λγmγabγ11ψm +

5
32

λγabγ11λ

]

+
1

8 · 4!
e(1/4)φGabcd

[
ψmγ[mγabcdγn]ψ

n − 1
4
λγmγabcdψm +

3
32

λγabcdλ

]
.(15.67)

e−1LfHf

2π
=

1
8 · 3!

e−(1/2)φHabc

(
−ψmγ[mγabcγn]γ11ψ

n +
1
2
λγmγabcγ11ψm

)
(15.68)
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質量パラメータが 0 である IIA 型超重力理論の作用および変換則はM.Huq and M.A.Namazie
[33] によって初めて与えられた。この論文の作用は上で与えたアインシュタイン計量での作用に対
して次の置き換えを行うことによって得られる。

eφ → φ3/2, (2πlN )3F4 → 2F4, (2πlN )2H3 → 2F3, (2πlN )F2 → F2. (15.69)

ラグランジアンの全体の係数が異なるが、古典論を議論している限り物理的に意味ない。

一般の質量パラメータを持つ IIA 型超重力理論は L.Romans [34] によって最初に与えられた。
そこでの記号とわれわれの記号の間の関係は次のように与えられる。

gours
µν = gRom

µν ,
Lours

2π
= −4LRom, (15.70)

これ以外のボゾン場については、次のように関係している。

φours = −2φRom, Hours
3 = −2GRom

3 ,

mours = −mRom, Gours
2 = +2mRomBRom

2 , Gours
4 = −2FRom

4 . (15.71)

ただし、Romans の論文では B2 に対するゲージ変換を用いてR-R 1-形式場が Cµ = 0 となるゲー
ジを取っている。フェルミオンについては、次のように関係している。

ψours
m = 2ψRom

m , ψ
ours

m = 2ψ
Rom

m , λours = −4
√

2λRom, λ
ours

= 4
√

2λ
Rom

. (15.72)

15.4 IIA 型超重力理論の変分計算

15.4.1 共通部分

ここでは IIA 型超重力理論の作用が実際に超対称変換のもとで不変であることをフェルミオン
について２次までのオーダーで示す。その際に次の事実を知っておくと、計算の方針を立てやすく

なる。

• 作用の中の H3 および G をすべて 0 とおいたものは H3 および G を 0 とおいた変換則の
もとで不変である。

• 作用の中の G をすべて 0 とおいたものは G を 0 とおいた変換則のもとで不変である。

作用中でゲージ場 H3 や G について一次の項は必ずフェルミオンを二つ含んでいるから、フェル

ミオンの４次の項を無視しているここでの近似では、作用全体が超対称変換のもとで不変である時

にこれらの事実が成り立つことは明らかである。ここではまず作用全体の超対称変換のもとでの不

変性を仮定せずに実際に変分計算を行うことによってこれらの事実を確認することからはじめる。

実はこれらの事実は、時空の次元が 10 であることにはよらずに成り立つ。したがって後にほかの
次元での作用の不変性を示すのにここでの計算を用いることができる。

まず、ゲージ場を含まない部分からはじめよう。考慮すべき場は多脚場、ディラトン、グラビ

ティーノ、ディラティーノであり、これらの作用は次のように与えられる。

Lgrav

2π
=

e

e2φ
(R + 4(∂φ)2), (15.73)

LfDf

2π
=

e

2e2φ
(ψµD\ (ω)

γµνψν − ψµD\ (ω)
γµλ− λD\ (ω)

γµψµ + λD\ (ω)
λ). (15.74)
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Lgrav

Ltop
LGG

LfDf

LfGf

LfHf

LHH

fDDξ

fGDξ

fGGξ

fGHξ

fHHξ

fHDξ
δe,φ>fξ

δf>Dξ

δB>fξ

δf>Hξ δf>Dξ

δe,φ>fξ

δf>Hξ

δf>Gξ

δC>fξ
δC>fξ

δB>fξδe,φ>fξ

δf>Dξ

δf>Gξ

δf>Gξ

δf>Hξ

matter

kinetic

terms

graviton

and

gravitino

Noether

couplings

topological

term

図 15.1: IIA 型超重力理論の超対称変換による変分の相殺。スピノルについて 4 次以上の項は無
視している。

この二つの作用の和が（フェルミオンの 4 次の項を無視している近似において）次の変換のもと
で不変であることを示そう。

δeµ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂
γµξ), δφ =

1
8
(λξ), (15.75)

δ0ψµ = D(ω)
µ ξ, δ0λ = (∂\φ)ξ. (15.76)

フェルミオンの超対称変換 (15.76) においてゲージ場 H3 および G を含む項を無視したことを表

すために δ0 という記号を用いた。

フェルミオン運動項の変分であるが、

δ0LfDf

2π
=

e

e2φ

[
− 1

2
(ψαγαmn[D(ω)

m , D(ω)
n ]ξ)− 1

2
(λγmn[D(ω)

m , D(ω)
n ]ξ)

−(D(ω)
m ∂nφ)(ψmγnξ) + (D(ω)2φ− (∂φ)2)(ψµγµξ + λξ)

]
. (15.77)

となる。ここで

[D(ω)
m , D(ω)

n ]ξ =
1
4
Rmnpqγ

pqξ (15.78)

および曲率テンソルに対するビアンキの第一恒等式 Rm[npq] = 0 を用い、グラビトンを含む項と
ディラトンを含む項に分けて整理すれば、次のように δem̂n と δφ の線形結合として表わされるこ

とがわかる。

δ0LfDf

2π
=

[
− 2e

e2φ

(
R

m̂n
− 1

2
e
m̂n

R

)
+ eT

m̂n
[φ]

]
δem̂n

+
e

e2φ

[
2R + 8D(ω)2φ− 8(∂φ)2

]
δφ. (15.79)

ただし、ディラトン場のエネルギー運動量テンソルは次のように定義される。

δLgrav

δem̂n
=

2e

e2φ

(
R

m̂n
− 1

2
e
m̂n

R

)
− eT

m̂n
[φ], (15.80)

Tmn[φ] =
1

e2φ
(−4D(ω)

m ∂nφ + 4gmnD(ω)2φ− 4gmn(∂φ)2) (15.81)
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(15.79) の δem̂n に比例する項と (15.80) を見比べれば、Lgrav の多脚場の超対称変換によって

(15.79) の δem̂n に比例する項が相殺できることがわかる。(15.79) の δφ に比例する項は Lgrav の

ディラトンの超対称変換によって相殺できる。以上で、H3 と G が 0 の場合の不変性の証明は終
わりである。

次に、H3 を含む変分について考えよう。作用の中で H3 を含み、G を含まない項は H3 の運動

項 LHH と三点結合項 LfHf の二つである。

LfHf

2π
=

e

6e2φ
Hµνρκ

µνρ, (15.82)

LHH

2π
= − 1

12e2φ
HµνρH

µνρ (15.83)

ただし、κ3 は次のように定義されるフェルミオンの二次形式である。

κ3 =
1
8
(−ψmγ[mγ3γ

n]γ11ψn − ψmγmγ3γ11λ + ψmγ3γ
mγ11λ− λγ3γ11λ)

=
1
8
(−ψm〈γmγ3γ

n〉1,5γ11ψn − 2ψm〈γmγ3〉4γ11λ− λγ3γ11λ). (15.84)

B2 の超対称変換は次のように与えられる。

δBBmn = θmn, θmn =
1
4
(ψµ〈γmnγµ〉1γ11ξ) =

1
4
[(ψnγmγ11ξ)− (ψmγnγ11ξ)]. (15.85)

また、フェルミオンの超対称変換のうち H3 を含む変分を δ1 によってあらわそう。

δ1ψµ =
1
4
〈H\ 3γµ〉2γ11ξ, δ1λ =

1
2
H\ 3γ11ξ. (15.86)

フェルミオンの 4 次の項は無視しているから、H3 について一次の変分は次のように与えられる。

δ1LfDf

2π
= − e

4e2φ
(ψµ〈D\ (ω)

H\ 3γ
µ〉1,5γ11ξ)− e

4e2φ
(λ〈D\ (ω)

H\ 3〉4γ11ξ)− e

4e2φ
(λH\ 3(∂\φ)γ11ξ)

+
e

4e2φ

[
(ψµ(∂\φ)〈H\ 3γ

µ〉2γ11ξ)− (ψµγµH\ 3(∂\φ)γ11ξ)
]
, (15.87)

δ0LfHf

2π
=

e

6e2φ
Hµνρδ0κ

µνρ. (15.88)

ただし、δ0κ3 は次のように与えられる。

δ0κ3 =
1
4
ψm〈D\ (ω)

γ3γ
m〉1,5γ11ξ +

1
4
λ〈D\ (ω)

γ3〉4γ11ξ +
1
4
λγ3(∂\φ)γ11ξ +

1
4
ψm〈γmγ3〉4(∂\φ)γ11ξ.

(15.89)
式中の γ-行列の縮約の際には通常次元を含む因子が現れるが、ここでの計算に必要な次の縮約は
次元に依存する係数は現れない。

γα〈H\ 3γα〉2 = 3H\ 3, γαγµ〈H\ 3γα〉2 = −〈γαH\ 3〉2 − 3〈γαH\ 3〉4. (15.90)

(15.87) 中の共変微分 D\ は H3 と ξ の両方に作用するのに対し、(15.88) の κ3 に含まれる共変微

分は ξ のみに作用する。このため和をとると共変微分が H3 に作用する項のみが残る。∂\φ を含む
項も含めて和をとると次のようにまとまることがわかる。

δ1LfDf

2π
+

δ0LfHf

2π
=

e

3!
θabcdDaHbcd − e

4
(ψµ〈(D\ e−2φH\ 3)γ

µ〉1γ11ξ). (15.91)

ただし、θ4 は次のように定義される。

θabcd = − 1
4e2φ

[(ψµγabcd
µγ11ξ) + (λγabcdγ11ξ)] (15.92)
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最後の項の共変微分 D\ は e−2φH\ 3 に作用する。ここまでの計算においては、H3 は任意の反対称

テンソルでよく、ビアンキ恒等式は用いられていない。（これは後にここでの計算を再利用するた

めである。）IIA 型超重力理論においてはビアンキ恒等式 dH3 = 0 が成り立つから、(15.91) の
第１項は消える。(15.91) の第２項は、H3 の運動項 (15.83) の δB による変分と相殺する。ただ

し、δB はゲージ場 B2 に対する変分 (15.85) を表わしている。実際に変分してみると、次のよう
に (15.91) の第２項をちょうど相殺する項が得られる。

δBLHH

2π
=

e

2
(Dme−2φHmpq)δBpq

=
e

8
(Dme−2φHmpq)(ψµ〈γpqγ

µ〉1γ11ξ)

=
e

4
(ψµ〈(D\ e−2φH\ 3)γ

µ〉1γ11ξ). (15.93)

H3 について二次の変分の計算に移ろう。まず、三点結合項の κ3 の δ1 による変分は、次のよう

になる。
δ1LfHf

2π
= eδeµm̂T

m̂µ
[H3] + 2δφLHH . (15.94)

これはちょうど LHH の多脚場およびディラトン場による変分によって相殺される。こうして、

G = 0 の場合の作用の超対称変換のもとでの不変性が証明された。

15.4.2 R-R 場を含む部分

IIA 型超重力理論の作用の中で R-R 場を含むのはR-R 場の運動項、三点結合項、位相項の 3 つ
である。

LGG

2π
= −e

2
m2 − e

4
G2

µν −
e

2 · 4!
G2

µνρσ, (15.95)

LfGf

2π
=

e

16eφ
(2ψmγ[nG\γm]ψn + 2ψµγµG\λ + λG\λ), (15.96)

Ltop

2π
= −1

2
B2dC3dC3 − 1

2
B2

2dC1dC3 − 1
6
B3

2dC1dC1

−m

6
B3

2dC3 − m

8
B4

2dC1 − m2

40
B5

2

= −1
2
B2G4G4 +

1
2
B2

2G2G4 − 1
6
B3

2G2
2

−m

6
B3

2G4 +
m

8
B4

2G2 − m2

40
B5

2 . (15.97)

R-R 場の超対称変換は次のように与えられる。

δC1 = θ1, δC3 = θ3 −B2 ∧ θ1. (15.98)

ただし、θ1 および θ3 は次のように定義される。

θµ = − 1
8eφ

(2ψµγ̂
11

ξ + λγµγ̂
11

ξ), (15.99)

θµνρ = − 1
8eφ

(2ψµγνρξ + 2ψνγρµξ + 2ψργµνξ + λγµνρξ)

= − 1
8eφ

(2ψµ〈γνρσγµ〉2ξ + λγµνρξ) (15.100)
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また、フェルミオンの変換則にも R-R 場を含む項があるが、それらを δRR を用いて表わす。

δRRψ =
eφ

8
G\γµξ, δRRλ =

eφ

8
γµG\γµξ. (15.101)

まず、フェルミオンの運動項の δRR による変分と、三点結合項の δ0 による変分を計算してみ

よう。

δRRLfDf

2π
=

e

8eφ
(−ψµD\G\γµξ + ψµγµG\D\ ξ + λG\D\ ξ D → G, ξ

−ψµγµG\ (∂\φ)ξ − λG\ (∂\φ)ξ), (15.102)
δ0LfGf

2π
=

e

8eφ
(ψmD\G\γmξ − ψmγmG\D\ ξ − λG\D\ ξ D → ξ

+ψµγµG\ (∂\φ)ξ + λG\ (∂\φ)ξ). (15.103)

これらは符号が逆であることを除き全く同じ形をしている。しかし、(15.102) 中の共変微分 Dµ が

G と ξ の両方に作用する（G\ が D\ の左側にある場合もである。）のに対して (15.103) 中の共変
微分は ξ のみに作用する。このためこれらは完全には相殺せず、共変微分が G に作用する寄与が

残る。

δRRLfDf

2π
+

δ0LfGf

2π
=

e

8eφ
(−ψµD\G\γµξ + ψµγµG\D\ ξ + λG\D\ ξ), D → G. (15.104)

ここまでは、G の内部構造も次元が 10 であることも用いていないが、さらに計算を進めるために
G の定義式

G\ = −m + G\ 2γ11 −G\ 4 (15.105)

を代入し、次元が 10 であることも用いてさらに整理しよう。定数項 m は微分で 0 になるから効
かず、G2 を含む項と G4 を含む項だけが残る。

δRRLfDf

2π
+

δ0LfGf

2π
=

e

8eφ
(2ψµ〈D\G\ 2γ

µ〉4,0γ11ξ − λG\ 2D\ γ11ξ)

+
e

8eφ
(2ψµ〈D\G\ 4γ

µ〉6,2ξ − λG\ 4D\ ξ). (15.106)

この式は運動方程式に比例する部分

EOM-part = eGmnDmθn +
e

3!
GmnpqDmθnpq (15.107)

とビアンキ恒等式に比例する部分

BI-part =
e

3!
mHmnpθ

mnp
+

e

2!3!
GmnHpqrθ

mnpqr (15.108)

とに分けられる。ここで、次の反対称テンソルを定義した。

θ
mnp

=
1

8eφ
(2ψµγmnpµγ11ξ − λγmnpγ11ξ), (15.109)

θmnpqr =
1

8eφ
(2ψµγmnpqrµξ − λγmnpqrξ). (15.110)

さらに R-R 場の運動項 LGG を考えよう。LGG には多脚場とゲージ場 B2 および C が含まれる

が、B および C に対して超対称変換を行うと次の式が得られる。

δB,CLGG

2π
= −eGmnDmθn − e

2
mGmnθmn

− e

3!
GmnpqDmθnpq − e

2!2!
GmnpqGmnθpq +

e

3!
GmnpqHmnpθq. (15.111)
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ただし、ゲージ場の強さの変分が

δG2 = dθ1 + mθ2, δG4 = dθ3 + G2 ∧ θ2 −H3 ∧ θ1. (15.112)

と与えられることを用いた。ここまでに得られた R-R 場を含む変分を合計すると、ゲージ場につ
いて一次の項はすべて相殺し、次の変分が残る。

δRRLfDf

2π
+

δ0LfGf

2π
+

δB,CLGG

2π

=
e

3!
mHmnpθ

mnp
+

e

2!3!
GmnHpqrθ

mnpqr

−e

2
mGmnθmn − e

2 · 2GmnpqGmnθpq +
e

3!
GmnpqHmnpθq. (15.113)

さらに、H3 と G を一つずつ含む項を与える次の変分を計算してみよう。

δRRLfHf

2π
=

e

64eφ
(−ψmγnH\ 3γ

mG\γnγ11ξ + ψmH\ 3γ
mγnG\γnγ11ξ

−λH\ 3γ
mG\γmγ11ξ − λγmH\ 3G\γmγ11ξ), (15.114)

δ1LfGf

2π
=

e

64eφ
(+ψmγnG\γmH\ 3γnγ11ξ − ψmγnG\γnγmH\ 3γ11ξ

−2λG\H\ 3γ11ξ). (15.115)

ここまでくれば、後は G\ について場合わけして考えれば、次の結果を得ることができる。
δRRLfHf

2π
+

δ1LfGf

2π
= − e

3!
mHmnpθ

mnp − e

3!2
HmnpGqrθ

mnpqr

− 1
3!4!3!

εmnpqrstabcHmnpGqrstθabc − e

3!
HmnpG

mnpqθq.(15.116)

位相項の超対称変換は次のように与えられる。

δLtop

2π
= −1

2

∫
θ2 ∧G4 ∧G4 −

∫
θ3 ∧H3 ∧G4. (15.117)

(15.113) (15.116) (15.117) を合計すると、H3 を含む全ての項は相殺し、R-R 場について２次の変
分のみが残る。

(15.113) + (15.116) + (15.117)

= −e

2
mGmnθmn − e

2 · 2GmnpqGmnθpq − 1
2

1
2!4!4!

εabcdefghijθabGcdefGghij (15.118)

LfGf の δRR による変分は、(A.18) や γαγ5γ
α = 0 などを用いれば、簡単に次のように計算さ

れる。

δRRLfGf

2π
=

e

64
(ψmγnG\γmG\γnξ)

=
1
2

1
4!4!

εabcdmnpqrsGabcdGmnpqθrs +
e

2
mGmnθmn +

e

2 · 2GmnGmnpqθpq

+e(T
µn̂

[m] + T
µn̂

[G2] + T
µn̂

[G4])δeµn̂. (15.119)

この変分の１行目は先ほどの変分を相殺し、２行目のエネルギー運動量テンソルを含む項は LGG

の多脚場による変分によって相殺される。（エネルギー運動量テンソルの定義については §A.3 を
参照すること。）
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15.5 11 次元超重力理論から IIA 型理論へのコンパクト化

10 次元の IIA 型超重力理論は、質量パラメータ m が 0 である場合には 11 次元の超重力理論
を S1 でコンパクト化をすることによって得られることが知られている。ここでは実際に作用、お

よび変換則について、11 次元の超重力理論から出発して IIA 型理論のものを導いてみよう。
11 次元の超対称変換パラメータを ξ とすれば、これは 32 成分マヨラナスピノルである。x11 方

向をコンパクト化すれば、γ11 が 10 次元でのカイラリティ行列となり、その固有値によって二つ
のマヨラナワイルスピノルへ分解される。

ξ = ξL + ξR, γ11ξL = ξL, γ11ξR = −ξR. (15.120)

11 次元のグラビティーノ ΨM はベクトル添え字 M の値によって 10 次元のグラビティーノ ψµ と

ディラティーノ λ に分解される。

ψµ ∼ Ψµ, λ ∼ Ψ11. (15.121)

実際には ψµ と λは Ψµ と Ψ11 のもう少し複雑な線形結合として与えられる。11次元の計量 GMN

からは、 10次元の計量 gµν ∼ Gµν、U(1)ゲージ場 Cµ ∼ Gµ,11、スカラー場 eρ ∼ G11,11 が得られ

る。11 次元の 3 階反対称テンソル場 AMNP は、10 次元での 3 階反対称テンソル場 Cµνρ ∼ Aµνρ

と 2 階反対称テンソル場 Bµν ∼ Aµν,11 とに分けられる。以上の場は確かに IIA 型超重力理論に
含まれる場に一致している。

コンパクト化のコツは、ベクトル場 Cµ に関する U(1) ゲージ変換を一般座標変換と分離するこ
とである。このための準備として、次の 1-形式を定義する。

d̃x
11

= dx11 + Cµdxµ, (15.122)

11 次元で x11 だけを定数シフトする座標変換は 10 次元では Cµ の U(1) ゲージ変換と解釈され
る。x11 → x′11 = x11 + λ(xµ) という座標変換に対して次のように Cµ が変換されるとしよう。

x11 → x′11 = x11 + λ, Cµ → C ′µ = Cµ − ∂µλ. (15.123)

この変換のもとで、(15.122) によって定義される 1-形式 d̃x
11
は不変である。これを用いて、11

次元の計量を次のように 10 次元の場で分解する。

ds2 = g(10)
µν dxµdxν + e2ρ(d̃x

11
)2. (15.124)

dx11 ではなく U(1) ゲージ変換で不変である d̃x
11
を用いたおかげで上のように定義した g

(10)
µν は

U(1) ゲージ変換のもとで不変である。局所ローレンツ変換を用いて局所ローレンツ系の 1̂1 軸を
11 軸にそろえる。これは、Eµ

1̂1
= 0 を意味している。それ以外の成分は次のようにおく。

EM
Â =

(
eµ

â eρCµ

0 eρ

)
, E

Â
M =

(
eµ

â
−C

â

0 e−ρ

)
. (15.125)

反対称テンソルの場の強さ KPQRS についても、10 次元の場の強さが C1 のゲージ変換で不変に

なるように (15.122) で定義された d̃x
11

= dx11 + C1 を用いて次のように分解する。

K4 = G4 + H3 ∧ d̃x
11

(15.126)
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G4 と H3 は 10 次元の場の強さである。ポテンシャルは C1 ゲージ変換で不変でなくてもさほど

不都合は無いので、d̃x
11
でも dx11 でもどちらを用いてもよい。

A3 = C3 + B2 ∧ d̃x
11

= C ′3 + B2 ∧ dx11. (15.127)

ここで現れた二つの 3 階反対称テンソル場 C3 と C ′3 は互いに次の関係にある。

C ′3 = C3 + B2 ∧ C1. (15.128)

これらはどちらもよく用いられるが、以下では C3 のほうを用いることにしよう。この定義式を微

分すると、

dA3 = dC3 + B2 ∧ dC1 + dB2 ∧ d̃x
11

, (15.129)

となる。ただし、d(d̃x
11

) = dC1 に注意すること。これを (15.126) と比較すれば、場の強さとポ
テンシャルの関係が次のように得られる。

G4 = dC3 + B2 ∧ dC1, H3 = dB2. (15.130)

これらの関係を踏まえた上で、それぞれの場の超対称変換を調べよう。一般に、超対称変換は

ゲージ固定条件 (15.125) を破ってしまう。

δ11E
m

1̂1
=

1
4
(Ψ

1̂1
γmξ) (15.131)

ただし、11 次元の超対称変換を δ11 と書いた。このように、δ11 だけではゲージ固定条件を破って

しまうので、次の局所ローレンツ変換 δL を同時に行ってゲージをもとにもどす必要がある。

δLEm

1̂1
= M

1̂1M̂
em

M̂
, M

1̂1̂a
= −1

4
(Ψ

1̂1
γ

â
ξ). (15.132)

ただし、M
K̂L̂
は反対称テンソルであり、局所ローレンツ変換のパラメータである。成分 M

µ̂ν̂
に

よって与えられる局所ローレンツ変換はゲージ固定に影響を与えないので自由に取ることができる

が、ここではまだ決めずに、あとで多脚場の変換則が簡単になるように決定する。この二つの変換

を組み合わせたもの δ10 = δ11 + δL が 10 次元での超対称変換である。
11 次元のグラビティーノの変換則 (13.14) から 10 次元のグラビティーノとディラティーノの変

換則を導出しよう。ゲージ固定条件を保つための局所ローレンツ変換をフェルミオンに作用させる

とスピノルを 3 個含む項を与えるので、ここでは無視することができる。11 次元での共変微分を
10 次元の言葉で書きなおせば次のように与えられる。

D
(11)

î
ξ = D

(10)

î
ξ +

eρ

8
[γ̂

i
, G\ 2]γ

1̂1ξ, (15.133)

D
(11)

1̂1
ξ = −eρ

4
G\ 2ξ −

1
2
(∂\ρ)γ1̂1ξ (15.134)

また、K\ 4 は次のように分解される。

K\ 4 = G\ 4 +
1
eρ

H\ 3γ1̂1
(15.135)

これを用いれば、10 次元グラビティーノ ψµ とディラティーノ λ の変換則が次のように与えら

れる。

δλ =
3
2
(∂\ρ)− 1

eρ
H\ 3γ1̂1

− 1
8
γ̂i(eρG\ 2γ1̂1

−G\ 4)γ̂i
ξ, (15.136)

δψ̂
i

= D̂
i
ξ +

1
4
γ̂

i
(∂\ρ)ξ +

1
8
(eρG\ 2γ1̂1

−G\ 4)γ̂i
ξ +

1
8eρ

{γ̂
i
,H\ 3}γ1̂1

ξ. (15.137)
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ただし、ψ̂
i
および λ は次のように定義した。

λ = 3γ
1̂1

Ψ
1̂1

, ψ̂
i
= Ψ̂

i
+

1
2
γ̂

i
γ
1̂1

Ψ
1̂1

. (15.138)

グラビティーノの添え字が局所ローレンツ座標の添え字であることに注意。もし接空間の添え字を

持ったものでこのような関係を設定してしまうと、ψµ が Cµ のゲージ変換で不変ではなくなって

しまうからである。

最後に、IIA 型超重力理論の弦計量へ移るために次のワイル変換を行う。

(em̂
µ )old = e−ρ/2(em̂

µ )new, (ξ)old = e−ρ/4(ξ)new,

(ψ̂
i
)old = e+ρ/4(ψ̂

i
)new, (λ)old = e+ρ/4(λ)new. (15.139)

このワイル変換のもとで共変微分については次の式が成り立つ。

(D̂
i
ξ)old = eρ/4

(
D̂

i
ξ − 1

4
γ̂

i
(∂\ρ)ξ

)

new

(15.140)

ワイル変換の結果、次の変換則を得る。

δλ =
3
2
(∂\ρ)ξ +

1
2
H\ 3γ1̂1

ξ +
e(3/2)ρ

8
γ̂i(G\ 2γ1̂1

−G\ 4)γ̂i
ξ, (15.141)

δψ̂
i

= D̂
i
ξ +

1
8
e(3/2)ρ(G\ 2γ1̂1

−G\ 4)γ̂i
ξ +

1
8
{γ̂

i
,H\ 3}γ1̂1

ξ. (15.142)

最後にディラトン場を φ = (3/2)ρによって定義すれば、以前に与えた変換則 (15.20)および (15.21)
のm = 0 の場合の式を得る。
次にボゾン場の変換則を決定しよう。ディラトン φ については、

δ10ρ = −eρδ10e
−ρ = −eρ(δ11 + δL)E11

1̂1
= −eρ(

1
4
Ψ

1̂1
γ11ξ + M

1̂1̂a
E11

â
) = −1

4
(Ψ

1̂1
γ1̂1ξ). (15.143)

ψµ と λ で書き換えてワイル変換を行えば、以前に与えた変換則が再現される。

δφ =
1
8
(λξ). (15.144)

多脚場については、ワイル変換を行う前の場を用いて書くと次のようになる。

δ10e
µ

m̂
= δ11E

µ

m̂
=

1
4
Ψ

m̂
γµξ. (15.145)

さらにワイル変換を行い、IIA 型超重力理論の弦計量での変換則を得ると、次のようになる。

δeµ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂
γµξ)− 1

24
(λγµ

m̂
ξ) (15.146)

はじめの項以外は次の局所ローレンツ変換によって消すことができる。

M
m̂n̂

= − 1
24

(λγ
m̂n̂

ξ) (15.147)

こうして、次の変換則をえる。

δeµ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂
γµξ). (15.148)

R-R 1-形式場については、

δ10Cµ = −(δ11 + δL)(Eâ
µE11

â
) = −1

4
e−ρ(Ψ

1̂1
γ(10)

µ ξ + Ψ(10)
µ γ

1̂1
ξ) (15.149)
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さらに (15.138) によって ψµ と λ で書きなおし、ワイル変換を行うと、(15.23) にあるのと同じ
次の変換則が得られる。

δCµ =
1

8eφ
(−2ψµγ̂

11
ξ − λγµγ̂

11
ξ). (15.150)

NS-NS 2-形式場の変分には、局所ローレンツ変換 δL は効かない。そして

γ(11)
µ = γ(10)

µ + eρCµγ
1̂1

(15.151)

から現れる Cµ はちょうど相殺して、次の変分を与える。

δ10Bµν = δ11Aµν11 = −1
4
eρ(Ψ(10)

µ γ(10)
ν γ

1̂1
ξ −Ψ(10)

ν γ(10)
µ γ

1̂1
ξ + Ψ(10)

1̂1
γ(10)

µν ξ) (15.152)

さらに弦計量の量を用いて書きかえると、(15.23) に与えられた次の変換則を得る。

δBµν = −1
4
(ψµγνγ

1̂1
ξ − ψνγµγ

1̂1
ξ). (15.153)

R-R 3-形式場の変分にもやはり局所ローレンツ変換 δL は効かず δ11 だけで与えられる。今度は

Cµ を含む項は消えずに、δBµν に比例する項を与える。

δ10Cµνρ = δ11Aµνρ

= −1
4
(Ψ(11)

µ γ(11)
νρ ξ) + [µνρ]

= −1
4
(Ψ(10)

µ γ(10)
νρ ξ)− 1

4
eρCµ(Ψ

1̂1
γ(10)

νρ ξ + Ψ(10)
ν γ

(10)

ρ1̂1
ξ + Ψ(10)

ρ γ
(10)

1̂1ν
ξ) + [µνρ]

= −1
4
(Ψ(10)

µ γ(10)
νρ ξ) + Cµδ10Bνρ + [µνρ] (15.154)

[µνρ] は、3 つの添字を cyclic にまわした、あと二つの項を表す。さらに書きかえると、(15.23) に
ある次の変換則を得る。

δCµνρ =
1

8eφ
(−2ψµγνρξ−2ψνγρµξ−2ψργµνξ−λγµνρξ)+(CµδBνρ+CνδBρµ+CρδBµν). (15.155)

以上のように、IIA 型理論の超対称性変換は 11 次元の超対称性変換から直接求められるから、
IIA 型理論の代数も (??) から直ちに得ることができる。

[δξ2 , δξ1 ] = −1
4
(ξ2γ

µξ1)∂µ. (15.156)

右辺は ξ1 と ξ2 のカイラリティが同じ部分のみが寄与する。

§A.7.3にある公式を用いて 11 次元の作用から 10 次元の作用を導こう。とりあえずワイル変換
は後回しにして、場の x11 方向の依存性がないときに作用がどのように書きなおされるかを見て

みる。11 次元超重力理論の作用 (13.12) の中のアインシュタイン作用部分は公式 (A.137) を用い
れば次のように書きかえられる。

∫
dx11√−gR =

∫
dx10√−g

[
eρR− e3ρ 1

4
G2

µν

]
. (15.157)

局所ローレンツ座標で場の強さ K4 は次のように分解される。

K
â̂b̂cd̂

= G
â̂b̂cd̂

, K
â̂b̂c1̂1

=
1
eρ

H
â̂b̂c

(15.158)

この分解を用いれば、作用は次のように書きかえられる。

S

2π
= −

∫
dx11√−g

1
2 · 4!

|KKLMN |2 = −
∫

dx10√−g

[
eρ

2 · 4!
|Gµνρσ|2 +

1
2 · 3!eρ

|Hµνρ|2
]
(15.159)
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さいごに位相項であるが、(15.127) を用いれば、

S

2π
= − 1

3!

∫
A3 ∧K4 ∧K4 = −1

2

∫
B2 ∧ dC ′3 ∧ dC ′3. (15.160)

ただし、C ′3 は (15.128) によって与えられる。こうして、次の作用が得られた。

S

2π
=

∫
dx10√−g

[
eρR− 1

2 · 3!eρ
H2

µνρ −
e3ρ

4
G2

µν −
eρ

2 · 4!
G2

µνρσ

]

−1
2

∫
B2 ∧ dC ′3 ∧ dC ′3. (15.161)

弦計量へ移るためにワイル変換 (15.139) を行い、ディラトン場 φ = (3/2)ρ を導入すれば、以前に
与えた作用 (15.15) を得る。

15.6 IIB 型超重力理論の運動方程式と超対称変換

IIB 型超重力理論は、on-shell での自由度が次の表現に属するような零質量場の集合によって記
述される。

(8v + 8c)× (8v + 8c) (15.162)

8v × 8v = 35v + 28 + 1 の成分は IIA 型超重力理論と同じであり、重力 gµν、２階反対称テンソ

ル場 Bµν、そしてディラトン場 φ を表す。一方 8c × 8c = 35c + 28 + 1 の成分は IIA 型超重力理
論とは異なり 4 階、2 階、0 階の反対称テンソル場 Cµνρσ、Cµν、C を含む。これらそれぞれに対

応した場の強さを G5、G3、G1 とする。これらの場の強さとポテンシャルの間の正確な関係式は

後で与える。これらの場の強さのうち、G5 は自己双対条件を満足する。このために作用を簡単な

形に書くことはできず、通常この理論は作用ではなく運動方程式を用いて表される。フェルミオン

を 0 とおくと、運動方程式は次のように与えられる。
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IIB 型超重力理論の運動方程式¶ ³

フェルミオンの寄与を無視したとき、5 階反対称テンソル場は次の自己双対条件を満足する。

∗G5 = −G5 (15.163)

反対称テンソル場に対するビアンキ恒等式は、

dH3 = 0, dG1 = 0, dG3 = H3 ∧G1, dG5 = H3 ∧G3. (15.164)

フェルミオンの寄与を無視したとき、反対称テンソル場の運動方程式は

d(e−2φ ∗H3) = −G3 ∧G5 +G1 ∧∗G3, d ∗G1 = ∗G3 ∧H3, d ∗G3 = −G5 ∧H3. (15.165)

フェルミオンを無視したディラトン場および重力場の方程式は

R− 1
12

HαβγHαβγ = 4(∂φ)2 − 4∇2φ, (15.166)

1
e2φ

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
=

2
e2φ

(gµν∇2φ− gµν(∂αφ)(∂αφ)−∇µ∂νφ) +
1
2
Tµν(15.167)

ただし、Tµν は反対称テンソル場のエネルギー運動量テンソルであり、次のように定義される。

Tµν =
1

e2φ

(
1
2
HµαβHν

αβ − 1
2 · 3!

gµνHαβγHαβγ

)

+
(

GµGν − 1
2
gµνGαGα

)

+
(

1
2
GµαβGν

αβ − 1
2 · 3!

gµνGαβγGαβγ

)

+
1
2

1
4!

GµαβγδGν
αβγδ (15.168)

µ ´
R-R 場をまとめて扱うためには、次の形式和を定義するのがよい。ただしフェルミオンの寄与

は無視している。

Godd = G1 + G3 + G5 + ∗G3 − ∗G1 (15.169)

これは定義により次の自己双対条件を満足する。ここでもフェルミオンの寄与は無視している。

∗Godd = −T Godd. (15.170)

Godd を用いれば、運動方程式とビアンキ恒等式は次のように IIA 型のものとまったく同じ形にま
とめて書くことができる。

dGodd = H3 ∧Godd. (15.171)

この式にはフェルミオンの寄与が現れない。（現れないように Godd の定義にフェルミオンの項を

加えて定義する。）B2 に対する運動方程式は、フェルミオンの項を無視すれば、

d(e−2φ ∗H3) =
1
2
(T Godd ∧Godd)8. (15.172)

ただし、G∗odd は Godd の複素共役であり、(· · ·)8 は 8-形式部分のみを取り出す操作を表す。
ビアンキ恒等式 (15.171) が与えられたときにそれを実現するようにポテンシャルを導入する方

法は一意的ではない。まず、次のように書くことができる。

Godd = eB2 ∧ dC(1)
even. (15.173)
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また、C
(2)
even = eB2 ∧ C

(1)
even を用いれば次のように書くこともできる。

Godd = dC(2)
even −H3 ∧ C(2)

even. (15.174)

さらに、§15.7で述べる SL(2,R) 対称性が明らかになるようにするには、C
(2)
0 、C

(2)
2 とともに 4-

形式ポテンシャルとして次のように定義される C
(3)
4 を用いるのがよい。

C
(3)
4 = C

(2)
4 − 1

2
B2 ∧ C

(2)
2 . (15.175)

このポテンシャルを用いれば、G5 が次のように SL(2, R) 不変な形に書ける。

G5 = dC
(3)
4 − 1

2
C

(2)
2 ∧ dB2 +

1
2
B2 ∧ dC

(2)
2 . (15.176)

IIB 型超重力理論はグラビティーノとディラティーノの２種類のフェルミオンを二つずつ含む。
これらを ψi

µ および λi と表す。ψi
µ は左巻きの、λi は右巻きのカイラリティをもつマヨラナワイ

ルスピノルである。この理論の超対称性変換のパラメータは ξi と表すことにする。これらのフェ

ルミオンの超対称変換は次のように書くことが出きる。

IIB 型超重力理論の超対称変換¶ ³

δψµ = Dµξ +
1
8
Hµαβγαβσzξ +

eφ

8
G\γµξ, (15.177)

δλ = (∂\φ)ξ +
1
2
H\ 3σzξ +

eφ

8
γµG\γµξ. (15.178)

γ1̂1ξ = +ξ, γ1̂1ψµ = +ψµ, γ1̂1λ = −λ. (15.179)

ただし、G\ は次のように定義される 16× 16 行列である。

G\ =
(

iG\ 1σy −G\ 3σx +
i

2
G\ 5σy

)LR

(15.180)

最後の項に 1/2 という因子が付いているのは、G5 が自己双対場であることを反映している。

L および R というのはカイラリティをあらわし、γ11 = +1 の成分が L である。G\ の中の
LR 成分のみが変換則に寄与する。

多脚場とディラトンについては

δem̂
µ = −1

4
(ψµγm̂ξ), δφ =

1
8
(λξ). (15.181)

反対称テンソル場の超対称変換は次のように与えられる。

δCeven = e−B2 ∧ θeven, δB2 = θNS
2 . (15.182)

ただし、

θNS
mn =

1
2
(σz)IJ (ψI[nγm]ξJ), (15.183)

θ2n = − 1
8eφ

(σxσn+1
z )IJ (2ψIµ〈γ2nγµ〉2n−1ξJ − λIγ2nξJ) (15.184)

µ ´
式中のパウリ行列は R-対称性の足に作用する。パウリ行列が作用する添え字について G\ を分解す
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れば、次のようになる。

G\ 12 =
(

G\ 1 −G\ 3 +
1
2
G\ 5

)LR

, G\ 21 =
(
−G\ 1 −G\ 3 −

1
2
G\ 5

)LR

. (15.185)

ただし左辺の G\ の肩の 1 と 2 はパウリ行列が作用する添え字であり、右辺の L と R はそれぞれ

γ11 = +1 および γ11 = −1 の成分を表す。これら二つの行列は独立ではなく、互いに荷電共役の
意味で転置の関係にある。

(G\ 12
C)T = −G\ 21

C (15.186)

15.7 IIB 型超重力理論の SL(2,Z) 対称性

IIB 型の超重力理論は 2-形式場を二つ持っており、これらを互いに混ぜるような対称性が存在
する。零質量場の運動方程式のレベルでは、この対称性は SL(2,R) であるが、これらの場に対す
る電荷が量子化されていることを考慮すると、その電荷のスペクトルを変化させない対称性は部分

群 SL(2,Z) である。一方、IIB 型理論の二つの超対称電荷は同じカイラリティを持つので、二つ
の超対称性を回転させる U(1) の R-対称性も存在する。ここではそれぞれの場に対してこれらの
対称性がどのように作用するかを見てみよう。

これらの対称性を見ためにはアインシュタイン計量を用いるのが便利である。そこで前に与えた

弦計量での運動方程式からワイル変換によってアインシュタイン計量に移っておく。ここで行うワ

イル変換は IIA 型超重力理論に対して行ったものと全く同じもの（式 (15.62)から (15.64)）を用
いる。（ワイル変換は R-R 場は変換しないので、IIA 理論と IIB 理論に対して同じものを用いる
ことができる。）

作用についての対称性の議論をする前にこの対称性に対する幾何学的な解釈を与えておくのが

便利である。時空のそれぞれの点で仮想的な二次元平面を考える。この平面を Z-平面と呼ぶこと
にしよう。さらに、Z 平面上に格子を考え、これを Z-格子と呼ぶことにする。Z 格子の形状は回

転、および拡大、縮小して重なるものは同一視すれば、二つのパラメータによって指定することが

できる。IIB 理論にスカラー場は時空の各点において Z 格子の形状を指定する二つのパラメータ

と同一視することができる。

Z 格子の形状をあらわす一つの方法は、Z 格子を生成する基底ベクトルを用いるものである。

このために Z 平面上の多脚場 PI
m を導入しよう。I は二つの基底ベクトルを区別する添え字で

あり、m はそれぞれのベクトルの成分をあらわす Z 平面上の規格直交座標の添え字である。条件

P2
m

P1
m

図 15.2: 多脚場 PI
m は平面上の平行四辺形によって表すことができる。

detPI
m = 1 という条件を課すことによって拡大、縮小の自由度を固定することにしよう。このと
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き行列 PI
m は SL(2,R) の元とみなすことができる。次のようにして局所直交系に対して複素座

標を導入するのも便利である。

PI
± = PI

1 + iPI
2. (15.187)

Z 平面を回転させる局所 SO(2) 対称性によって、これらは次のように変換される。

PI
± → P ′I

± = e±iαPI
±, PI

m → P ′I
m = PI

meiασy (15.188)

右からかかる SO(2) 回転がゲージ変換であるから、二つのパラメータは SL(2,R)/SO(2) の上に
値を取る。上記の SO(2) 変換はゲージ変換であるから、対応するゲージ場を定義する必要がある。
そのために、多脚場を用いて次のように定義される 1-形式場 V および V ± を導入しよう。

(P−1)m
IdPI

n =
1
4
(σz − iσx)V + +

1
4
(σz + iσx)V − + iσyV (15.189)

V と V ± は SL(2,R) 変換に対しては定義から明らかに不変である。U(1) 変換のもとで、V と

V ± は次のように変換される。

V ± → e±2iαV ±, V → V + dα. (15.190)

従って、V は局所的 U(1)変換に対してゲージ場の役割を果たすことができる。すなわち、φ → einαφ

と変換される場があるとき、共変微分を (∂µ − inVµ)φ ととれば、局所的 U(1) 変換のもとで共変
に振舞う。また、V ± を用いれば、微分を二つ含む、局所 U(1) 変換で不変な PI

m の運動項を次

のように構成することができる。 L
2π

= −1
2
gµνV +

µ V −
ν (15.191)

局所 SO(2) 変換を用いて常に P1
2 = 0 というゲージを取ることができる。このときの多脚場は二

つのパラメータ φ と χ で次のように表すことができる。

PI
m = e(χ/2)(σx−iσy)e(φ/2)σz =

(
eφ/2 0

−eφ/2χ e−φ/2

)
. (15.192)

ここで用いた二つのパラメータが IIB 型超重力理論に現れる二つのスカラー場、ディラトンとア
クシオンに対応する。（これまでアクシオンは C と表していたが、ここでは χ という文字を用い

た。）P1
2 = 0 ゲージでは 1-形式場 V と V ± は次のように与えられる。

V ± = dφ∓ ieφdχ, V =
1
2
eφdχ. (15.193)

このゲージでは作用 (15.191) はちょうど以前に与えたアインシュタイン計量でのディラトン場と
アクシオン場の作用に一致する。Z 格子の形状をあらわすゲージ不変量としては次の複素パラメー

タがしばしば用いられる。

τ = −P2
−

P1
− = χ + ie−φ. (15.194)

この量は PI
m とは異なり SL(2,R) 対称性のもとで非線型に変換される。

次に二つの 2-形式場について考えよう。これらは次のように SL(2,R) の２重項を組む。

B1
2 = C2, B2

2 = B2, HA
3 = dBA

2 . (15.195)

アインシュタイン計量での二階反対称テンソル場に対する運動方程式は二つをまとめて次のように

書くことができる。

d(MIJ ∗HJ
3 ) = −G5 ∧ εIJHJ

3 . (15.196)
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ただしMIJ = PI
mPJ

m は Z 格子の計量であり、P1
2 = 0 ゲージでは χ と φ を用いて次のよう

に与えられる。

MIJ =

(
eφ −eφχ

−eφχ e−φ + eφχ2

)
. (15.197)

5 階反対称テンソル場のビアンキ恒等式も、次のように SL(2,R) 共変な形に書くことができる。

dG5 = −1
2
εIJHI

3 ∧HJ
3 . (15.198)

このように、HI
3 は Z 格子上の点と同じように変換される。特に、HI

3 の積分で定義される 5-ブ
レーンの電荷は Z-格子と一対一対応している。
次の SL(2,Z) 変換を考えよう。

HI
3 → H ′I

3 = M I
JHJ

3 , M I
J =

(
p q

r s

)
. (15.199)

この変換のもとで、複素スカラー場に対する変換は次のように与えられる。

τ → τ ′ =
pτ + q

rτ + s
. (15.200)

PI
m はこの変換のもとで線形に変換されるが、もし P1

2 = 0 ゲージを壊さないことを要請すれば、
同時に次の SO(2) 変換を行う必要がある。

PI
m → P ′I

m =

(
s −r

−q p

)
PI

meiασy , α = − arg(s− rτ). (15.201)

超対称性変換についても、局所的 U(1) 対称性や大域的 SL(2,R) 対称性が明らかな形に書きな
おすことができる。まず、この節の最初で述べたワイル変換と線形変換によってアインシュタイン

計量に移ると、ディラティーノとグラビティーノの変換則は次のように与えられる。

δλ = (∂\φ)ξ − ieφ(∂\χ)σyξ +
1
2
e−φ/2H\ 3σzξ +

1
2
eφ/2G\ 3σxξ, (15.202)

δψµ = Dµξ +
i

4
eφ(∂µχ)σyξ +

i

8
G\ 5

2
γµσyξ

+
1
8
e−φ/2H\ 3γµσzξ − 1

8
eφ/2G\ 3γµσxξ

+
1
16

e−φ/2γµH\ 3σzξ − 1
16

eφ/2γµG\ 3σxξ. (15.203)

この変換則は次の局所的 SO(2) 変換に対して不変である。
(

ψ1
µ

ψ2
µ

)
→ e−(iα/2)σy

(
ψ1

µ

ψ2
µ

)
,

(
λ1

λ2

)
→ e(3iα/2)σy

(
λ1

λ2

)
,

(
ξ1

ξ2

)
→ e−(iα/2)σy

(
ξ1

ξ2

)
. (15.204)

対称性を見やすくするには、次のように複素場を定義するのが便利である。（λ± の符号が逆であ

ることに注意。）

H±
3 = eφ/2G3 ± ie−φ/2H3, ψ±µ = ψ1

µ ± iψ2
µ, λ∓ = λ1 ± iλ2, ξ± = ξ1 ± iξ2. (15.205)
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表 15.1: 局所的 U(1) 変換のもとでのそれぞれの場が持つ電荷

ψ±µ λ± ξ± V ± H±
3

± 1
2 ± 3

2 ± 1
2 ±2 ±1

これらの複素場は、局所的 U(1) 変換に対して表 15.1 に与えたような電荷を持っている。これら
の複素場を用いれば、上記の変換則は次のように表すことができる。

δλ∓ = V\∓ξ± ± i

2
H\ ∓3 ξ∓, (15.206)

δψ±µ =
(

Dµ ∓ i

2
Vµ ∓ i

16
G\ 5γµ

)
ξ± ∓ i

16
(2H\ ±3 γµ + γµH\ ±3 )ξ∓. (15.207)

15.8 II 型超重力理論の T-双対性

IIA 型超重力理論を S1 でコンパクト化したものと、IIB 型超重力理論を S1 でコンパクト化し

たものは、適当な変数変換によって互いに等価になることが知られており、その関係は T-双対性
と呼ばれる。

まずはじめに NS-NS sector のみを考えよう。R-R 場やフェルミオン場は全て 0 とする。R-R
場の運動方程式の全ての項は R-R 場（またはフェルミオン）を含むから、このように置くことは
運動方程式と矛盾しない。この場合には自己双対場を含まないので IIB 型理論のほうも作用で表
すことがる。実際、NS-NS 場についての運動方程式は IIA 型も IIB 型も全く同じであるから IIA
型超重力理論と同じ作用によって表される。まず、IIA 型理論の作用が 9 次元にコンパクト化され
たときにどのようになるかを見てみよう。10 次元での IIA 型超重力理論の作用の NS-NS 場の部
分は次のように与えられる。

SNS−NS

2π
=

∫
dx10√−ge−2φ

[(
R + 4(∂φ)2

)− 1
2 · 3!

H2
µνρ

]
(15.208)

この理論を 9 次元にコンパクト化するために計量を次のようにおこう。

ds2 = g(9)
µν dxµdxν + e2σ(d̃x

9
)2, d̃x

9
= dx9 + v1. (15.209)

1-形式 d̃x
9
は x9 → x9 + a(xi) という座標変換に対して不変である。上記の計量の分解は、多脚

場を次のように取ることに対応している。

EM
Â =

(
eâ
µ eσvµ

0 eσ

)
. (15.210)

10 次元の計量を用いて、9 次元の計量 gµν およびベクトル場 vµ を表すと次のようになる。

vµ = Gµ9
1

G99
, gµν = Gµν −Gµ9

1
G99

G9µ. (15.211)

反対称テンソル場 BMN は次のように分解しよう。

H3 = h3 + h2 ∧ d̃x
9
, B2 = b2 + b1 ∧ d̃x

9
. (15.212)
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9 次元の反対称テンソル場 b2 およびベクトル場 b1 を 10 次元の場を用いて書くと次のようになる。

bµ = Bµ9, bµν = Bµν −Bµ9
1

G99
Gµ9 + Gµ9

1
G99

Bµ9. (15.213)

すべての場は x9 に依存しないと仮定し、x9 方向の周期性を

0 ≤ x9 < 1, (15.214)

ととり、x9 に対する積分を行う。すると、作用は次のように得られる。

S
IIA/S1

NS−NS

2π
=

∫
dx9√−g

1
e2ϕ

[(
R− (∂σ)2 + 4(∂ϕ)2

)

−
(

e2σ

4
f2

µν +
e−2σ

4
h2

µν

)
− 1

2 · 3!
h2

µνρ

]
(15.215)

ただし、9 次元でのディラトン場を次のように定義した。

ϕ = φ− 1
2
σ. (15.216)

アインシュタイン作用の部分は §15.5で与えた公式を、反対称テンソル場については局所ローレン
ツ系で H

â̂b̂9
= e−σh

â̂b
および H

â̂b̂c
= h

â̂b̂c
が成り立つことを用いれば上記の作用が簡単に得られ

る。一方、IIB 型超重力理論の NS-NS 場の作用についても全く同様にコンパクト化を行うことが
できる。IIA 型理論の場と区別するために場に “ ’ ” を付けることにすると、9 次元にコンパクト
化したときの作用は次のように与えられる。

S
IIB/S1

NS−NS

2π
=

∫
dx9

√
−g′

1
e2ϕ′

[(
R′ − (∂σ′)2 + 4(∂ϕ′)2

)

−
(

e2σ′

4
f ′2µν +

e−2σ′

4
h′2µν

)
− 1

2 · 3!
h′2µνρ

]
(15.217)

これら二つの作用は、次の置き換えをすることで互いに移り合う。この作用は次の置き換えのもと

で不変である。

h3 = h′3. h2 = f ′2, f2 = h′2, σ = −σ′, ϕ = ϕ′. (15.218)

（h2、f2、σ をそのまま h′2、f ′2、σ′ と同定するような自明な置き換えのもとでも NS-NS セクター
の作用は当然不変であるが、この関係は R-R セクターへ拡張することができない。）ポテンシャル
についての関係式は関係式 (15.218) に (15.212) の分解を適用することで次のように得られる。

v′1 = b1, b′1 = v1, b′2 = b2 + b1 ∧ v1. (15.219)

この、コンパクト化を通した IIA 型理論と IIB 型理論の間の関係を T-双対性と呼ぶ。上記の関係
式を GMN と BMN に対しての関係式として書くと次のようになる。

G′µν = Gµν −Gµ9
1

G99
Gν9 + Bµ9

1
G99

Bν9, B′
µν = Bµν + Gµ9

1
G99

Bµ9 −Bµ9
1

G99
Gµ9 (15.220)

この関係式は、XMN = GMN + BMN を定義すると、次のようにまとめて表すことができる。

X ′
µν = Xµν −Xµ9

1
X99

X9µ, X ′
µ9 = Xµ9

1
X99

, X ′
9µ = − 1

X99
X9µ, X ′

99 =
1

X99
. (15.221)

次に、R-R 場の間の関係について考えよう。IIB 型超重力理論の R-R 場には自己双対条件に従
う G5 が含まれるために、作用を用いることはできない。そこで運動方程式を用いて議論しよう。
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まず、IIA 型超重力理論の R-R 場の強さを次のように分解しよう。

Geven = geven + godd ∧ d̃x
9
. (15.222)

Geven に対する 10 次元での Hodge 双対は 9 次元において次のように分解される。

∗10 Geven = e−σ ∗9 godd + eσ ∗9 geven ∧ d̃x
9
. (15.223)

これを用いて Geven に対する自己双対条件 (15.35) を 9 次元の場に対する関係式に読みかえると、
次の式を得る。

e−σ ∗9 godd = −T geven, eσ ∗9 geven = T godd. (15.224)

ただし T は (15.36) で定義された「転置」演算子である。9 次元で 2 回 Hodge 双対を取ればマ
イナス符号が現れることに注意すれば、これら二つの式が同じものであることがわかる。(15.222)
を運動方程式 (15.34) に代入し、d̃x

9
を含む部分と含まない部分とに分けると、独立な二つの式を

得ることができる。

dgeven = h3 ∧ geven + f2 ∧ godd, dgodd = h3 ∧ godd + h2 ∧ geven (15.225)

これら二つの式は f2 と h2、geven と godd の入れ替えに対して対称性を持っている。すなわち、

IIB 型の R-R field Godd を次のように組むことで、IIB 型理論の運動方程式 (15.171) および自己
双対条件 (15.170) を再現することができる。

G′odd = −godd + geven ∧ d̂x
9
. (15.226)

念のため、形式和 geven および godd を成分に分解するとどうなるかを書いておこう。それぞれ 9
次元の場で次のように表される。

geven = m + g2 + g4 + e−σ ∗9 g3 − e−σ ∗9 g1, (15.227)

godd = g1 + g3 + eσ ∗9 g4 − eσ ∗9 g2 + eσ ∗9 m. (15.228)

これらの場と IIA 型超重力理論の R-R 場の強さの関係は、

G4 = g4 + g3 ∧ d̃x
9
, G2 = g2 + g1 ∧ d̃x

9
. (15.229)

また IIB 型理論の R-R 場の強さと 9 次元の場の関係は

G′1 = −g1 + md̂x
9
, G′3 = −g3 + g2d̂x

9
, G′5 = −eσ ∗9 g4 + g4d̂x

9
. (15.230)

R-Rポテンシャルについては、IIA理論の Codd と IIB理論の C ′even は次のように関係している。

Codd = codd + ceven ∧ dx9, C ′even = −ceven + codd ∧ dx9. (15.231)

場の強さの場合とは異なり、d̃x
9
や d̂x

9
ではなく dx9 が用いられていることに注意すること。こ

れは、ここで用いているポテンシャルが B2 のゲージ変換のもとで変換される C(1) を用いている

からである。このことは T-双対性変換をとおして、ポテンシャルが x9 をシフトする座標変換のも

とで不変にはなっていないことを意味しており、ちょうど上記のように分解して得られる 9 次元
のポテンシャルはそのような変換性を示す。この関係式が場の強さに対して (15.222) と (15.226)
を再現することは簡単に確認できる。
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この節の最初に R-R 場を 0 と置いたときに NS-NS 場の作用が T-双対性を通して一致すること
を見たが、NS-NS 場の運動方程式は R-R 場を含んでいるので、R-R 場が 0 で無いときにはそれ
らが T-双対性変換で移りあうことをもう一度確認しておく必要がある。まず、IIA 理論の H3 に

対する運動方程式 (15.51) をコンパクト化すると、

d(e−2ϕ ∗ h3) = (T godd ∧ geven)7, (15.232)

d(e−2ϕ−2σ ∗ h2) = e−2ϕ ∗ h3 ∧ f2 +
1
2
(T geven ∧ geven)8. (15.233)

一方 IIB 型理論の運動方程式 (15.172) からは

d(e−2ϕ′ ∗ h3) = (T godd ∧ geven)7, (15.234)

d(e−2ϕ′−2σ′ ∗ f2) = e−2ϕ′ ∗ h3 ∧ h2 +
1
2
(T godd ∧ godd)8. (15.235)

これらを比較すると、IIA 型理論の h3 に対する運動方程式と IIB 型理論の h′3 に対する運動方程

式は確かに一致している。

h2 と h′2 に対しては T-双対性を通してそれぞれ f ′2 と f2 に対応しているはずである。IIA 型理
論の計量についての運動方程式は 10 次元では次のように与えられる。

1
e2φ

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
=

2
e2φ

(gµν∇2φ− gµν∂αφ∂αφ−∇µ∂νφ) +
1
2
T IIA

µν (15.236)

ただし、反対称テンソル場に対するエネルギー運動量テンソルが次のように定義される。

T IIA
µν =

1
e2φ

(
1
2
HµαβHν

αβ − 1
2 · 3!

gµνHαβγHαβγ

)

+
(

GµαGν
α − 1

2 · 2gµνGαβGαβ

)

+
(

1
3!

GµαβγGν
αβγ − 1

2 · 4!
gµνGαβγδG

αβγδ

)
(15.237)

この運動方程式の添え字を â と 9̂ にとり、9 次元の言葉で書きなおせば、

∇b̂(e−2ϕ+2σf
â̂b

) = −eσg
â̂b

gb̂ − 1
3!

eσg
â̂b̂cd̂

gb̂̂cd̂ +
1
2
e−2φ+σh

â̂b̂c
ĥb̂c. (15.238)

さらにこの式は外微分形式を用いれば次のように与えられる。

d(e−2ϕ+2σ ∗9 f2) = −g3(eσ ∗9 g4)− g1(eσ ∗9 g2) + h2(e−2φ+σ ∗9 h3). (15.239)

これは確かに IIB 側で得られる h′2 に対する運動方程式と一致する。同様にして IIA 型理論の h2

に対する運動方程式と IIB 型理論の f ′2 に対する運動方程式が一致することも確かめられる。

ここでは省略するが、同様にして 9 次元の計量に対するアインシュタイン方程式やスカラー場
に対する方程式も、T-双対性を通して一致することが示される。
次に、フェルミオンの関係について見てみよう。10 次元の γ 行列を γM、9 次元の γ 行列を γµ

と表すことにし、それらの関係を次のように設定しておく。

γµ =

(
γµ

γµ

)
, γ9̂ =

(
−i

i

)
, γ1̂1 =

(
1

−1

)
(15.240)

このとき、10 次元の荷電共役行列 C は 9 次元のもの c によって次のように表すことができる。

C =

(
c

−c

)
(15.241)
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9 次元の γ 行列に対して次の式が成り立つ。

cγi = γT
i c (15.242)

9 次元マヨラナスピノルは次の条件によって定義される。

ψ = ψT c (15.243)

η と ξ を 9 次元のマヨラナスピノルとするとき、次のように組めば 10 次元のマヨラナスピノル
になる。

ψ =

(
η

iξ

)
(15.244)

虚数単位 i が現れることに注意。9 次元のマヨラナスピノルに対して次の式が成り立つ。

ψ1γ
iψ2 = (ψ2γ

iψ1)† = −(ψ2γ
iψ1) (15.245)

IIA 型超重力理論と IIB 型超重力理論の超対称変換がコンパクト化を通して関係していることを見
ておこう。そのために、超対称変換 (15.20) と (15.21) を 9 次元の言葉で書きなおす必要がある。
計量は (15.210) によって分解する。また、10 次元での共変微分を 9 次元の量で書きなおす時には
次の公式を用いるとよい。

D
9̂
ξ =

(
−eσ

8
fαβγαβ − 1

2
(∂ασ)γαγ9̂

)
ξ, Dµξ = Dµξ +

eσ

4
fµαγαγ9̂ξ. (15.246)

これを用いて変換則を書きなおし、カイラリティごとに分けて書く。すると、グラビティーノと

ディラティーノそれぞれがカイラリティの異なる二つの部分に分かれる。その片方について x9 方

向のパリティ変換を行い、グラビティーノと変換パラメータ左巻き、ディラティーノは右巻きのカ

イラリティを持つようにそろえ、同じカイラリティのスピノル場を二つずつ次のようにまとめて書

くことにする。

ξ′ =

(
ξL

γ9̂ξR

)
, ψ′

î
=

(
ψL

î

γ9̂ψR

î

)
, ψ′

9̂
=

(
−ψL

9̂

γ9̂ψR

9̂

)
, λ′ =

(
λR − 2γ̂

9
ψL

9̂

−γ9̂(λL − 2γ̂
9
ψR

9̂
)

)
.

(15.247)
すると、変換則を次のようにまとめて書くことができる。これは IIB 型超重力理論のフェルミオ
ンの変換則にほかならない。

δψ′µ = Dµξ′ +
1
8
H ′

µαβγαβσzξ
′ +

eφ′

8
G\ IIB

γµξ′, (15.248)

δλ′ = (∂\φ′)ξ′ + 1
2
H\ ′3σzξ

′ +
eφ′

8
γµG\ IIB

γµξ′. (15.249)

この変形は比較的簡単に行うことができるが、グラビティーノの変換則に含まれる R-R 場がどの
ように関係しているかについてだけ簡単に説明しておこう。まず、IIA 型超重力理論の (15.229) は
9 次元の場を用いて次のように書くこともできる。

G\ 2n =
i

eσ
g\2n−1 ⊗ σz + g\2n ⊗ 1. (15.250)

ただし、g\n は 9 次元の γ 行列を用いて定義される。従って、全ての R-R 場についての和を取る
と、G\ は次のように与えられる。

G\ IIA = −m1 +
i

eσ
g\1 ⊗ 1 + g\2 ⊗ σz − i

eσ
g\3 ⊗ σz − g\4 ⊗ 1. (15.251)
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この行列のそれぞれのカイラリティのブロックは次のように与えられる。

−G\LL
γ9̂ = −im− 1

eσ
g\1 + ig\2 +

1
eσ

g\3 − ig\4, (15.252)

γ9̂G\RR = im +
1
eσ

g\1 + ig\2 +
1
eσ

g\3 + ig\4. (15.253)

ただし、γ9 を右または左から掛ける事によって L-R 成分のみを持つようにした。これらの、L-R
成分のみを持つ行列を二つまとめると、IIB 型超重力理論において定義された G\ が再現される。

(
−G\LL

γ9

γ9G\RR

)
=

1
eσ

G\ IIB (15.254)

R-R ポテンシャルの変換則についても見ておこう。変換則に現れる θ について、次の関係が成

り立つことはフェルミオンやディラトンなどの T-双対性のもとでの関係式を用いて示すことがで
きる。

θodd = ϑodd + ϑeven ∧ d̃x
9
, θ′even = −ϑeven + ϑodd ∧ d̂x

9
. (15.255)

ここで、dx9 ではなく d̃x
9
と d̂x

9
が現れることに注意。この関係式を用いれば IIA 理論と IIB 理

論の R-R ポテンシャルの超対称変換が互いに移りあうことを示すことができる。例として IIB 型
超重力理論の Cmn の変換則が正しく IIA 型の変換則から得られることを示しておこう。ポテン
シャルの間の関係 (15.231) より、C ′mn は T-双対性によって Cmn9 に移る。従ってその超対称変

換は

δC ′mn = −δCmn9

= −θmn9 + Bmnθ9 + Bn9θm −Bm9θn

= −ϑmn + (bmn + bmvn − bnvm)ϑ + bn(ϑm + vmϑ)− bm(ϑn + vnϑ)

= −ϑmn + bmnϑ + bnϑm − bmϑn

= (−ϑmn + ϑmv′n − ϑnv′m) + B′
mnϑ

= θ′mn −B′
mnθ′ (15.256)

となり、正しく IIB 型超重力理論の変換則が再現されている。途中で bmn = b′mn + b′mv′n− b′nv′m =
B′

mn を用いた。形式和を用いれば、全ての R-R ポテンシャルについて同様の関係が成り立つこと
をまとめて示すことができる。

15.9 II 型超重力理論のブレーン

反対称テンソル場はそれぞれ異なる種類のブレーンに結合しているが、反対称テンソル場が従う

運動方程式やビアンキ恒等式から、それらのブレーンについての重要な情報を引き出すことができ

る。そのためにまず運動方程式に次のようにブレーンを表すソース項を導入する。まず最初に IIA
型理論について考えよう。

dH3 = JNS5
4 , (15.257)

d(e−2φ ∗H3) = JF1
8 −m ∗G2 − ∗G4 ∧G2 +

1
2
G4 ∧G4, (15.258)

dm = JD8
1 , (15.259)

dG2 = JD6
3 + mH3, (15.260)
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dG4 = JD4
5 + H3 ∧G2, (15.261)

d ∗G4 = JD2
7 + H3 ∧G4, (15.262)

d ∗G2 = JD0
9 −H3 ∧ ∗G4. (15.263)

どのような反対称テンソル場があるかを見ることにより、どのような種類のブレーンが存在するか

を知ることができる。上で行ったソース項の導入の際にはすでにこの事を利用した。これらの式の

両辺を微分すれば、次のカレント保存則が得られる。

dJNS5
4 = 0, (15.264)

dJF1
8 = mJD0

9 + G2 ∧ JD2
7 −G4 ∧ JD4

5 + ∗G4 ∧ JD6
3 + ∗G2 ∧ JD8

1 , (15.265)

dJD8
1 = 0, (15.266)

dJD6
3 = H3 ∧ JD8

1 −mJNS5
4 , (15.267)

dJD4
5 = H3 ∧ JD6

3 −G2 ∧ JNS5
4 , (15.268)

dJD2
7 = H3 ∧ JD4

5 −G4 ∧ JNS5
4 , (15.269)

dJD0
9 = −H3 ∧ JD2

7 + ∗G4 ∧ JNS5
4 . (15.270)

これらの式から、どのブレーンがどのブレーンに端を持つことができるかを読み取ることができ

る。たとえば、F1-ブレーンの境界を表す dJF1
8 は (15.265) において JD0

9 から JD8
1 まですべての

種類の D-ブレーンのカレントの線形結合として書けている。これは F1-ブレーンがすべての種類
の D-ブレーンにくっつくことができることを意味している。逆に、M-ブレーンについて行ったの
と同様な議論により、すべての D-ブレーンの上には F1-ブレーンの端点と結合する 1-形式ゲージ
場が存在していなければならない。同様な考察を全てのブレーンに対して行うと、あるブレーンが

くっつくことができるブレーンと、それぞれのブレーンの上に存在するゲージ場が表 15.2のよう
に決定される。

表 15.2: IIA 型理論に存在するそれぞれのブレーン上に端を持てるブレーンと、その端点に結合す
るブレーン上のゲージ場

カレント ブレーン (略称) 端を持てるブレーン ブレーン上のゲージ場

JF1
8 fundamental string (F1) なし なし

JNS5
4 NS5-brane (NS5) D0, D2, D4, D6 0-form, 2-form, 4-form, 6-form

JD0
9 D0-brane (D0) F1 1-form

JD2
7 D2-brane (D2) F1, D0 1-form, 0-form

JD4
5 D4-brane (D4) F1, D2 1-form, 2-form

JD6
3 D6-brane (D6) F1, D4 1-form, 4-form

JD8
1 D8-brane (D8) F1, D6 1-form, 6-form

同様の考察を IIB 型超重力理論についても行ってみよう。まず次のようにソース項を導入する。

dH3 = JNS5
4 , (15.271)

d(e−2φ ∗H3) = JF1
8 −G3 ∧G5 + G1 ∧ ∗G3, (15.272)

dG1 = JD7
2 , (15.273)
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dG3 = JD5
4 + H3 ∧G1, (15.274)

dG5 = JD3
6 + H3 ∧G3, (15.275)

d ∗G3 = JD1
8 + H3 ∧G5, (15.276)

d ∗G1 = JD−1
10 −H3 ∧ ∗G3. (15.277)

この両辺を微分すれば、

dJNS5
4 = 0, (15.278)

dJF1
8 = G1 ∧ JD1

8 −G3 ∧ JD3
6 + G5 ∧ JD5

4 − ∗G3 ∧ JD7
2 , (15.279)

dJD7
2 = 0, (15.280)

dJD5
4 = H3 ∧ JD7

2 −G1 ∧ JNS5
4 , (15.281)

dJD3
6 = +H3 ∧ JD5

4 −G3 ∧ JNS5
4 , (15.282)

dJD1
8 = H3 ∧ JD3

6 −G5 ∧ JNS5
4 . (15.283)

（運動方程式 (15.277) を微分すると 11-形式になってしまうのでいかなる関係式も得ることはでき
ない。）これらのカレントの間の関係式から、表 15.3のような事実がわかる。

表 15.3: IIB 型理論に存在するそれぞれのブレーン上に端を持てるブレーンと、その端点に結合す
るブレーン上のゲージ場

カレント ブレーン (略称) 端を持てるブレーン ブレーン上のゲージ場

JF1
8 fundamental string (F1) なし なし

JNS5
4 NS5-brane (NS5) D1, D3, D5 1-form, 3-form, 5-form

JD1
8 D1-brane (D1) F1 1-form

JD3
6 D3-brane (D3) F1, D1 1-form, 1-form

JD5
4 D5-brane (D5) F1, D3 1-form, 3-form

JD7
2 D7-brane (D7) F1, D5 1-form, 5-form

15.10 M-ブレーンと IIA-ブレーン

既に述べたように、11 次元超重力理論には M2-ブレーンと M5-ブレーンの２種類のブレーンが
存在する。この理論をコンパクト化すると、それらのブレーンがコンパクト化した方向に巻き付く

かどうかによって、４種類のブレーンが得られる。次元の比較から、これらは IIA 型超重力理論
のブレーンと表 15.4 のような対応関係にあると考えられる。この対応関係を用いれば、M-ブレー
ンの性質から IIA-ブレーンの性質についての情報を得ることができる。
そのような考察を行う前に、11 次元の次元を持った物理量と 10 次元の次元をもった物理量の

関係を与える際に必要なそれぞれの理論での単位長さの関係を与えておこう。11 次元超重力理論
においてはプランク長さを 2πlp = 1 ととる単位系を用いていた。一方、10 次元の理論の計量は
弦計量を用いるのが便利である。これは 11 次元のものと (em̂

µ )10dim = eφ/3(em̂
µ )11dim の関係にあ

る。従って、この計量を用いて長さを計算すると 11 次元の計量を用いて計算したものの eφ/3 倍

404



表 15.4:

M-theory type IIA

wrapped M2-brane → fundamental string
unwrapped M2-brane → D2-brane
wrapped M5-brane → D4-brane

unwrapped M5-brane → NS5-brane

になる。これは、10 次元の弦計量での単位長さを 2πls = 1 とした時に、二つの長さ ls と lp が次

のように関係していることを意味する。

(2πlp) = (2πls)eφ/3 (15.284)

以前に 11 次元の超重力理論のコンパクト化によって IIA 型超重力理論を得た際に、x11 方向のコ

ンパクト化の周期を 1、計量を e1̂1
11 = eρ = e(2/3)φ と取った。従って、コンパクト化した S1 の周

の長さは

L = (2πlp)eρ = (2πls)eφ, (15.285)

である。

このことを踏まえて 10 次元のブレーンの張力は次のように求めることができる。IIA 型超重力
理論の弦は 11 次元超重力理論のM2-ブレーンが S1 に巻きついたものと解釈される。したがって

弦の張力は M2-ブレーンの張力にコンパクト化の周期 L を掛けたものである。一方 D2-ブレーン
は S1 に巻きついていないM2-ブレーンと解釈されるから、M2-ブレーンの張力がそのまま D2-ブ
レーンの張力になる。すなわち、次の式が成り立つ。

Tstr = LTM2 =
2π

(2πls)2
, TD2 = TM2 =

2π

(2πls)3eφ
. (15.286)

同様に、M5-ブレーンが S1 に巻き付いたものが D4-ブレーンであり、巻き付いていない M5-ブ
レーンが NS5-ブレーンであるから、それらの張力は次のように得られる。

TD4 = LTM5 =
2π

(2πls)5eφ
, TNS5 = TM5 =

2π

(2πls)6e2φ
. (15.287)

張力は、ブレーンの作用の中でブレーン上の場が 0 においたときの、ブレーンの体積だけによっ
て決まる部分であるが、ブレーン上の場が 0 でない一般の場合に対する作用もコンパクト化によっ
て求めることができる。M2-ブレーンの上にはその形状を決定するスカラー場のみが存在するから、
その作用は次の南部-後藤作用で与えられる。

S

2π
= −

∫
d3σ

√
−det G̃ +

∫
A3 (15.288)

G̃αβ は M2-ブレーン上の誘導計量であり、背景時空の計量 Gµν から次のように得られる。

G̃αβ = ∂αXµ∂βXνGµν = η
ÂB̂

V Â
α V B̂

β . (15.289)

ただし、V Â
α は次のように定義される。

V Â
α = EÂ

M∂αXM (15.290)

405



まず、もっとも簡単な弦の作用を求めてみよう。弦の上には弦の形状を決定するスカラー場のみ

があるから、その作用は上で求めた張力の寄与だけである。そのことを具体的にチェックしておこ

う。M2-ブレーンが x11 方向に巻きついている場合には σ2 = x11 と取ることができる。このとき

σ2 による微分が x11 以外は 0 であることを用いれば、V M̂
α は次のように分解される。

(
V m̂

α V 1̂1
α

V m̂
2 V 1̂1

2

)
=

(
em̂
µ ∂αXµ eρCµ∂αXµ

0 eρ

)
(15.291)

従って、誘導計量の行列式は次のように与えられる。

det G̃MN = e2ρ det g̃µν . (15.292)

これを M2-ブレーンの作用に代入すると、σ2 方向の積分は単に 1 を与えるだけであり、次の作用
を得る。

S

2π
= −

∫
d2σeρ

√
− det g̃ +

∫
B2 (15.293)

ここで、さらにワイル変換を行って弦計量に移ると次の弦の作用を得る。

S

2π
= −

∫
d2σ

√
−det g̃ +

∫
B2 (15.294)

一方、D2-ブレーンに対応した x11 方向に巻き付いていない M2-ブレーンの場合には X11 = σ

とおいて、

V m̂
α = em̂

µ ∂αXµ, V 1̂1
α = eρhα, hα = ∂ασ + Cµ∂αXµ, (15.295)

従って、M2-ブレーン上の計量は次のように書ける。

G̃αβ = g̃αβ + e2ρhαhβ , det G̃αβ = (1 + e2ρhαg̃αβhβ) det g̃αβ (15.296)

ただし、ワイル変換を行う前の 10 次元の計量を次のようにおいた。

g̃αβ = η
m̂n̂

V m̂
α V n̂

β . (15.297)

また、A3 は次のように書ける。

A3 = C3 + B2 ∧ h1 (15.298)

従って、M2-ブレーンの作用を次のように書きかえることができる。

S

2π
= −

∫
d3σ

√
− det g̃αβ

√
1 + e2ρhαg̃αβhβ +

∫
(C3 + B2 ∧ h1). (15.299)

さらに、ワイル変換を行い弦計量へ移り、ρ = (2/3)φ としておくと、

S

2π
= −

∫
d3σ

√
− det g̃αβ

√
e−2φ + hαg̃αβhβ +

∫
(C3 + B2 ∧ h1). (15.300)

これを D2-ブレーンの作用として採用することもできるが、これとは別の形に書きかえることもで
きる。3 次元ではスカラー場 σ はゲージ場の双対場であると考えることができるので、σ をゲー

ジ場 A1 によって表すこともできる。[35] そのためには h1 を独立変数とみなし、次のように変形

する。

S

2π
= −

∫
d3σ

√
− det g̃αβ

√
e−2φ + hαg̃αβhβ +

∫
(C3 + B2 ∧ h1) +

∫
(h1−C1)∧ dA1. (15.301)
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A1 について積分すれば d(h1 − C1) = 0 となり、h1 = dφ + C1 と置くことができる。これを上記

の作用に代入すればもとの作用を得る。その代わり、h1 についての運動方程式を解いてみよう。

√
− det(g̃αβ)

g̃αβhβ√
e−2φ + hαg̃αβhβ

=
1
2
εαβγ(Fβγ + Bβγ) (15.302)

これをもとの作用に代入して h1 を消去すれば、

S

2π
= −

∫
d3σ

√
−det g̃αβ

1
eφ

√
1 +

1
2
(Fβγ + Bβγ)2 +

∫
(C3 − C1 ∧ dA1) (15.303)

さらに、3 次元では次のように行列式の形に書きなおすことができる。

S

2π
= −

∫
d3σ

1
eφ

√
−det(g̃αβ + Fαβ + Bαβ) +

∫
(C3 − C1 ∧ dA1) (15.304)

上で導入したゲージ場の規格化が、われわれが用いているものになっていることを確かめておこ

う。双対な表現へ移る前のスカラー場 σ は周期が 1 の S1 上にあったから、その場の強さ h1 は

次の量子化条件を満足している。 ∮
h1 ∈ Z. (15.305)

さらに、F2 = dA1 は作用の変分 δS/(2π) =
∫

δh1 ∧ F2 を用いて定義することができ、§12.3.5で
用いた双対場の定義と一致している。したがって双対場 F2 は量子化条件

∫
F2 ∈ Z を満足する。

同様にして M5-ブレーンの作用から D4-ブレーンや NS5-ブレーンの作用も得ることができると
期待されるが、M5-ブレーン上には自己双対場が存在するためにかなり複雑である。そこでここで
は省略する。

IIA 型弦理論におけるブレーンと超対称性の破れの関係も、11 次元の M-ブレーンの場合と同様
に超対称電荷と中心電荷の代数関係から出発して求めることができる。その結果は次のように与え

られる。ただし、Sµ0···µp であらわされる反対称テンソルは 10 次元時空の中での p ブレーンの向

きを表すものである。ただし、次のように規格化されているものとする。

1
(p + 1)!

Sµ0···µpSµ0···µp = −1. (15.306)

Dp-ブレーンについての条件は

1
(p + 1)!

Sµ0···µpγµ0···µpXη = ±η. (15.307)

ただし、p = 2, 6 のときは X = 1 であり、p = 0, 4, 8 のときは X = γ11 である。これは左辺の行

列の 2乗が +1 になるように γ11 を挿入すると覚えておけばよい。弦と NS5-ブレーンの場合は次
のとおりである。

1
2
Sµνγµνγ11η = ±η,

1
6!

Sµ0···µ5γ
µ0···µ5η = ±η. (15.308)

ここで γ11 が入っているかどうかは、対応するブレーンが M-理論の立場で見たときに x11 方向に

巻きついているかどうかを考えてみればよい。この判定条件は D2-ブレーンと D4-ブレーンについ
ても適用することができる。

IIB 型弦理論については、超対称性の交換関係の右辺は次のように与えられる。

{Q, Q} = γµ(Pµ +σxZµ
D1 +σzZ

µ
F1)+

1
3!

γµνρεZ
µνρ
D3 +

1
5!

γµ1···µ5(Z
µ1···µ5
KKM +σxZµ1···µ5

D5 +σzZ
µ1···µ5
NS5 )

(15.309)
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したがってブレーンによる超対称性の破れは次のように決めることができる。

D1-brane :
1
2
Sµνγµνσxη = ±η, (15.310)

F1-brane :
1
2
Sµνγµνσzη = ±η, (15.311)

D3-brane :
1
4!

Sµνρσγµνρσεη = ±η, (15.312)

D5-brane :
1
6!

Sµ0···µ5γ
µ0···µ5σxη = ±η, (15.313)

NS5-brane :
1
6!

Sµ0···µ5γ
µ0···µ5σzη = ±η, (15.314)

D7-brane :
1
8!

Sµ0···µ7γ
µ0···µ7εη = ±η. (15.315)

15.11 D-ブレーンの作用とその T-双対性

D-ブレーンは R-R 場に結合するという性質によって特徴付けられるブレーンである。すなわち、
IIA 型および IIB 型超重力理論の D-ブレーンはそれぞれその作用中に R-R 場との結合を表す次
の項を持っている。

SIIA

2π
=

∫

M2n−1

Codd,
SIIB

2π
=

∫

M ′
2n

C ′even. (15.316)

ただし、M2n−1 は IIA 型超重力理論における 2n− 2 ブレーンの worldvolume を、M ′
2n は IIB 型

超重力理論における 2n− 1 ブレーンの worldvolume を表す。
すでにわれわれは R-R 場 Codd と C ′even が T-双対性変換のもとでどのように変換されるかを

知っている。まずはもっとも簡単な場合として背景の B 場や計量の非対角成分が 0 である場合に
ついて考えよう。この場合、9 次元の場 codd と ceven を用いて互いに次のように関係している。

Codd = codd + ceven ∧ dx9, C ′even = −ceven + codd ∧ dx9. (15.317)

R-R 場に対するこの変換を通して 二つの作用 (15.316) が互いに移り合うことを要求すれば、二つ
のブレーンの world volume M と M ′ の間の関係を決定することができる。

まず、IIA 型理論側の D-ブレーンの world volume が x9 方向には巻きついていないとし、その

x9 座標は定数であるとしよう。この場合、world volume は M2n−1 = M9
2n−1 × P と表すことが

できる。ここで M9
2n−1 はコンパクト化されたあとの 9 次元時空上でのブレーンの world volume

を表し、P は x9 方向の S1 上のある一点を表す。このときブレーンの作用 (15.316) は次のよう
に書くことができる。

SIIA

2π
=

∫

M9
2n−1×P

(codd + ceven ∧ dx9) =
∫

M9
2n−1

codd. (15.318)

ここで、積分領域が x9 方向には伸びていないために dx9 を含む項が積分に寄与しないことを用

いた。

IIB 型理論の側でこれと等価な結果を得るためには、D-ブレーンが x9 方向に巻きついている、

すなわちその world volume が M ′
2n = M9

2n−1 × S1 と与えられるとすればよい。今度は積分領域

が S1 因子を含むために dx9 を含む項だけが積分に寄与し、先ほどと同じ結果を与える。

SIIB

2π
=

∫

M9
2n−1×S1

(−ceven + codd ∧ dx9) =
∫

M9
2n−1

codd (15.319)
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T-dual

∼
RR

Dp-brane

D(p+1)-brane

図 15.3: 巻き付いていない Dp-ブレーンは T-双対性によって巻き付いた D(p + 1)-ブレーンへ移る

このことから、T-双対性は S1 に巻き付いているブレーンと巻き付いていないブレーンを入れ替え

ることがわかる。

ブレーンの作用は先ほどの R-R 場との結合を表す部分のほかに、ブレーンの張力をあらわす南
部-後藤作用と呼ばれる部分がある。上と同じ単純化した設定（すなわち、B 場や計量の非対角成

分などが 0 である）でその T-双対性に対する不変性を調べてみよう。IIA 型理論においては、ブ
レーンの world volume は M2n−1 = M9

2n−1 × P であるから、その面積は 9 次元でのブレーン、
すなわち M9

2n−1 の面積に等しい。その作用は次のように与えられる。

SIIA

2π
= −T2n−1A(M9

2n−1). (15.320)

ただし、T2n−1 はブレーンの張力であり、A(M9
2n−1) は（計量の寄与まで含めたプロパーな）世界

面の面積を表している。T-双対性がブレーンに対しても成り立つためには、これが IIB 型理論の
ブレーンの作用と一致しなければならない。IIB 型ブレーンの作用は次のように与えられる。

SIIB

2π
= −T ′2nA(M9

2n−1 × S1) = −T ′2nA(M9
2n−1)

√
G′99. (15.321)

T ′2n は IIB 型超重力理論における D2n− 1 ブレーンの張力である。(15.320) と (15.321) とを比較
すると、A(M9

2n−1) は共通であるから、張力の間に次の関係が成り立たなければならない。

T2n−1 = T ′2n

√
G′99. (15.322)

ブレーンの張力はその周りの環境に依存する。つまり、そのブレーンが存在する時空の背景にある

場の値に依存すると考えられる。(15.322) を満足する為には、ブレーンの張力が次のようなディラ
トン場の関数であるとすればよい。

T2n−1 =
N

eφ
, T ′2n =

N

eφ′ . (15.323)

N はブレーンの「枚数」に相当する定数である。R-R 電荷に対するディラックの量子化条件など
を用いることにより、実際にこの値が整数でありブレーンの枚数を表すことが示される。ここでは

N = 1 に取る。こうして、次のブレーンの作用が得られた。

SIIA

2π
= −

∫

M2n−1

d2n−1x
1
eφ

√
−det G∗ij +

∫

M2n−1

Codd, (15.324)

SIIB

2π
= −

∫

M ′
2n

d2n−1x
1

eφ′

√
−det G′∗ij +

∫

M ′
2n

C ′even. (15.325)

これらの作用は上で考えた単純化された（すなわち B2 やブレーンの x9 座標などが 0 とする）設
定の下では T-双対性に矛盾しない。
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一般の場合には、巻き付いていない D-ブレーンの x9 座標はブレーン上の座標の任意の関数で

よい。T-双対性変換によって巻きついたブレーンになると、この位置情報はブレーン上のゲージ場
の x9 方向の成分へと変換される。巻き付いていないブレーンの x9 座標を表す関数を y(xµ) とす
る。T-双対性により、この関数は巻きついたブレーン上の A9 へと移る。ここでは IIA 型理論側
で巻き付いていないブレーンが、IIB 型理論側で巻きついたブレーンがあるものとして、IIB 型理
論の変数には “′” をつけることにする。

ブレーン上の場の T-双対性¶ ³

ブレーン上の場の T-双対性による変換は次のように与えられる。

A′µ = Aµ, A′9 = Y. (15.326)

あるいはこの式は次のように書くこともできる。

A′1 = A1 + Y dx9. (15.327)
µ ´
この変換性の為に、一般の場合に T-双対性変換と矛盾しないブレーンの作用はゲージ場を含む必
要がある。答えは次のように与えられる。

ブレーンの低エネルギー有効作用¶ ³

南部-後藤の作用は、B2 や F2 を含む次の Born-Infeld 作用へと拡張される。

SBI

2π
= −

∫
dp+1σ

1
eφ

√
− det[C∗ij + Fij ] (15.328)

ただし CMN = gMN + BMN を導入した。C∗ij は CMN のブレーン上への引き戻しを表す。

この形は IIA 型超重力理論においても IIB 型超重力理論においても同じである。R-R 場との
結合を表す Chern-Simons 項は次のように与えられる。

SIIA
CS

2π
=

∫

2n−1

C
(1)
odde−F IIA

2 ,
SIIB

CS

2π
=

∫

2n

C ′(1)evene−F IIB
2 . (15.329)

µ ´
以下でこれが実際に T-双対変換と矛盾しないことを示そう。
まず、Born-Infeld 作用からはじめよう。IIA 型超重力理論において Y 方向に巻きついていない

Dp-ブレーンを考える。Dp-ブレーン上のスカラー場のうち x9 方向の座標に対応するスカラー場

を Y とする。この場合、CMN のブレーン上への引き戻し C∗ij は次のように与えられる。

C∗ij = Cij + Ci9
∂Y

∂xj
+ C9j

∂Y

∂xi
+ C99

∂Y

∂xi

∂Y

∂xj
. (15.330)

背景の場 CMN = GMN + BMN に対して y 方向への T-双対性変換はすでに (15.221) に与えられ
ている。。ここでは (15.221) の逆変換を用いるほうが便利であるが、逆変換は次のようにもとの変
換と全く同じ形をしている。

Cµν = C ′µν −
C ′µyC ′yν

C ′yy

, Cyν = −C ′yν

C ′yy

, Cµy =
C ′µy

C ′yy

, Cyy =
1

C ′yy

. (15.331)

(15.330) と (15.331) を組み合わせれば、(15.328) の行列式の中身を次のように書きかえることが
できる。

C∗µν + Fµν = Cµν + Fµν + (∂µY )Cyν + (∂νY )Cµy + (∂µY )(∂νY )Cyy
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= C ′µν + Fµν − 1
C ′yy

(C ′µy + ∂µY )(C ′yν − ∂νY ) (15.332)

ただし、C∗µν は CMN のブレーン上への引き戻しである。この式の両辺はサイズが p + 1 の正方
行列である。この式の両辺の行列式を取ろう。すると、右辺の行列式は次のようにサイズが p + 2
の行列の行列式として表すことができる。

det(C∗µν + Fµν) =
1

C ′yy

det

(
C ′µν + Fµν C ′µy + ∂µY

C ′yν − ∂νY C ′yy

)
. (15.333)

ここで、任意の行列

XMN =

(
Xβγ Xβy

Xyγ Xyy

)
(15.334)

について成り立つ次の恒等式を用いた。

detXMN = Xyy det
(

Xµν − XµyXyν

Xyy

)
. (15.335)

この式は、次の恒等式の両辺の行列式を取ることによって得ることができる。
(

δα
β −Xαy/Xyy

0 1

)(
Xβγ Xβy

Xyγ Xyy

)
=

(
Xαγ −XαyXyγ/Xyy 0

Xyγ Xyy

)
(15.336)

さらに (15.326) または (15.327) より IIB 型理論における巻きついた p + 1 ブレーン上のゲージ場
の強さが次のように与えられることを用いる。

F ′µν = Fµν , F ′µ9 = −F ′9µ = ∂µY. (15.337)

このゲージ場を用いれば、次のように書ける。

det(C∗µν + Fµν) =
1

g′99
det(C ′MN + F ′MN ) (15.338)

さらに、ディラトン場の間の関係式
1
eφ

=

√
g′99

eφ′ (15.339)

を用いると、次の式が示される。

1
eφ

√
−det(C∗µν + Fµν) =

1
eφ′

√
−det(C ′MN + F ′MN ) (15.340)

つまり、期待されたとおり、IIB 型 D-ブレーンの Born-Infeld 作用が得られる。
次に、Chern-Simons 項について考えよう。ブレーンの world volume のトポロジーが単純で、

ある多様体の境界としてあらわすことができる場合を考えよう。この場合それぞれの作用が次のよ

うに書きかえられる。

SIIA

2π
=

∫

2n

Gevene−F
IIA
2 ,

SIIB

2π
=

∫

2n+1

Godde−F
IIB
2 . (15.341)

ただし、次の量を定義した。

F2 = F2 + B2. (15.342)

コンパクト化の際の B2 やゲージ場 A1 の分解を次のように行う。

B2 = b2 + b1d̃x
9
, B′

2 = b′2 + v1d̂x
9
. (15.343)
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A1 = a1, A′1 = a1 + Y dx9. (15.344)

b′2 = b2 + b1 ∧ v1 であることに注意すれば、二つの F2 の間に次の関係が成り立つことを示すこと

ができる。

F ′2 = F2 + d̃Y ∧ d̂x
9
. (15.345)

T 双対性の下での R-R 場の場の強さの変換性は (15.222) と (15.226) を見ればわかる。すなわち、
9 次元の場 geven と godd を用いて次のように表される。

Geven = geven + godd ∧ d̃x
9
, G′odd = −godd + geven ∧ d̂x

9
. (15.346)

これらを用いると、巻き付いていない IIA 型理論のブレーンの Chern-Simons 項が次のように書
ける。

SIIA

2π
=

∫

2n

(geven + godd ∧ d̃Y )e−F2 . (15.347)

ここで、この積分を IIB 型の理論の積分と解釈するために
∫

dx9 = 1 を掛け、次のように書きか
える。

S

2π
=

∫

2n+1

(geven + godd ∧ d̃Y )e−F2 d̂x
9

=
∫

2n+1

(geven ∧ d̂x
9

+ godd ∧ d̃Y ∧ d̂x
9
)e−F2 (15.348)

さらに、積分が dx9 を含まないか、あるいは二つ以上含む項の積分が 0 になることを用いれば、
次のように書きかえることができる。

S

2π
=

∫

2n+1

(gevend̂x
9 − godd)e−F2−d̃Y ∧d̂x

9

=
∫

2n+1

G′odde−F
′
2 (15.349)

これは IIB 型超重力理論における D-ブレーンの作用である。こうして Chern-Simons 項も T-双
対性変換によって正しく変換されることが示された。

逆に、巻き付いた IIA 型の D-ブレーンと巻きついていない IIB 型の D-ブレーンの関係を見る
場合には、D-ブレーン上のゲージ場の間の関係を次のようにおく。

A1 = a1 + Y dx9, A′1 = a1. (15.350)

すると、それぞれの D-ブレーン上の F2 の関係は次のように得られる。

F2 = F ′2 + d̂Y ∧ d̃x
9
. (15.351)

これを用いれば、やはり上記の二つの作用が互いに移り合うことを示すことができる。

上で与えた D-ブレーン作用について注意しなければならない点をひとつ述べておこう。IIA 型
超重力理論の D(2n− 2)-ブレーンの作用のうち、Chern-Simons 項は次のように書ける。

SIIA

2π
=

∫

2n−1

C
(2)
odde−F2 . (15.352)

D4-ブレーン以上の高い次元のブレーンに対しては、この作用は互いに双対な関係にある R-R ポ
テンシャルを同時に含む。（たとえば C3 と C5 など。）このような双対なポテンシャルが同時に定
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義できるためには、場の強さがビアンキ恒等式と運動方程式の両方を満足していることが必要であ

る。従って、上記の作用は背景の R-R 場が運動方程式を満足していることを前提としている。こ
のことは、上記の作用が、与えられた背景上を運動する、背景に影響を与えないブレーンに対して

その上の場 Xµ や Aµ の運動方程式を決定するためには用いることができるが、R-R 場のソース
を与える項として R-R 場の運動方程式を導出するために用いてはならないことを意味している。
ただ、このようなことを何も考えずに、上記の作用を C

(2)
odd の成分がすべて独立であるとして変

分したものは正しく運動方程式中のソース項を与えることが知られている。このソース項を得るた

めに上記の作用を次のように書き換えよう。

SIIA

2π
=

∫

10

C
(2)
odd ∧ T Jodd. (15.353)

ただし、Jodd は次のように定義される。

Jodd = e+F2 ∧ δodd, δodd =
∑

n

δ11−2n. (15.354)

Jodd には R-R 場が含まれていない。従って、このカレントについては上で述べたような定義の問
題は存在しない。このように定義されたカレントの寄与を含めた次の運動方程式は無矛盾性条件を

満足する。

dGeven −H3 ∧Geven + Jodd = 0. (15.355)

両辺を微分し、さらに運動方程式を用いれば、

(dδodd + dF2 ∧ δodd) ∧ eF2 − dH3 ∧Geven = 0. (15.356)

dH3 = −J4 は NS5-ブレーンの電荷を表すが、これは通常の D-ブレーンによっては運ばれないの
で 0 と置こう。すると、次の式が成り立つ。

dδodd + dF2 ∧ δodd = 0. (15.357)

この式は、D-ブレーン上のゲージ場のビアンキ恒等式である。ただし第 1 項が存在するために、D-
ブレーンはそれより次元が 2 だけ高い別の D-ブレーン上に端を持つことができ、その端点はゲー
ジ場に対して磁荷を持っていることを意味している。

IIB 型超重力理論に対しても全く同様である。ブレーンの作用は次のように書くことができる。

SIIB

2π
=

∫

2n

Cevene−F2 =
∫

10

Ceven ∧ T Jeven. (15.358)

Jeven の定義は IIA 型のばあいと同様である。

Jeven = e+F2 ∧ δeven, δeven =
∑

n

δ10−2n. (15.359)

このとき、R-R 場の運動方程式は

dGodd −H3 ∧Godd + Jeven = 0. (15.360)

両辺を微分すれば、

(dδeven + dF2 ∧ δeven) ∧ e+F2 − dH3 ∧Godd = 0. (15.361)

再び NS5-ブレーンのカレントを無視すれば、IIA 型の場合と全く同じ次の関係式を得る。

dδeven + dF2 ∧ δeven = 0. (15.362)
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15.12 IIB-ブレーンの SL(2,Z) 対称性

ソース項の入った運動方程式は、次のように SL(2,Z) 対称性が明らかな形で書くことができる。

dHI
3 = JI

4 , (15.363)

d(MJK ∗E HK
3 ) = J8,I + εIJHJ

3 ∧G5, (15.364)

dG5 = JD3
6 − 1

2
εIJHI

3 ∧HJ
3 . (15.365)

ただし、Hodge 双対の操作が計量に依存することに注意。ここではアインシュタイン計量を用い
ている。上記の運動方程式の中のカレントは次のように定義されている。

(J8,1, J8,2) = (JD1
8 , JF1

8 − C0J
D1
8 ), (J1

4 , J2
4 ) = (JD5

4 + C0J
NS5
4 , JNS5

4 ). (15.366)

この式は、ブレーンの電荷がどのように SL(2,Z) 変換のもとで振舞うかを表している。ブレーン
の作用を用いて SL(2,Z) の変換性を見てみよう。まず 1-ブレーンについて考えよう。基本的弦は、
その上にあるボゾン場はその振動をあらわすスカラー場だけであり、Nambu-Goto の作用によっ
て表される。

S

2π
= −

∫
d2σeφ/2

√
− detGab +

∫
B2. (15.367)

一方、D1-ブレーン上にはゲージ場が存在し、次の作用で表される。

S

2π
= −

∫
d2σ

1
eφ/2

√
− det(Gab + e−φ/2Fab) +

∫
(−χF2 + C2). (15.368)

ただし、どちらもアインシュタイン計量を用いて書かれている。ゲージ場に対する運動量を µ と

しよう。つまり、次のように µ を定義する。

µ =
δS/2π

δF01
=

e−(3/2)φF01√
− det(Gab + e−φ/2Fab)

− χ. (15.369)

運動方程式より、この運動量は定数である。変数を F01 から µ に置きかえるために、次のルジャ

ンドル変換を行う。

S′

2π
=

S

2π
−

∫
d2σµF01 = −

∫
d2σT

√
−detGab +

∫
(C2 + µB2). (15.370)

後ろの項は、このブレーンの電荷が (q1, q2) = (1, µ) であることを意味している。T は φ と χ お

よび µ に依存する次の関数であり、ブレーンの張力をあらわしている。

T =

√
1
eφ

+ eφ(µ + χ)2 = |εIJqIP
m
J | (15.371)

この張力はブレーンの電荷 qI を用いて SL(2,Z) 共変に書けている。
次に、D3-ブレーンについてみてみよう。ここではボゾン部分についてのみ考える。[36] 超対称

性を持った作用については [37] を参照されたい。SL(2,Z) 対称性をはっきりさせるために、C
(2)
2

と C
(3)
4 を用いる。そして、GMN → eφ/2GMN によってアインシュタイン計量に移ると、D3-ブ

レーンの作用は次のように与えられる。

S

2π
= −

∫ √
−det(Gmn + e−φ/2Fmn) +

∫ (
(C(3)

4 +
1
2
B2 ∧ C

(2)
2 − C

(2)
2 ∧ F2 +

1
2
χF2 ∧ F2

)

(15.372)
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この作用が表す系が SL(2,Z) にたいして不変であることを示そう。まずは、場の強さが SL(2,Z)
のもとでどのように変換されるかを決めることが必要である。F2 はビアンキ恒等式 dF2 = 0 を満
足する。F2 に対して双対な場として、F2 の運動方程式が dP2 = 0 と表されるような場 P2 を定

義しよう。すなわち、上記の作用の F2 による変分を次のようにおく。

δS

2π
=

∫
P2 ∧ δF2. (15.373)

F2 と P2 は次のように SL(2,Z) の二重項をなす。

(F 1
2 , F 2

2 ) = (P2, F2). (15.374)

ゲージ場に対するビアンキ恒等式、運動方程式は次のようにまとめて書くことができる。

dF I
2 = 0. (15.375)

この式の SL(2,Z) 不変性は明らかである。残された問題は、(15.373) の定義から得られる P2 と

F2 の間の関係が SL(2,Z) 不変な形に書けるかどうかということである。そのことを示すために、
次の場の強さを定義するのが便利である。

(P̂2, F̂2) = F̂m
2 = (F I

2 + BI
2)PI

m. (15.376)

P̂2 と F̂2 も、作用のうちの Born-Infeld 部分の変分を用いて次のように定義することができる。

δSBI

2π
= P̂2 ∧ δF̂2. (15.377)

このように定義された 2-形式 F̂2 と P̂2 の間の関係が局所的 SO(2) 変換のもとで不変であること
を示せばよい。場の強さで表された作用は（場の強さの定義に含まれるものを除き）微分を含ま

ないから、局所ローレンツ座標を取って調べれば十分である。局所的にローレンツ座標系をとり、

F̂mn および P̂mn を次のようにおこう。

F̂mn =




0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0




, P̂mn =




0 Ẽx Ẽy Ẽz

−Ẽx 0 B̃z −B̃y

−Ẽy −B̃z 0 B̃x

−Ẽz B̃y −B̃x 0




. (15.378)

すると、Born-Infeld 作用は次のように書くことができる。

SBI

2π
= −

√
1− E2 + B2 − (E ·B)2. (15.379)

P̂2 と F̂2 の関係を成分で表すと

Ẽ =
δSBI/2π

δB
=

−B + (E ·B)E√
1− E2 + B2 − (E ·B)2

, B̃ =
δSBI/2π

δE
=

E + (E ·B)B√
1− E2 + B2 − (E ·B)2

.

(15.380)
このとき、次の関係が成り立つ。

E ·B + Ẽ · B̃ = 0. (15.381)

(15.380) が SO(2) 対称性を満足していることを確かめたいのであるが、そのためには次の無限小
変換について考えれば十分である。

δẼ = −εE, δE = εẼ, δB̃ = −εB, δB = εB̃. (15.382)
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式 (15.380) がこの変換に対する不変性を持っていることを示すには、(15.380) によって E と B

によってあらわした Ẽ と B̃ にたいして (15.382) の変換を行った場合に、正しく Ẽ と B̃ の変換

を再現することを見ればよい。これは (15.380) と (15.381) を組み合わせれば簡単に示すことがで
きる。たとえば Ẽ については次のように示すことができる。

δẼ(E, B) = ε

(
Ẽ · δ

δE
+ B̃ · δ

δB

)
Ẽ = ε

(
δS/2π

δB
· δ

δE
+

δS/2π

δE
· δ

δB

)
δS/2π

δB

= ε
δ

δB

(
δS/2π

δB
· δS/2π

δE

)
= ε

δ

δB
(Ẽ · B̃) = ε

δ

δB
(−E ·B) = −εE. (15.383)

δB̃(E, B) についても同様である。

15.13 D-ブレーン解

II 型超重力理論の古典解については [38] [39] [40] [41] [42] などを参照すること。
超対称性が半分破れずに残るという条件を用いれば、Dp-ブレーンを表す超重力理論の解を簡単

に求めることができる。Dp-ブレーンの広がっている方向を yi (i = 0, . . . , p) とおき、ブレーンか
らの距離を表す座標を r、ブレーンを囲む S8−p 上の座標を θa と置こう。Dp-ブレーン解を構成す
る際に考慮すべき場は計量、ディラトン、そしてブレーンに結合する R-R 場である。ya 方向につ

いての p + 1 次元ポアンカレ対称性と θa 方向の回転対称性を仮定すれば、Dp-ブレーン解の古典
解を次のように置くことができる。

ds2 = a2(r)ηijdyidyj + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
8−p). (15.384)

計量、R-R 場、ディラトン以外の場を無視すれば、II 型超重力理論のフェルミオンの変換則は次
のように与えられる。

δψµ = Dµξ +
eφ

8
G\γµξ, δλ = (∂\φ)ξ +

eφ

8
γµG\γµξ. (15.385)

G\ は以前に定義されたものであり、この中で考えている Dp-ブレーンに結合する場だけが値を持
つ。もし R-R 場が電気的に結合している場合には場の強さの成分のうち 0 でないのは G01···pr だ

けであり、磁気的に結合している場合には Gθ1···θ8−p だけである。従って G\ は γ̂
ir̂
とは可換であ

り、γ
âr̂
とは反可換である。この事実と、上記の計量を用いれば、グラビティーノとディラティー

ノの変換則は次の 4 つの式で表される。

δψ̂
i

=
1
2b

γ̂
ir̂

(
a′

a
+

1
4
beφG\γ

r̂

)
ξ, (15.386)

δψ
r̂

=
1
b

(
s′

s
+

1
8
beφG\γ

r̂

)
ξ, (15.387)

δψ
â

=
1
2b

γ
âr̂

(
b′

b
− 1

4
beφG\γ

r̂

)
ξ, (15.388)

δλ =
1
b
γ

r̂

(
φ′ +

p− 3
4

beφG\γ
r̂
ξ

)
ξ. (15.389)

ただし、ξ の r 依存性を関数 s(r) によって表した、すなわち、ξ(r, θa) = s(r)ξ0(θa) のように置
いた。破れていない超対称性が存在するということは、これら全てを満足するスピノル場 ξ が存
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在することを意味する。これらの条件はどれも ξ が G\γ
r̂
の固有スピノルであることを要求する。

上の 4 つの式は次の式が成り立てば同時に解を持つ。

beφG\γ
r̂

:
a′

a
:

s′

s
:

b′

b
: φ′ = 1 : −1

4
: −1

8
:

1
4

:
3− p

4
. (15.390)

ただしここでは G\γ
r̂
をそのまま固有値の意味で用いた。この式から、未知の関数 a、b、s、φ、G\γ

r̂

は単一の関数 H(r) を用いて次のように与えられることがわかる。

beφG\γ
r̂

=
H ′

H
, a = H−1/4, s = H−1/8, b = H1/4, eφ = gstrH

(3−p)/4. (15.391)

関数 H(r) を用いるには、R-R 場に対するフラックスの保存則を用いる。S8−p 上でのフラックス

の積分が N になるとすると、次の式が成り立たなければならない。

G\γ
r̂

= − N

Ω8−pr8−pb8−p
(15.392)

これを (15.391) の最初の式に代入すれば、関数 H についての微分方程式を得ることができ、次の

解を得る。

H = 1 +
gstrN

(7− p)Ω8−pr7−p
. (15.393)

ここで用いられる H はブレーンに垂直な方向の 9− p 次元空間における次の方程式の解として得

ることができる。

∆H = gstrNδ9−p(x) (15.394)

実は、この式の Nδ9−p(x) を任意の密度関数に置きかえることにより、平行なブレーンが任意の位
置に配置されたような状況を表す古典解を構成することができる。この調和関数を用いて、計量と

ディラトン場は次のようにあらわすことができる。

ds2
str = H−1/2ηijdxidxj + H1/2δµνdxµdxν , eφ = gstrH

(3−p)/4, (15.395)

磁気的に結合している R-R 場の場に強さは、ガウスの定理を用いてブレーンの密度関数から決定
することができる。電気的に結合している場合は、まず磁気的な R-R 場について解き、双対変換
を行うことによって求めることができるが、その結果、次のように与えられることが示される。

G0···pr = ±∂r
1

gstrH
. (15.396)

すなわち、R-R ポテンシャルは調和関数の逆数に比例する。

地平面近傍 M5-ブレーンや M2-ブレーンについては、その地平面近傍は AdS 空間と球面の直積
の構造をしていた。一般の D-ブレーンに対しては、ディラトンが r に依存した期待値を取るため

にそのような単純な構造を持たない。しかし p = 3 の場合には、(15.395) からわかるようにディ
ラトン場の真空期待値は場所に依存しないので、地平面近傍において M-ブレーンと同様な構造を
持つ。

重なった N 枚の D3-ブレーンを表す古典解は次のように与えられる。

ds2 = H−1/2(r)ηijdxidxj + H1/2(r)(dr2 + r2dΩ2
5), H(r) = 1 +

r4
0

r4
. (15.397)
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xi は D3-ブレーンが広がっている 4 つの方向を、r は解の半径方向を、Ω5 は D3-ブレーンを囲む
S5 上の角変数を表す座標である。。定数 r0 は解のスケールを決めるパラメータで D3-ブレーンの
枚数 N を与えると次のように決まる。

r0 = (4πNgstr)1/4ls. (15.398)

解 (15.397) の地平面近傍、すなわち r ¿ r0 の領域に注目しよう。この場合 H(r) = r4
0/r4 と近似

されるので、計量は次のようになる。

ds2 =
[
r2

r2
0

dx2 +
r2
0

r2
dr2

]
+ r2

0dΩ2
5. (15.399)

これは二つの空間の直積を表している。最後の項はは言うまでもなく半径 r0 の 5 次元球 S5 の計

量である。一方その前の二つの項の和は半径 r0 の Anti-de Sitter 空間AdS5 の計量になっている。

したがって、D3-ブレーンの近傍では時空は大きな対称性 SO(2, 4)× SO(6) を持っている。さら
に、M-ブレーン近傍でそうであったように、D3-ブレーン解全体を考えた場合よりも多くの超対称
性が回復している。これらのことは実際にキリングスピノルを計算することで確かめることができ

るが、M5-ブレーンの場合とほとんど同じなので省略する。

15.14 基本的弦の解

II 型超重力理論における基本的弦を表す古典解を構成しよう。弦に平行な座標を yi (i = 0, 1)、
半径方向を r、弦を囲む S7 上の座標を θa とする。このとき yi 方向のポアンカレ対称性と θa 方

向の回転対称性より計量を次のように置くことができる。

ds2 = a2(r)ηijdyidyj + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
7). (15.400)

基本的弦を表す解を構成する際に考慮すべきなのは重力、ディラトン、Bµν、すなわち NS-NS 場
のみである。R-R 場を全て 0 であるとすれば、グラビティーノとディラティーノの変換則は次の
ように与えられる。

δψµ = Dµξ +
1

4 · 2Hµαβγαβγξ, δλ = (∂\φ)ξ +
1
2
H\ 3γξ. (15.401)

IIA 型理論では γ = γ1̂1、IIB 型理論では γ = σz である。これらの変換則に上記の計量を代入す

れば、δψµ = δλ = 0 という条件は以下の 4 つの独立な条件を与える。

γiδψi =
a′

2ab
2γ

r̂
ξ +

2
4
H\ 3γξ = 0, (15.402)

γrδψr =
s′

sb
γ

r̂
ξ +

1
4
H\ 3γξ = 0, (15.403)

γaδψa =
b′

2b2
7γ

r̂
ξ = 0, (15.404)

δλ =
φ′

b
γ

r̂
ξ +

1
2
H\ 3γξ = 0. (15.405)

これらの式はどれも ξ が γ
r̂
H\ 3γ の固有スピノルでなければならないことを表している。また、全

ての式が同時に成り立つためには次の関係式が成り立つ必要がある。

bγ
r̂
H\ 3γ :

a′

a
:

s′

s
:

b′

b
: φ′ = 1 : −1

2
: −1

4
: 0 : −1

2
. (15.406)
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ただし、γ
r̂
H\ 3γ はここでは ξ に属する固有値の意味で用いた。この関係式から、未知関数 γ

r̂
H\ 3γ、

a、b、s、φ は唯一つの関数 H(r) を用いて次のように書くことができる。

bγ
r̂
H\ 3γ =

H ′

H
, s = H−1/4, a = H−1/2, b = 1, eφ = gstrH

−1/2. (15.407)

関数 H(r) を決定するためにはフラックス ∗H3 の保存則を用いればよい。すなわち、
∮
S7 ∗H3 = N

という式から次の方程式を得る。

γ
r̂
H\ 3γ = −e2φ N

Ω7b7r7
. (15.408)

(15.407)に代入すれば、H に対する微分方程式を得ることができ、その解は次のように与えられる。

H = 1 +
g2
strN

6Ω7r6
(15.409)

この調和関数を用いれば、(15.407) の関係式を用いて計量は次のように表される。[43]

ds2 = H−1ηijdyidyj + (dr2 + r2dΩ2
7). (15.410)

B2 は次のように単純な形になる。

B2 = ± 1
H

dx0 ∧ dx1. (15.411)

15.15 NS5-ブレーン解

II 型超重力理論における NS5-ブレーンを表す古典解を構成しよう。ブレーンに平行な座標を yi

(i = 0, . . . , 5)、半径方向を r、ブレーンを囲む S3 上の座標を θa とする。このとき yi 方向のポア

ンカレ対称性と θa 方向の回転対称性より計量を次のように置くことができる。

ds2 = a2(r)ηijdyidyj + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
7). (15.412)

NS5-ブレーンを表す解を構成する際に考慮すべきなのは重力、ディラトン、Bµν、すなわち NS-NS
場のみである。R-R 場を全て 0 であるとすれば、グラビティーノとディラティーノの変換則は次
のように与えられる。

δψµ = Dµξ +
1

4 · 2Hµαβγαβγξ, δλ = (∂\φ)ξ +
1
2
H\ 3γξ. (15.413)

IIA 型理論では γ = γ1̂1、IIB 型理論では γ = σz である。これらの変換則に上記の計量を代入す

れば、δψµ = δλ = 0 という条件は以下の 4 つの独立な条件を与える。

δiδψi =
a′

2ab
6γ

r̂
ξ, (15.414)

δrδψr =
s′

sb
γ

r̂
ξ, (15.415)

δaδψa =
b′

2b2
3γ

r̂
ξ +

3
4
H\ 3γξ, (15.416)

δλ =
φ′

b
γ

r̂
ξ +

1
2
H\ 3γξ. (15.417)
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これらの式はどれも ξ が γ
r̂
H\ 3γ の固有スピノルでならなければならないことを意味している。さ

らに、全ての式が同時に成り立つためには次の比例関係が成り立つ必要がある。

bγ
r̂
H\ 3γ :

a′

a
:

s′

s
:

b′

b
: φ′ = −1 : 0 : 0 :

1
2

:
1
2
. (15.418)

ただし、γ
r̂
H\ 3γ はここでは ξ に属する固有値の意味で用いた。この関係式から、未知関数 γ

r̂
H\ 3γ、

a、b、s、φ は唯一つの関数 H(r) を用いて次のように書くことができる。

bγ
r̂
H\ 3γ = −H ′

H
, s = 1, a = 1, b = H1/2, eφ = gstrH

1/2. (15.419)

関数 H(r) を求めるにはフラックスの保存則を用いることができる。すなわち、
∮
S3 H3 = N と置

くと、次の関係式を得ることができる。

γ
r̂
H\ 3γ =

N

Ω3b3r3
. (15.420)

これを (15.419) に代入すれば、関数 H に対する微分方程式が得られ、その解は次のように与えら

れる。

H = 1 +
N

2Ω3r2
(15.421)

NS5-ブレーンの解はこの調和関数を用いて次のように与えられる。[44]

ds2 = ηijdyidyj + H(dr2 + r2dΩ2
7). (15.422)

15.16 IIB 型超重力理論における 1 および 5-ブレーン解

IIB 型超重力理論においては、1-ブレーンの電荷と 5-ブレーンの電荷が２種類ずつ存在してい
る。従ってこれらのブレーンに対しては、電荷を表す二つのパラメータによって指定されるさまざ

まなブレーンが存在する。SL(2,Z) 変換に対して HI
3 と同様に変換される 1-ブレーンおよび 5-ブ

レーンの電荷を次のように定義しよう。

QA
5 =

∮

S3
HA

3 , QA
1 =

∮

S7
εABMBC ∗HC

3 . (15.423)

基本的弦および D5-ブレーンが N 枚重なったものはそれぞれ (Q1
1, Q

2
1) = (N, 0) と (Q1

5, Q
2
5) =

(N, 0) に対応している。1-ブレーンと 5 ブレーンはほとんど平行に議論することができるので、以
下ではそれらを区別しない場合には 1 あるいは 5 という添え字を書かないことにする。
任意の電荷 QI が与えられたとき、次の SL(2,Z) 変換を行うことによって Q′2 = 0 であるよう

な電荷 Q′I に移ることができる。

Q′I = M I
JQJ , M I

J =

(
1 0

−Q2/Q1 1

)
. (15.424)

Q1 = 0 である場合にはこの変換を定義することができないが、最終的に得られる解は極限 Q1 → 0
に対して何ら特異性をもたないので、その極限によって Q1 = 0 の解を得ることができる。複素ス
カラー場 τ はブレーンの周りでは座標に依存するが、十分遠方では定数になっていると考えられ

る。この値を τ0 と置く。τ0 は上記の SL(2,Z) 変換によって次のように変換される。

τ ′0 =
Q1

Qc
τ0. (15.425)
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τ

τ'

Q1

Q1 + Q2 τ

α

Q2 τ

図 15.4: ブレーンの電荷を Q′2 = 0 に取るための SL(2,Z) 変換の Z-平面上での様子

ただし複素電荷 Qc = Q1 −Q2τ0 を定義した。この式の虚部からは SL(2,R) 変換によって結合定
数がどのように変換されるかを表す次の関係が得られる。

g′str =
∣∣∣∣
Qc

Q1

∣∣∣∣
2

gstr. (15.426)

以上の操作によってブレーンの電荷が Q′2 = 0 の場合に帰着させることができた。
次にスカラー場の期待値が τ ′0 であるような背景上で (Q1, 0)-ブレーンをを構成する必要がある

が、これはすでに与えられていて、弦計量では次のようになる。

D5-brane F-string
ds2 = H−1/2dx2

‖ + H1/2dx2
⊥, ds2 = H−1dx2

‖ + dx2
⊥,

τ ′ = χ′0 +
i

g′str
H1/2, τ ′ = χ′0 +

i

g′str
H1/2,

ξ′ ∝ H−1/8ξ′0, ξ′ = H−1/4ξ′0,

H = 1 +
g′strQ

1
5

4π2r2
, H = 1 +

g′2strQ
1
1

6Ω7r6
.

(15.427)

ただし、ξ′0 は次の条件を満足する定数スピノルである。

D5-brane F-string
γθθθrσxξ0 = ±ξ0, γ01σzξ0 = ±ξ0.

(15.428)

ゲージ場については、次のフラックス保存則から簡単に決定することができる。

D5-brane F-string∮
H1

3 = Q1
5,

∮
H1

7 = Q1
1.

(15.429)

SL(2,R) 変換を行うためにアインシュタイン計量へ移る必要がある。gstr
µν = eφ′/2gEinstein

µν およ

び ξ′str = eφ′/8ξ′Einstein というワイル変換を行えば、

D5-brane F-string
ds2 = g

′−1/2
str (H−1/4dx2

‖ + H3/4dx2
⊥), ds2 = g

′−1/2
str (H−3/4dx2

‖ + H1/4dx2
⊥),

ξ′ ∝ H−1/16ξ′0, ξ ∝ ξ = H−3/16.

(15.430)

(15.430) の計量中の g
′−1/2
str という因子を取り除くために座標変換 x → g

1/4
str x を行うと、計量の中
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の g′str が消えると同時に調和関数が次のように書きかえられる。

D5-brane F-string
ds2 = H−1/4dx2

‖ + H3/4dx2
⊥, ds2 = H−3/4dx2

‖ + H1/4dx2
⊥),

H = 1 +
g
1/2
str |Qc|
4π2r2

, H = 1 +
g
1/2
str |Qc|
6Ω7r6

.

(15.431)

ただし、式中の g′str を gstr で表すために (15.426) を用いた。
この解に対して SL(2,R) の逆変換を行えば、(Q1, Q2) ブレーン解を得る。計量は SL(2,R) 変

換のもとで不変であるから変更する必要はない。(15.429) に対して変換を行えば、ほしい電荷の値
を表すフラックス (15.423) が得られる。スカラー場については、1-ブレーンと 5 ブレーン両方に
ついて共通に τ の形で次のように書ける。

τ =
τ0 + Q1∆
1 + Q2∆

, ∆ =
i

gstrQc
(H1/2 − 1). (15.432)

行列 PI
m に対しては、この SL(2,R) 変換は次のように作用する。

PI
m =

(
1 0
−r 1

)
P ′I

m

(
cosα − sin α

sin α cos α

)
. (15.433)

ただし、P2
1 = 0 ゲージを保つようにするには右から作用する局所的 SO(2) 変換を同時に行う必

要があり、そのパラメータ α は次の式によって決定される座標 r に依存する角度である。

α(r) = arg(Q1 −Q2τ∗(r)). (15.434)

この SO(2) 変換のせいで、キリングスピノルも次のように回転する。

ξ = exp
(

iα(r)
2

σy

)
ξ′. (15.435)

15.17 IIB 7-ブレーン解

IIB 型超重力理論の D7-ブレーンは、前に構成した Dp-ブレーン解にすでに含まれている。しか
しその解には以下で述べるように問題がある。調和関数 H の満足すべき微分方程式は

H ′ = −gstrN

2πr
, (15.436)

であり、その解は

H = constant− gstrN

2π
log r, (15.437)

である。計量は H(r) の分数べきで与えられるから、H(r) は常に正でなければならない。しかし
この関数は積分定数をどのように取ったとしても r が大きいところで H(r) の正定値性を満足す
ることができない。従って、上記の調和関数によって得られる解は D7-ブレーンの近傍での様子を
近似的にあらわしていると解釈しなければならない。r が大きいところで解が特異になってしまう

のはわれわれが Dp-ブレーン解を求めるときに仮定した回転対称性に問題がある。一般に、磁荷を
もった物体の周りのゲージ場は、場の強さが球対称性を満足している場合にもポテンシャルは見か

け上球対称性を満足しない。しかし通常は回転によるポテンシャルの変化をゲージ変換で打ち消す

ことができるので、問題はない。しかし、D7-ブレーンが結合しているゲージ場はアクシオンであ
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り、これはゲージ変換によって変化しない。従ってポテンシャルの値そのものが意味を持ち、回転

対称性は物理的に破れている。そこで、回転対称性の仮定を課さずに解を探してみると、遠方でも

定義された解を構成することができる。[45, 46]
実際に超重力理論の運動方程式の解として 7-ブレーン解を求めてみよう。D7-ブレーンは HI

3 や

G5 に結合しない。これらの場は運動方程式やビアンキ恒等式に矛盾せずに 0 に置くことができ
る。その結果得られる理論は自己双対な場を含まないために、ラグランジアンを用いで記述するこ

とができる。アインシュタイン計量を取ると、重力場、ディラトン、アクシオンの振る舞いを決め

るラグランジアンは次のように与えられる。

L = R− 1
2
(∂µφ)− 1

2
e2φ(∂µχ)2. (15.438)

複素場 τ = χ + ie−φ を導入すれば、この作用は次のように書くことができる。

L = R− 1
2

∂µτ∂µτ∗

(Im τ)2
(15.439)

7-ブレーンが伸びている方向を x0 から x7 に取り、それに垂直な二つの方向については複素座標

z と z を用いることにしよう。二次元曲面上には常にコンフォーマル座標を取ることができるの

で、ここでもそうすることにする。さらに、全ての場の値がブレーンに平行な xi 方向に依存しな

いとしよう。すると、計量と複素スカラー場を次のように置くことができる。

ds2 = dx2
‖ + 2b2(z, z∗)dzdz∗, τ = τ(z, z∗). (15.440)

従って 7-ブレーン解を決めるためには二つの複素関数 b と τ を決定すればよい。τ が満足すべき

運動方程式は、次のように与えられる。

∂z∂z∗τ − 2
∂zτ∂z∗τ

τ − τ∗
= 0 (15.441)

この式の中には関数 b が含まれていない。従って、まず b は忘れて τ を決定することに集中する

ことができる。これは非線型の微分方程式であるが、簡単に見つかる解がある。それは τ が z あ

るいは z∗ のみに依存しているような解である。ここでは τ が正則関数、すなわち z にのみ依存

するとしよう。

τ = τ(z). (15.442)

正則関数としてどのようなものを選ぶべきかは、境界条件を用いて決める。

次に、関数 b を決定しよう。そのためにはアインシュタイン方程式を解けばよい。

Rµν − 1
2
ηµνR =

1
4(Im τ)2

(∂µτ∂ντ∗ + ∂ντ∂µτ∗ − ηµν∂ατ∂ατ∗) (15.443)

右辺は複素スカラー場のエネルギー運動量テンソルである。添え字をどちらもブレーンに沿った向

きに取れば、次の関係式を得る。

Rzz∗ = −∂z∗∂z log Im τ (15.444)

この式の右辺はエネルギー密度を表している。z 平面上のある領域でこの式の両辺を積分すれば、

右辺はその内部のエネルギーを、左辺はガウス・ボンネの定理より欠損角を与える。そのことか

ら、余次元が 2 の時空上での欠損角とエネルギーの間のよく知られた関係を得る。2 次元複素平面
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上のリッチテンソルは Rzz∗ = −∂z∂z∗ log gzz∗ と与えられる。従って、計量 gzz∗ は次のように与

えられる。

gzz∗ = |f(z)|2 Im τ(z) (15.445)

f(z) は任意の正則関数であり、境界条件によって決定される。f(z) = ∂z′/∂z によって定義され

る座標系 z′ に移れば、そこでは f ′(z′) = 1 となるが、必ずしもそのような座標系が便利とは限ら
ない。

このように、7-ブレーン解は二つの正則関数 τ(z) および f(z) を与えることによって決定され
る。これらは次の境界条件を満足しなければならない。まず、τ の虚部は e−φ であるから、いた

るところで正でなければならない。

Im τ > 0. (15.446)

次に、τ の実部はアクシオン χ を表しているが D7-ブレーンはアクシオン χ に対して磁気的に結

合している。従って z 平面上で D7-ブレーンを N 枚囲むような経路 C に対して次のフラックス

と電荷の関係を満足しなければならない。
∫

C

dxµ∂µχ = N (15.447)

これは、経路を１周したときに、τ → τ + N のように τ が変化することを表している。このよう

な事が許されるのは、τ の値は SL(2,Z) 変換を行って移り合えるものは同一視されるという性質
があるためである。τ と τ + N も SL(2,Z) 変換で互いに移り合うことができるので、これらは物
理的には等価である。これら二つの条件は関数 τ の形をほとんど決定してしまう。

ブレーンの周りを一周したときに受ける SL(2,Z) 変換のことを、モノドロミーと呼ぶ。すなわ
ち、あるスタート地点から出発してあるブレーンの周りを反時計回りに一周し戻ってきたときに、

最初と最後のスカラー場の関係が次のように与えられたとき、7-ブレーンのモノドロミーは Q で

あるという。

τ(end) = Qτ(start), Q ∈ SL(2,Z). (15.448)

N 枚の D7-ブレーンに対しては、モノドロミーを 2× 2 の行列で表せば

QI
J =

(
1 N

0 1

)
(15.449)

となる。IIB 型超重力理論にはこれだけではなく、さまざまなモノドロミーを持った 7-ブレーンが
存在する。それらは一枚の D7-ブレーンから SL(2,Z) 変換によって得ることができる「素な」7-
ブレーンを組み合わせることによって構成することができる。1 枚の D7-ブレーンに対するモノド
ロミーに対して SL(2,Z) 変換を行ってみると、

Q[p,q] =

(
p r

q s

)(
1 1
0 1

) (
s −r

−q p

)
=

(
1− pq p2

−q2 1 + pq

)
. (15.450)

（ps− qr = 1 を用いた。）従って、素な 7-ブレーンは 1 ブレーンや 5-ブレーン同様二つの互いに
素な整数によってラベルすることができ、[p, q] 7-ブレーンと呼ばれる。D7-ブレーンは [1, 0] 7-ブ
レーンに対応する。ただし、7-ブレーンに対する [p, q] というラベルは 1-ブレーンや 5-ブレーン
の場合とは異なり、加法的な電荷を表しているわけではなく、系全体の電荷はそれぞれのモノドロ

ミーの積によって与えられる。一般にモノドロミーは可換でないため、モノドロミーをどのような

順序で掛け合わせるべきかは、ブレーンの配置の仕方によって決定される。
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15.18 D6-ブレーンとカルツァ・クラインモノポール

IIA 型超重力理論の F1、D2、D4、NS5 の 4 種類のブレーンは 11 次元超重力理論のブレーン
に対応していた。ここでは残りの二つ、D0-ブレーンと D6-ブレーンについて考えよう。これらは
それぞれ R-R 1 形式 C1 と電気的、および磁気的に結合するブレーンである。これらを 11 次元
の観点から解釈しなおすためにこれらのブレーンに結合するゲージ場 Cµ の起源を考えてみればよ

い。§15.5で見たように、これは計量の非対角成分 gµ,11 に対応している。従って対応する保存量

はエネルギー運動量テンソルの T 0,11 成分であり、これはカルツァ・クラインモードの x11 方向

の運動量を表している。すなわち、D0-ブレーンは 11 次元超重力理論を S1 コンパクト化した際

に現れるカルツァ・クラインモードに対応している。[47] コンパクト化の周期を L とすればカル

ツァ・クラインモードの運動量は n を整数として P = 2πn/L のように量子化される。さらに、11
次元の超重力理論に含まれる場が零質量であることからエネルギーも同じ値を取る。すなわちカル

ツァ・クラインモードは 10 次元でみれば質量 M = 2πn/L の粒子として観測される。(15.285) に
与えた関係式を用いれば、この質量が n 個の D0-ブレーンの質量 n/lse

φ に一致していることが確

認できる。

D6-ブレーンについて考える前に D0-ブレーンと D6-ブレーンの電荷（磁荷）を符号も含めて定
義しておこう。まず、D0-ブレーンの電荷は、C1 と D0-ブレーンの世界線の結合の係数として次
のように定義する。

SD0
cur

2π
= QD0

∫
C1. (15.451)

次に、D6-ブレーンの電荷は次のようにフラックスの積分として定義する。

QD6 =
∮

S2
G2. (15.452)

このようなフラックスを与える S2 上のゲージ場は例えば次のように取ることができる。

Cθ = 0, Cφ =
QD6

4π
cos θ. (15.453)

ゲージ場 Cµ に磁気的に結合した D6-ブレーンの対応物を見るためには、D6-ブレーンを古典解
として表すのがよい。10 次元の立場で D6-ブレーンに垂直な 3 次元部分で考えれば D6-ブレーン
はゲージ場 Cµ に対するディラックモノポールとみなすことができる。このような、コンパクト化

によって生じた U(1) ゲージ場に対するディラックモノポールをカルツァ・クラインモノポールと
呼ぶ。

表 15.5: IIA 型超重力理論における D0-ブレーン、D6-ブレーンの 11 次元超重力理論における対
応物

M-theory type IIA

Kaluza-Klein mode → D-particle
Kaluza-Klein monopole → D6-brane

D6-ブレーンの古典解からコンパクト化の手続きを逆にたどることによって 11 次元での対応物
が何になるかを見てみよう。弦計量（2πls = 1）での D6-ブレーンの解は次のように与えられる。

ds2
str = H−1/2ηijdxidxj + H1/2(dr2 + r2dΩ2

2), eφ = gstrH
−3/4. (15.454)
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ただし、H は次の調和関数である。

H = 1 +
QD6gstr

4πr
. (15.455)

この解から出発して、11 次元での計量を決めることができる。10 次元の弦計量と 11 次元の計量
の間の関係は、(15.122)、(15.124)、(15.139) を組み合わせることで次のように与えられる。

ds2
11 = e−(2/3)φds2

str + e(4/3)φ(dx11 + Cµdxµ)2. (15.456)

これを用いれば、先ほどの D6-ブレーン解に対応する 11 次元の計量が次のように決まる。

ds2
11 = g

−(2/3)
str (ηijdxidxj + H(dr2 + r2dΩ2

2)) + g
(4/3)
str H−1(dx11 + Cµdxµ)2 (15.457)

ここで、次の座標変換を行う。

xi → QD6gstr

4π
xi, r → QD6gstr

4π
r, x11 → QD6

4π
ψ. (15.458)

新しい座標を用いると、11 次元の計量は次のように与えられる。

ds2
11 = B2

[
ηijdxidxj + H(dr2 + r2dΩ2

2) + H−1(dψ + cos θdφ)2
]
. (15.459)

調和関数 H とスケール因子 B は次のように与えられる。

H = 1 +
1
r
, B =

QD6g
2/3
str

4π
. (15.460)

この解は、二つのパラメータ B と QD6 に依存している。B は計量のスケール因子として現れて

いる。ψ の周期は QD6 を用いて次のように表される。

ψ +
4π

QD6
∼ ψ. (15.461)

従って、任意の QD6 に対応する解は QD6 = 1 の解を ψ 方向のシフト ψ → ψ + 4π/QD6 によっ

て生成される ZQD6 によって割ることで得ることができる。

(15.459) のように、D6-ブレーンは純粋に 11 次元の超重力理論の場だけで書けている。従って
11 次元の超重力理論から出発して D6-ブレーンの作用を決定することができるはずである。D6-ブ
レーンの作用は Born-Infeld 作用と Chern-Simons 作用の和として書けるが、これらの作用は高次
の微分項を含んでいる。しかし 11 次元の超重力理論には微分を二つ含む項だけが存在するから、
D6-ブレーンの作用のうち、微分の数が二つ以下の項についてが 11 次元超重力理論から再現され
ると考えられる。ここでは実際に、11 次元超重力理論の A3 の作用から D6-ブレーン上のゲージ
場の作用が得られることを示そう。[48] D6-ブレーン上のゲージ場の作用で、微分が二つ以下の項
は次のように与えられる。

S =
∫

D6

(
− 1

2gstr
F ′2 ∧ ∗7F ′2 + C5 ∧ F ′2 +

1
2
C3 ∧ F ′2 ∧ F ′2

)
. (15.462)

ただし F ′2 = dV1 + B2 である。ここでの目標は、11 次元超重力理論からこの作用を導くことで
ある。

まず、Taub-NUT 空間上のキリング 1-形式 ζ1 と調和 2 形式 ζ2 = dζ1 を用いて次のように表さ

れる A3 のモードに注目しよう。

A3 = c ∗4 ζ1 + V1 ∧ dζ1 + b2 ∧ ζ1 + c3. (15.463)
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c、V1、b2、c3 はすべて D6-ブレーンに平行な方向の成分のみを持つ 0、1、2、3 形式である。こ
れらの場は x11 には依存しないが、ブレーンに平行な方向 xi とブレーンに垂直な方向 xµ、の両

方に依存しているとする。ただしわれわれは Taub-NUT 空間の典型的な大きさ R が問題として

いる長さのスケールよりも重分小さい場合にそれが D6-ブレーンの作用を再現することを見よう
としているのであるから、c、V1、ζ1、b2 は xµ の非常に滑らかな関数であり、R 程度の範囲では

ほとんど変化しないものとする。これらの場が 10 次元時空においてどのような意味を持つかを見
るためには、r が大きいところでの様子を見るのが良い。Taub-NUT 空間の中心から十分遠方で
は、ζ1 は dx11 に比例した定数である。従って、c と c3 は R-R 3 形式場の成分 Cµνρ と Cijk に、

b2 は Bij に対応している。一方 V1 ∧ dζ1 は D6-ブレーンから離れたところでは 0 になってしま
うから、V1 を D6-ブレーン上のゲージ場であると解釈することができる。そこで、V1 は以後 xµ

に依存しないとしよう。（依存性を残しておいても最終結果には影響しない。）二つの場 V1 と b2

に対する次のゲージ変換を考えることができる。

δV1 = −λ1, δb2 = dλ1. (15.464)

この変換は、A3 に対するゲージ変換 δA3 = d(λ1 ∧ dζ1) に帰着する。従って、V1 は D6-ブレーン
上のゲージ場、B2 はバルクの 2-形式場とみなすことができる。このゲージ変換でゲージ不変な場
の強さを F ′2 = dV1 + b2 と置いておこう。

(15.463) で定義された D6-ブレーン上のゲージ場 V1 と D6-ブレーンの上に端を持つ弦との結
合は、11 次元の立場では Taub-NUT 空間の非コンパクト 2-サイクルに巻きついた M2-ブレーン
と A3 との結合から再現することができる。実際、D6-ブレーン上の開弦の端点を表す世界線を L、

r

S

NUT

図 15.5: D6-ブレーンに端を持つ開弦は、11 次元超重力理論においては Taub-NUT 空間の非コン
パクト 2-サイクルに巻きついた M2-ブレーンとして表される。

Taub-NUT 空間上の非コンパクト 2-サイクルを C とし、M2-ブレーンの張る 3 次元空間を L×C

とすれば、上記のように与えられた A3 との結合は

S

2π
=

∫

C×L

V1 ∧ ζ2 =
∫

L

V1 ×
∫

C

ζ2 =
∫

L

V1 (15.465)

となるから、ゲージ場 V1 は正しく規格化されていることがわかる。

(15.463) から、場の強さ K4 は次のように与えられる。

K4 = dc ∧ ∗4ζ1 + F ′2 ∧ ζ2 + db2 ∧ ζ1 + dc3, (15.466)

これを 11 次元超重力理論の運動項に代入してみよう。それぞれの項の二乗から、次のような作用
を得る。F ′2 を含む項からは、D6-ブレーン上のゲージ場の運動項が得られる。

L =
1
2

∫

11

K4 ∧ ∗11K4

427



=
1
2

∫

11

(dc ∧ ∗7dc) ∧ (ζ1 ∧ ∗4ζ1) + (dc3 ∧ ∗7dc3) ∧ dΩ4

+
1
2

∫

11

(db2 ∧ ∗7db2) ∧ (ζ1 ∧ ∗4ζ1)

+
1
2

∫

11

(F ′2 ∧ ∗7F ′2) ∧ (ζ2 ∧ ζ2)

+
∫

11

(∗7dc ∧ ζ1) ∧ (F ′2 ∧ ζ2) (15.467)

最後の項については c の双対場を ∗7dc = dc5 と書きなおし、部分積分を行うと、
∫

11

(∗7dc ∧ ζ1) ∧ (F ′2 ∧ ζ2) =
∫

11

(c5 ∧ F ′2) ∧ (ζ2 ∧ ζ2) (15.468)

Taub-NUT 上での積分については、次の式を用いることができる。
∫

TN

dΩ4 = (2πR)
∫

3

,

∫

TN

(ζ1 ∧ ∗4ζ1) =
1

2πR

∫

3

,

∫

TN

(ζ2 ∧ ζ2) = 1. (15.469)

すると、上記の作用は次のようになる。

L =
1
2

∫

10

(
1

2πR
(dc ∧ ∗7dc) + (2πR)(dc3 ∧ ∗7dc3) +

1
2πR

(db2 ∧ ∗7db2)
)

+
∫

7

(
1
2
F ′2 ∧ ∗7F ′2 + c5 ∧ F ′2

)
(15.470)

ここで、2πR = g
2/3
str を用いて書きなおし、ワイル変換 gµν → g−2/3gµν を行えば、次のように 10

次元時空のゲージ場 H3 と G4 に対する運動項と、D6-ブレーン上のゲージ場 Aµ に対する運動項

を得ることができる。

L =
∫

7

(
1

2gstr
F ′2 ∧ ∗7F ′2 + c5 ∧ F ′2

)
+

1
2

∫

10

(
1

g2
str

H3 ∧ ∗H3 + G4 ∧ ∗G4

)
. (15.471)

今度はさきほどの分解を Chern-Simons 項に代入すれば、次の項を得る。

1
3!

∫
A3 ∧K4 ∧K4 =

1
2

∫

7

C3 ∧ F ′2 ∧ F ′2. (15.472)

これは Chern-Simons項の中の F ′2 について 2次の項を与えている。これらを合わせれば、(15.462)
にある項がすべて再現されることがわかる。

15.19 Kaluza-Klein mode

S1 に巻きついた F1 の解を T-dual 変換することで、Kaluza-Klein mode に対応する古典解を
作ってみよう。まず、次の F1 古典解から出発する。

ds2 = H−1(−dt2 + dy2) + dx2
8, B2 = H−1dt ∧ dy, eφ = gstrH

−1/2 (15.473)

ここで、H は次のように定義される調和関数である。

H = 1 + K = 1 +
g2
strN

6Ω7r6
, r = |x|. (15.474)
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あとで便利なように、H の定数部分を除いた K も定義しておいた。y 方向が y ∼ y + 1 によって
コンパクト化されているとしよう。

この解を y 方向に T-duality 変換してみよう。

T-dual 変換¶ ³

一般に、x9 ∼ x9 + 1 によって S1 コンパクト化された時空の計量と B2 が

ds2 = g(9)
µν dxµdxν + e2σ(dx9 + v1), B2 = b

(9)
2 + b1 ∧ (dx9 + v1). (15.475)

と与えられたとき、その T-dual は S1 の半径を反転し、計量の gi9 成分と B2 の Bi9 成分を

入れ替えることで与えられる。すなわち、変換後の計量と B2 は、

ds′2 = g(9)
µν dxµdxν + e−2σ(dx9 + b1), B′

2 = b
(9)
2 + v1 ∧ (dx9 + b1). (15.476)

と与えられる。さらに、ディラトン場は次のように変換される。

eφ′ = eφ−σ (15.477)

R-R 場については、ここで用いられている convention に従えば、T-dual 変換を行う方向の
足を左から付け加えたり、取り除いたりすればよい。

Geven = geven + dx9 ∧ godd, Godd = godd + dx9 ∧ geven. (15.478)
µ ´
この変換側を適用すると、次の計量が得られる。もともと計量が対角的であったので、変換後の

B2 は 0 になる。
ds2 = −H−1dt2 + H(dy + H−1dt)2 + dx2

8 (15.479)

ここで、遠方で直交座標に漸近するように、yold = ynew − t という座標変換を行おう。これは、

T-dual 変換を行う前に B2 を定数シフトすることに相当する。その結果、計量は次のように与え

られる。

ds2 = −dt2 + dy2 + K(x)(dt− dy)2 + dx2
8. (15.480)

T-dual 変換を行った後のディラトン場は

eφ = gstr. (15.481)

となり、定数である。従って、ここで与えた解は Einstein重力理論の古典解とみなすことができる。
この解は y 方向に零質量粒子が運動している状態を古典解として表したものと解釈できる。

T-dual 変換を行う前の弦の本数 N は運動量密度に変換される。この二つの間の関係を求め、

調和関数に含まれる N を T-dual をとった後の量子数で表すことを考えよう。議論をわかりやす
くするためにここでは一旦 1 においていた長さ 2πls を復活させよう。T-dual 変換を行うため
に、便宜上周期 2πls、すなわち半径 ls でコンパクト化を行い、変換すると、変換後には半径 ls

でコンパクト化された空間上に運動量 NF1/ls を得る。ここで、covering space を考えることで
一旦コンパクト化されていない古典解に移り、改めて周期 L′ でコンパクト化すると、全運動量は

(NF1/ls) × (L′/(2πls)) = NF1L
′/(2πl2s) となる。一方、運動量の最小単位は 2π/L′ であるから、

この何倍かという量子数を n とすれば、

n =
NF1L

′/(2πl2s)
2π/L′

=
NF1L

′2

(2πls)2
(15.482)
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となる。従って、調和関数 K は n を用いて次のように与えられる。（再び 2πls = 1 の単位系に
戻った。）

K =
g2
strn/L2

6Ω7r6
(15.483)

light-cone 座標 u = t + y、v = t− y を用いて次のように書いておくと便利である。

ds2 = −dudv + K(x)dv2 + dx2
8. (15.484)

ここで、K(x) は v にも依存するように一般化することができる。実際、曲率テンソルのうち、

次の成分だけが 0 ではないことが簡単に示される。

Rivjv = −1
2
∂i∂jK(x, v) (15.485)

従って運動方程式は

Rvv = −1
2
∆xK(x, v) = 0. (15.486)

となる。つまり、x 座標に対して調和関数であれば、v 座標への依存性は任意である。これは、y

軸上で一様でない運動量密度が y 方向に光速で伝播しているような状況を表している。

ここでは II 型超重力理論で y 方向に運動量を持った Kaluza-Klein モードの古典解を与えたが、
上で述べたように計量以外の場は非自明な振る舞いをしていないので、11 次元超重力理論にもほ
とんど同じ解が存在する。

ds2 = −dt2 + dy2 + K(dt− dy)2 + dx2
9, K =

n/L2

7Ω8r7
(15.487)

ここで、y 方向を x11 だと思って対応する IIA 型超重力理論の古典解を計算すると、D0-brane の
古典解が得られる。

15.20 marginal bound states

ブラックホールエントロピーの問題に関連した幾つかの marginal bound state の古典解が [49]
で解説されている。

15.20.1 D1-D5 系

Dp-D(p + 4)-brane 系（p = 0, 1, 2, 3, 4）を考えよう。ここでは話を簡単にするために p = 1 の
場合、すなわち D1-D5 系に限って話をするが、他の場合もほとんど同様に議論できる。xi′ 方向

に広がった D1-brane と xi′ 方向および xi′′ 方向に広がった D5-brane から成る系を考えよう。た
だし i′ = 0, 1、i′′ = 2, 3, 4, 5 である。さらに xi′ および xi′′ に直交する 4 個の座標を ym とする。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D1 ◦ ◦ − − − −
D5 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

(15.488)

ここでは D1-brane も D5-brane も xi′ = 0 に存在するものとし、D1-brane は xi′′ 方向には一様に

分布しているとする。この方向には体積 V4 でコンパクト化されているとする。それぞれのブレー

ンの密度が次のように与えられるとする。

ρ1 =
N1

V4
δ5−p(ym)d4y, ρ5 = N5δ

5−p(ym)d4y. (15.489)

430



N1 は xi′′ 方向のある体積 V4 あたりの D1-brane の本数を表し、N5 は D5-brane の枚数を表す。
極座標 dy2 = dr2 + r2dΩ2

4−p を導入し、計量の形を次のように仮定する。

ds2 = a2
1ηi′j′dxi′dxj′ + a2

2δi′′j′′dxi′′dxj′′ + b2(dr2 + r2dΩ2
3). (15.490)

G3 の成分は次のものが 0 ではない。

G
0̂̂1r̂

= G
3̂̂4̂5̂6θ̂1θ̂2θ̂3

=
N1/V4

Ω3(br)3a4
2

, G
θ̂1θ̂2θ̂3

=
N5

Ω3(br)3
. (15.491)

これらをそれぞれ G(1) および G(5) と表すことにする。さらに次の記号を導入しておく。

g\(1) = beφG\ (1)
γ

r̂
, g\(5) = beφG\ (5)

γ
r̂
. (15.492)

これらをフェルミオンの変換則に代入すると、次の式を得る。単一の Dp-ブレーンの場合とほとん
ど同じであるが、R-R 場が二種類あり、それらの相対符号が一定ではないことが重要である。

δψ̂
i′ =

1
2b

γ̂
i′r̂

(
a′1
a1

+
1
4
g\(1) +

1
4
g\(5)

)
ξ, (15.493)

δψ̂
i′′ =

1
2b

γ̂
i′′r̂

(
a′2
a2
− 1

4
g\(1) +

1
4
g\(5)

)
ξ, (15.494)

δψ
r̂

=
1
b

(
s′

s
+

1
8
g\(1) +

1
8
g\(5)

)
ξ, (15.495)

δψ
â

=
1
2b

γ
âr̂

(
b′

b
− 1

4
g\(1) − 1

4
g\(5)

)
ξ, (15.496)

δλ =
1
b
γ

r̂

(
φ′ − 1

2
g\(1) +

1
4
g\(5)

)
ξ. (15.497)

これらの式より、関数 ai、b、s、φ は二つの関数を用いて表せることがいえる。その二つの関数と

しては次のように定義されるH1 と H5 を用いる。

g\(1) =
H ′

1

H1
, g\(5) =

H ′
5

H5
. (15.498)

すると直ちに、それぞれの関数を次のように書くことができる。

a1 = H
−1/4
1 H

−1/4
5 , a2 = H

1/4
1 H

−1/4
5 , b = H

1/4
1 H

1/4
5 ,

s = H
−1/8
1 H

−1/8
5 , eφ = gstrH

1/2
1 H

−1/2
5 . (15.499)

フラックス保存則から決まる (15.491) と定義式 (15.492) および (15.498) を用いることで、調和関
数が次のように決定される。

H1 = 1 +
gstrN1/V4

2Ω3r2
, H5 = 1 +

gstrN5

2Ω3r2
. (15.500)

これらの調和関数を用いれば計量は次のように与えられる。

ds2 =
1√

H1H5

(−dt2 + dx2) +
√

H1

H5
dx2

4 +
√

H1H5(dr2 + r2dΩ2
3) (15.501)

この解で H1 = 1 とすれば D5-brane の解を、H5 = 1 とすれば D1-brane の解を得る。逆に、
D1-brane と D5-brane の解が与えられると、それらの前の係数を掛け合わせるだけで D1-D5系
の計量が得られる。それぞれの方向について調和関数のべきを見てみると、調和関数に対応する

ブレーンが広がっている方向ではべきが −1/2、広がっていない方向ではべきが +1/2 になってい
る。このようなルールは他の種類のブレーンからなる marginal bound state にも適用することが
でき、しばしば harmonic function rule と呼ばれる。
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15.20.2 D1-P 系

Harmonic function rule があれば、様々な marginal bound state を簡単に作ることができる。
ここでは少し様子が異なる marginal bound state として、D1-P 系、すなわち、運動量を持つ
D1-brane について見てみよう。
その様な系は、F1-D0 系に対して T-dual 変換を行うことで得ることができる。10 次元時空の

座標を t、y、xi (i = 1, . . . , 8) とし、y 軸上に存在する F1-D0 系の古典解を与えよう。

t y x1 · · · x8

D0 ◦ −
F1 ◦ ◦

(15.502)

F1 の本数を NF1 とし、D0 の密度を ND0/L とする。L は y 軸方向の長さであり、D0 は y 軸上

に一様に分布しているものとする。すなわち、D0 と F1 のブレーン密度は次のように与えられる。

ρ0 =
ND0

L
δ8(x)d8x ∧ dy, ρ1 = NF1δ

4(x)d8x. (15.503)

D0-brane あるいは F1-brane の片方が存在する場合と同様にこれらを源とする調和関数を次のよ
うに定義する。

H0 = 1 +
gstrND0/L

6Ω7r6
, H1 = 1 + K = 1 +

g2
strNF1

6Ω7r6
. (15.504)

これらの調和関数を用いて、D0-F1 系の古典解は次のように与えられる。

ds2 = −H−1
1 H

−1/2
0 dt2 + H−1

1 H
1/2
0 dy2 + H

1/2
0 dx2

i (15.505)

eφ = gstrH
−1/2
1 H

3/4
0 . (15.506)

さらに、fundamental string があることにより発生する NS-NS 2-form field は F1 が単独で存在
する場合と同様に次のように与えられる。

B2 =
1

H1
dt ∧ dy (15.507)

この F1-D0 解を y 方向に T-dual 変換することによって D1-P 系、すなわち、D1-brane と、
その上に励起した運動量を表す古典解を構成しよう。T-dual 変換を行うために y ∼ y + 1 とコン
パクト化しよう。そして T-dual 変換を行うと、もともと D0-brane だったものは y 方向へ巻き

ついた D1-brane に変換される。このとき、D0-brane の密度 ND0/L と D1-brane の本数 ND1

の関係は ND1 = ND0/L である。もともとあった NF1 本の fundamental string は Kaluza-Klein
mode へ変換される。もともとあった NF1 本の fundamental string は §15.19で述べた関係に従っ
て Kaluza-Klein mode へ変換される。T-duality による量子数の関係をまとめておくと、

ND0

L
= ND1, NF1 =

n

L′2
. (15.508)

この関係を用いて調和関数を書き直しておくと、次のようになる。

H1 = 1 +
gstrN1

6Ω7r6
, K =

g2
strn/L2

6Ω7r6
. (15.509)

ただし以前 H0 と書いていたものをここでは H1 と書いた。また、上で L′ と書いた長さを単に L

と書いた。
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D0-F1 系の計量 (15.505) と B 場 (15.507) に対して T-dual 変換を行い、さらに y を y − t で

置き換える座標変換を行うことにより、次の計量を得る。

ds2 = H
−1/2
1 [−dt2 + dy2 + K(dy − dt)2] + H

1/2
1 dx2

i (15.510)

また、dilaton 場も簡単に次のように得られる。

eφ = gstrH
1/2
1 (15.511)

これらは、D1-brane の古典解において次の置き換えを行ったものになっている。

− dt2 + dy2 → −dt2 + dy2 + K(dy − dt)2. (15.512)

これが momentum に対する重ね合わせのルールである。momentum だけの場合と同様に、今度
もK を light-cone 座標 v = t− y の任意の関数とすることができる。

15.21 supertubes

1/4 BPS の sugra の古典解で supertube を与えるものは [50] で与えられた。

15.21.1 waving D1-brane

ここでは、y 方向に伸びた弦がそれとは垂直な x 方向に振動している様子を表すような古典解

を与える。その準備として、弦が直線状の形状を保ちながら平行移動しているような古典解を作る

ことから始めよう。具体的には、ある時刻の弦の形状が xi = αiy で与えられ、これが y 方向に光

速で運動しているような状況を表す古典解を考える。（図 15.6）このような古典解は以前に得られ

y

x

図 15.6: 光速で y 方向に並進運動する直線的な D1-brane

た D1 解をローレンツ変換することで簡単に作ることができる。
まず、次のエネルギー運動量テンソルで与えられる D1-brane から出発しよう。y 方向に光速で

運動しているといっても、弦の垂直方向の速さは光速より小さいので、エネルギーは有限である。

実際、エネルギー運動量テンソルを計算してみよう. ローレンツ変換を行う前は

Tµν = δ(x)δ7(x7) diag(TD1,−TD1δij , 0) (15.513)

となる。ただし、行列部分は (t, xi, y) の順序で 10× 10 行列として表されている。
ここで、次のローレンツ変換を実行しよう。

xi
old = xi

new + αivnew, uold = unew + 2αixi
new + α2vnew, vold = vnew (15.514)
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これにより、もともと x = 0 にあった string は xi = αi(y − t) のように、一定速度で運動する弦
になる。ここで、light-cone 座標

u = t + y, v = t− y, (15.515)

を用いてローレンツ変換を表した。

このローレンツ変換の結果、エネルギー運動量テンソルは次のように変換される。

Tµν = δ8(xi − αi(y − t))Tstr




1 + α2 αi −α2

αi 0 −αi

−α2 −αi −1 + α2


 (15.516)

したがって、y 方向の長さ dy の範囲に含まれるエネルギーおよび運動量が次のように得られる。

dE = dyTD1(1 + α2), dPxi = −dyTD1α
i, dPy = dyTD1α

2. (15.517)

この式は、より一般の形状の弦

xi = F i(y) (15.518)

に拡張できる。この場合は、上記の関係式の αi を dF i/dy に置き換えればよい。このときエネル

y

x

図 15.7: 任意の形状を保ちながら光速で y 方向に並進運動する弦

ギーと運動量は、次のように与えられる。

dE = dyTD1

(
1 +

(
dF i

dy

)2
)

, dPxi = −TD1dF i, dPy = dyTD1

(
dF i

dy

)2

. (15.519)

もし弦が閉じている場合、たとえば y 方向がコンパクト化されていて、y 方向を一周したときに

弦がもとの点に戻るような場合には、
∫

dPxi = 0 である。しかし xi 空間での角運動量は 0 でな
い値を取ることが出来て、次のように与えられる。

Jij = −TD1(F idF j − F jdF i). (15.520)

すなわち、i-j 平面上の角運動量は、弦のその平面への射影が囲む面積に比例する。エネルギーは
y 方向の長さを L とすると

E = LTD1 + Py (15.521)

と表され、marginal boundstate であることを表している。
弦が常に N 本のまとまりでいる場合を考えよう。つまり、tension が effective に NTD1 である

ような場合である。y 方向のまきつき数を Ny とすると、弦の束は Ny/N 回巻いているので、弦

の束の長さ ly は

ly =
Ny

N
Ly (15.522)
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と与えられる。ただし Ly は y 方向のコンパクト化の周期である。x 空間での長さを lx とすれば、

dF/dy ∼ lx/ly であるので、

Py = NTD1
l2x
l2y

ly = NTD1l
2
x

N

NyLy
(15.523)

一方角運動量の最大値は

Jmax =
1
2π

NTD1l
2
x =

nyNy

N
, ny =

LyPy

2π
(15.524)

となる。

上記のように、ローレンツ変換によって運動する直線的な弦を作り、それを一般の形状に拡張す

るという手順を踏んで古典解を作ってみよう。まず、D1 解は次のように与えられる。

ds2 = − 1
H1/2

dudv + H1/2dx2, eφ = gstrH
1/2. (15.525)

ただし、調和関数 H は次のように与えられる。

H = 1 + h = 1 +
gstrN

6Ω7|xi|6 (15.526)

R-R 場は
C2 = − 1

2gstrH
du ∧ dv. (15.527)

ローレンツ変換後の新しい座標での計量は次のように与えられる。

ds2 =
1

H1/2
(−dudv + Kdv2 + 2Aidxidv) + H1/2dx2

i (15.528)

ここで、Ai と K は新たに導入した次の関数である。

h =
gsN

6Ω7|xi + αiv|6 , H = 1 + h, K = α2h, Ai = hαi (15.529)

R-R 場は次のように変更される。

C2 = − 1
gstrH

(
du ∧ dv

2
+ αidxi ∧ dv

)
∼ 1

gstrH

(
−du ∧ dv

2
+ A ∧ dv

)
(15.530)

ここで、“∼” は、ゲージ変換によって自由に取ることが出来る定数部分を除いて等しい、という
意味である。

弦の位置は、xi = −αiv という関数で与えられるが、実はこの関数を一般の関数 xi = F i(v) で
置き換えてもそのまま古典解になっていることが示される。つまり、(15.528) の形はそのままで、
(15.529) の関数系を次のように一般化することで、一般の形状の弦の古典解を与えることができ
る。[51, 52]

h =
gsN

6Ω7|xi − F i(v)|6 , H = 1 + h, Ai = −hḞi, K = hḞ 2. (15.531)

これらは F i = −αiv のとき (15.529) に帰着する。R-R 場については、(15.530) にある、ゲージ
変換でつながる二つの表式は、このような一般化の後にはもはやゲージ同値ではなくなってしま

う。正しい選択は、弦の運動の影響が遠方で小さくなる後者である。まとめると、新たな古典解は

次のように与えられる。

ds2 =
1

H1/2
(−dudv + Kdv2 + 2Aidxidv) + H1/2dx2

i , (15.532)

C2 =
1

gstrH

(
−du ∧ dv

2
+ A ∧ dv

)
, (15.533)

eφ = gstrH
1/2. (15.534)
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あとで y 方向への T-dual 変換を行うが、その場合には計量の t-y 成分を次のように書き換えてお
くのが便利である。

− dudv + Kdv2 + 2Aidxidv = − 1
1 + K

d̃t
2

+ (1 + K)d̃y
2

(15.535)

ただし、d̃t と d̃y は以下のように定義した。

d̃t = dt−A1, d̃y = dy − dt +
dt−A1

1 + K
. (15.536)

運動量密度 dPy/dy を一定に保ちながら F → 0 の極限を取ることができる。たとえば、

~Fθ(y) = (ρ cos(ωy), ρ sin(ωy), 0, 0, 0, 0, 0, 0) (15.537)

と置いてみよう。このとき dPy/dy = TD1ρ
2ω2 である。従って、ρ を小さくすると同時に ρω を一

定に保つように ω を発散させれば、運動量を一定に保つことができる。Ai は非常に激しく振動す

るから、平均をとれば 0 である。このとき K は

K → ρ2ω2h =
1

NTD1

dPy

dy

gstrN

6Ω7|xi|6 =
1
2π

dPy

dy

g2
strN

6Ω7|xi|6 (15.538)

これは D1-P 系の古典解で現れた調和関数 (15.509) に一致する。
このように、弦上の微小な振動を加えることで、dPx の値を変化させること無く dPy を増加さ

せることができる。ただし、次の不等式が成り立つ。

|dPx|2 ≥ TD1dydPy (15.539)

ここでは直線状の弦に微小振動を加えたが、より一般の形状の弦に微小振動を加えることもできる。

15.21.2 D2-supertubes

上記の解を y 方向に T-dual 変換することで supertube 解を作ることができる。T-dual 変換の
準備として、y 方向の依存性を無くそう。そのために、調和関数を y 方向に平均する。

h(x) =
1
Ly

∫
h(x, y)dy, A(x) =

1
Ly

∫
A(x, y)dy, K(x) =

1
Ly

∫
K(x, y)dy. (15.540)

ここで、この積分を xi 空間での弦上の積分に直しておくのが便利である。xi 空間での線素を

dl = |dFi| とする。すると h(x) は次のように表される。

h(x) =
∫

gstr(dw/dl)
6Ω7|x− F (l)|6 dl, K(x) =

∫
g2
str(dny/dl)/L2

y

6Ω7|x− F (l)|6 dl. (15.541)

ただし、
dwy

dl
=

N

Ly

dy

dl
,

dny

dl
=

LyN

gstr

dl

dy
. (15.542)

は dl あたりの y 方向への D1 の巻きつき数および y 方向への運動量の密度を表す。これらは次の

式を満足する。
dwy

dl

dny

L2dl
=

(N/L)2

gstr
. (15.543)
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A は次のように表される。

Ai(x) =
∫

gstrN/Ly

6Ω7|x− F (l)|6 dFi, (15.544)

これらの関数により、先ほどの waving D1 解は次のように与えられる。

ds2 = − d̃t
2

H1/2J
+

J

H1/2
d̃y

2
+ H1/2dx2

i , (15.545)

G3 =
1

gstr

[
1

HJ
dA ∧ (dt−A1) + d(

dt−A

H
) ∧ d̃y

]
, (15.546)

eφ = gstrH
1/2. (15.547)

計量の t-y 方向の成分は (15.535) の形で表した。また、T-dual 変換を行いやすいように反対称テ
ンソル場についても dy ではなく d̃y を用いて表した。

T-dual 変換を行えば直ちに次の結果が得られる。ここで、J = 1 + K を定義した。

ds2 = − (dt−A)2

H1/2J
+

H1/2

J
dy2 + H1/2dx2

i , (15.548)

B2 = −Kdt + A

J
∧ dy =

dt−A

J
∧ dy − dt ∧ dy, (15.549)

Gele =
1

gstr
d

(
dt−A−A ∧ dt ∧ dy

H

)
∧ eB2 , (15.550)

eφ = gstr
H3/4

J1/2
. (15.551)

ここでは B2 が遠方で 0 になるゲージを取ったが、そうでなくて良いのであれば、反対称テンソ
ル場の形をさらに少し簡単にできる。

B2 =
dt−A

J
∧ dy, Gele =

1
gstr

d

(
dt−A

H

)
∧ eB2 . (15.552)

T-duality を行ったことにより、それぞれのパラメータの物理的意味が変化する。それにあわせ
て w → ND0/Ly、ny/L2

y → NF1、N/Ly → ND2 の置き換えを行えば、

h(x) =
∫

gstr(dND0/dl)/Ly

6Ω7|x− F (l)|6 dl, K(x) =
∫

g2
str(dNF1/dl)

6Ω7|x− F (l)|6 dl, Ai(x) =
∫

gstrND2

6Ω7|x− F (l)|6 dFi.

(15.553)

15.21.3 resolved D1-D5

§15.21.2 で得られた supertube 解から T-duality および S-duality 変換を行うことで、幾つかの
興味深い解が得られる。

まず一つ目は、D1-D5 charge を持つ解 [53]である。これは次のようにして得られる。

(D0, F1y) T123→ (D3123, F1y) S→ (D3123, D1y)
T4y→ (D5y1234, D14). (15.554)

先ほどの D2-supertube 解の簡単なほうから出発する。NS-NS field は次のように与えられる。

ds2 = − d̃t
2

H1/2J
+

H1/2

J
dy2 + H1/2dx2

i , B2 =
d̃t ∧ dy

J
, eφ = gstr

H3/4

J1/2
. (15.555)
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T 4 コンパクト化するので、T 4 に巻きついていないブレーンの枚数はブレーンの密度に置き換え

る。その結果、調和関数は次のように与えられる。

h(x) =
∫

gstr(dND0/dl)/(LyL4)
2Ω3|x− F (l)|2 dl, (15.556)

K(x) =
∫

g2
str(dNF1/dl)/L4

2Ω3|x− F (l)|2 dl, (15.557)

Ai(x) =
∫

gstrND2/L4

2Ω3|x− F (l)|2 dFi. (15.558)

ただし

J = 1 + K, d̃t = dt− dA. (15.559)

である。上で与えた B2 の場の強さも含め、反対称テンソル場の場の強さは次のように与えられる。

H3 = (dJ−1 ∧ d̃t− J−1F2) ∧ dy, (15.560)

Gele =
1

gstr
(dH−1 ∧ d̃t−H−1F2) ∧ eB2 ,

Gmag =
1

gstr
(dy ∧ ∗̂4dH + ∗̂4F2) ∧ d4z ∧ eB2 . (15.561)

ただし Gmag = −T ∗Gele である。

z1、z2、z3 の順に T-dual 変換を行うと、

ds2 = − d̃t
2

H1/2J
+

H1/2

J
dy2 + H1/2dx2

i +
dz2

1 + dz2
2 + dz3

3

H1/2
+ H1/2dz2

4 . (15.562)

eφ = gstr
1

J1/2
. (15.563)

H3 はそのままである。G に対しては左からルールを用いて

H3 = (dJ−1 ∧ d̃t− J−1F2) ∧ dy, (15.564)

G3 =
1

gstr
(∗̂4F2) ∧ dz4, (15.565)

G5 =
1

gstr
(−dH−1 ∧ d̃t + H−1F2) ∧ (dz1 ∧ dz2 ∧ dz3),

+
1

gstr
(dy ∧ ∗̂4dH + ∗̂4F2 ∧B2) ∧ dz4 (15.566)

G7 =
1

gstr
H−1F2 ∧ (dz1 ∧ dz2 ∧ dz3) ∧B2. (15.567)

調和関数に含まれるブレーンの枚数は、T-dual 変換において適当に書き換える必要がある。こ
の時点で、調和関数は次のように与えられる。

h(x) =
∫

gstr(dND3/dl)/(LyL)
2Ω3|x− F (l)|2 dl, (15.568)

K(x) =
∫

g2
str(dNF1/dl)/L4

2Ω3|x− F (l)|2 dl, (15.569)

Ai(x) =
∫

gstrND5/L

2Ω3|x− F (l)|2 dFi. (15.570)

この解に対して S-dual 変換を行おう。ゲージ場の強さに対してはHnew
3 = Gold

3 、Gnew
3 = −Hold

3

という置き換えを行う。結合定数も gnew
str = 1/gold

str のように再定義する。計量がワイル変換され
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るために、そのままだと計量に gstr の因子がかかるので、それを取り除くために次の座標変換を

行う。

XM
old =

1

g
1/2
str

XM
new. (15.571)

これに伴い調和関数中の gstr のべきが変化する。たとえば、Ai について見てみると、gstr を 1/gstr

で置き換えた時点で gstr の −1 乗に比例するが、さらに上記の座標変換を行うと、Ai の定義式が

長さの −2 上に比例しているから、座標変換から新たに gstr の 1 乗の因子が現れる。この結果、
Ai は gstr に依存しなくなる。このようにして、それぞれの調和関数が次のように書き換えられる。

h(x) =
∫

gstr(dND3/dl)/(LyL)
2Ω3|x− F (l)|2 dl, (15.572)

K(x) =
∫

gstr(dND1/dl)/L4

2Ω3|x− F (l)|2 dl, (15.573)

Ai(x) =
∫

NNS5/L

2Ω3|x− F (l)|2 dFi. (15.574)

ただし、1-form A1 = Aidxi はさらに dxi という因子を含むので、そこから余分に 1/g
1/2
str という

因子が現れることに注意。

S-dual 変換と、座標変換の結果、古典解が次のように得られる。

H3 = (∗̂4F2) ∧ dz4, (15.575)

G3 =
1

gstr
(−dJ−1 ∧ d̃t + J−1F2) ∧ dy, (15.576)

G5 =
1

gstr
(dy ∧ ∗̂4dH + J−1∗̂4F2 ∧ dt ∧ dy) ∧ dz4

+
1

gstr
(−dH−1 ∧ d̃t + H−1F2) ∧ (dz1 ∧ dz2 ∧ dz3). (15.577)

eφ = gstrJ
1/2. (15.578)

ds2 = − d̃t
2

(HJ)1/2
+

H1/2

J1/2
dy2 + (HJ)1/2dx2

i +
J1/2

H1/2
(dz2

1 + dz2
2 + dz3

3) + (HJ)1/2dz2
4 . (15.579)

B2 = A∗1 ∧ dz4 (15.580)

最後に y z4 方向に T-dual 変換を行い、D1-D5 系に移ろう。調和関数は次のようになる。

h(x) =
∫

gstr(dND5/dl)
2Ω3|x− F (l)|2 dl, (15.581)

K(x) =
∫

gstr(dND1/dl)/(LyL3)
2Ω3|x− F (l)|2 dl, (15.582)

Ai(x) =
∫

NTN

2Ω3|x− F (l)|2 dFi. (15.583)

ここで、次の関係が成り立つ。
(

dND5

dl

)(
1
V4

dND5

dl

)
= N2

TN. (15.584)

すなわち、D1 の密度と D5 の密度は反比例している。
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古典解は次のように与えられる。

ds2 =
1

(HJ)1/2
(−d̃t

2
+ d̃z

2

4) + (HJ)1/2dx2
i +

J1/2

H1/2
(dz2

1 + dz2
2 + dz3

3 + dy2). (15.585)

d̃t = dt−A1, d̃z
4

= dz4 + A∗1. (15.586)

ディラトン場は

eφ = gstr
J1/2

H1/2
. (15.587)

R-R 場については 3-form とその双対である 7-form のみが残る。y z4 の順序で T-dual 変換を行
えば、

G3 =
1

gstr
(d(−J−1 ∧ d̃t ∧ d̃z4)− ∗̂4dH). (15.588)

15.22 Klebanov-Strassler 解

Klebanov-Strassler 解は AdS/CFT 対応を通してある N = 1 ゲージ理論と関係していると期待
される IIB 型超重力理論の解である。ここでは簡単な解を少しずつ変形していくことでこの解を
構成する。

15.22.1 D3-ブレーン

まず、平坦な 10 次元時空におかれた D3-ブレーンの解を復習しておこう。D3-ブレーンの枚数
を N とすると、ゲージ場が次のように与えられる。

G5 = N(ω5 + ∗ω5) (15.589)

ω5 は単位半径の S5 の体積形式であり、S5 上の積分によって 1 を与えるものとする。解が BPS
であるという条件より、計量が次の形になることが示される。

ds2 = H−1/2ηµνdxµdxν + H1/2(dr2 + r2dΩ2
5). (15.590)

ここで、xµ = (x0, x1, x2, x3) がブレーンに平行な方向の座標であり、ブレーンに垂直な 6 次元方
向については極座標を用いた。これと同時に関数 H(r) に対する次の微分方程式が得られる。

dH

dr
= −Ngstr

V5r5
(15.591)

積分すれば関数 H(r) が次のように決定される。

H = 1 +
r4
0

r4
, r4

0 =
Ngstr(2πls)4

4V5
(15.592)

ここでこれまで 1 と置いていた長さ 2πls をあらわに書いた。

ディラトン場を定数においてよいのは、運動方程式

4(∂Mφ)2 − 4∇2φ =
e2φ

12
G2

3 −
1
12

H2
3 (15.593)

の右辺が 0 であるからである。
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15.22.2 conifold

D3-ブレーンの背景時空として、conifold と呼ばれる 6 次元多様体 M と R4 の積を考える。M

は次のような計量によって表される。

ds2
con = dr2 + r2ds2

5 (15.594)

ds2
5 はコンパクトな 5 次元多様体の計量で、半径座標 r を含まないものとする。ds2

5 によって表

される 5 次元多様体を X とおこう。ds2
con が Richi 平坦であるためにはX が Rij = 4gij を満足

するアインシュタイン空間である必要がある。もし X として半径 1 の S5 を取れば、M は R6

に等しい。ここではその代わりに T 1,1 と呼ばれる空間を取る。T 11 は S2 × S2 上の S1 ファイ

バー束であり、それぞれの S2 上での第１チャーンクラスがどちらも 1 であるようなものである。
S2 × S2 上の座標を (θi, φi) (i = 1, 2)、S1 ファイバー上の座標を 0 ≤ ψ < 4π としよう。この多

様体の計量を表すのに、まず次の 1-form を定義しておくと便利である。

e1 = − sin θ1dφ1, e2 = dθ1,

e3 = sin θ2dφ2, e4 = dθ2,

e5 = dψ + cos θ1dφ1 + cos θ2dφ2. (15.595)

二つの S2の計量は、それぞれの半径を r1および r2とすれば r2
1[(e

1)2+(e2)2]および r2
2[(e

3)2+(e4)2]
と表すことができる。また、S1 ファイバーはその半径を 2a とすれば a2(e5)2 である。上で述べた
ように多様体 M がアインシュタイン方程式 Rµν = 0 を満足するためには多様体 X が Rij = 4gij

を満足する必要があるが、この条件によって半径が r1 = r2 = 1/
√

6、a = 1/3 と固定される。す
なわち T 1,1 全体の計量は次のように表される。

ds2
T11 =

1
9
(e5)2 +

1
6
[(e1)2 + (e2)2 + (e3)2 + (e4)2] (15.596)

この多様体 M はリッチ平坦であるだけではなく、超対称性を 1/4 残す。対応する変換パラメータ
についての条件を決めるために、スピン接続のうちの 3 つの方向 θ1, θ2, ψ の方向についてのスピ

ン接続を計算してみると、次のようになる。

ωθ1 =
1√
6
(J2r + J15), ωθ2 =

1√
6
(J4r − J35), ωψ =

1
3
(J5r + J12 − J34). (15.597)

ここで、Jmn は局所 SO(6) 回転の生成子で、m-n 成分が +1、n-m 成分が +1 である行列を表
す。敗れずに残る超対称性の変換パラメータを与えるスピノルは、多様体上の任意の閉曲線にそっ

て平行移動して元の位置に戻ったときに、出発したときと同じ値を取らなければならない。閉曲線

としてそれぞれの S2 の赤道を考えると、はじめの二つのスピン接続はスピノルを回転させてはな

らない。そのような条件は次のスピノルによって満足される。

γ5rξ = γ12ξ = −γ34ξ. (15.598)

また、ψ 方向のスピン接続は上記の条件を満足するスピノルを回転させるが、ψ 方向に一周する

とスピノルも丁度一周して元に戻ることがわかる。このことは、ファイバーをシフトする U(1) 対
称性が超対称性の変換パラメータを回転させる R-対称性であることを意味している。これに対し
それぞれの S2 を回転させる SU(2) はキリングスピノルを回転させない。これらの対称性を以下
では SU(2)A および SU(2)B と書くことにする。
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15.22.3 conifold 上の D3-ブレーン

conifold の頂点上に D3-brane が N 枚重なっている状況を考え、これを表す古典解を構成し

よう。

D3-brane の存在によって G5 が現れるが、これは次のように置くのが適当であろう。

G5 = N(1 + ∗)ω2 ∧ ω3 (15.599)

ただし ω2 と ω3 はそれぞれ S2 サイクルと S3 サイクル上で積分して 1 を与える T 1,1 上の閉形

式である。

あとは conifold 上に存在した超対称性のうち半分が残るという条件を用いれば、平坦な空間上
の D3-brane について行ったものと次の結果を得る。まず、計量は次の形を取る。

ds2 = H−1/2ηµνdxµdxν + H1/2ds2
con, H = 1 +

r4
0

r4
. (15.600)

ただし今度は V5 として S5 の体積 π3 ではなく、(15.596) の体積 (16/27)π3 を用いる必要がある。

従って、AdS の半径 r0 は次のように与えられる。

r4
0 =

Ngstr

4V5
=

27Ngstr(2πls)4

64π3
(15.601)

地平面近傍では AdS5 × T 1,1 を表す計量に帰着する、

15.22.4 フラックスの導入

S2 にまき付いた D5-brane に相当するフラックスを導入し、古典解がどのように変形されるか
を見てみよう。ここで与える解は backreaction を無視した近似的な形が [54]で与えられ、その後
[55]において厳密な形で得られた。

[56] にならって vielbein を次のように定義しておく。e3 と e4 の定義が前に用いた (15.595) と
異なることに注意。

e1 = − sin θ1dφ1, e2 = dθ1,

e3 = cos ψ sin θ2dφ2 − sinψdθ2, e4 = sin ψ sin θ2dφ2 + cos ψdθ2,

e5 = dψ + cos θ1dφ1 + cos θ2dφ2. (15.602)

さらに次のように組み替えておく。

g1 =
e1 − e3

√
2

, g2 =
e2 − e4

√
2

, g3 =
e1 + e3

√
2

, g4 =
e2 + e4

√
2

, g5 = e5. (15.603)

以前に与えた T 1,1 の計量は次のように与えられる。

ds2
T11 =

1
6
[(g1)2 + (g2)2 + (g3)2 + (g4)2] +

1
9
(g5)2 (15.604)

T 1,1 を S2 × S2 上の S1 ファイバー束とみなせば、(g1)2 + (g2)2 と (g3)2 + (g4)2 が二つの S2 の

計量を、(g5)2 が S1 ファイバーの計量を表している。

T 1,1 の 2-サイクルと 3-サイクルそれぞれで積分して 1 になる閉形式は次のように与えられる。

ω2 =
1
8π

(g1 ∧ g2 + g3 ∧ g4), ω3 =
1
2π

g5 ∧ ω2. (15.605)
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実際に積分を行うには S2と S3のサイクルを具体的に与える必要がある。S2はたとえば θ1 = θ2 = θ,
φ1 = −φ2 = φ という埋め込みによって与えられる。このとき (15.602) に与えられている e5 の後

ろ二つの項が相殺するので、S1 ファイバーのねじれを拾わずに曲面を閉じることができる。S3 は

(θ1, φ1) あるいは (θ2, φ2) を固定して得られる曲面を用いればよい。
まず、S2 にまき付いた M 枚の D5-ブレーンは次の RRフラックスの導入によって表される。

G3 = Mω3 (15.606)

もともと T 1,1 は SU(2) × SU(2) × U(1) の連続的対称性と、二つの S2 を入れ替える Z2 対称性

を持っていた。この系に対してフラックス (15.606) を導入したときにどのように解が変形される
かを見たいわけであるが、(15.606) はこれらの対称性を破っていない。そこで変形された解も同じ
対称性を持っていると仮定することにしよう。G3 の導入によって、NS-NS 2-form field は定数で
はありえないので、

B2 = b(r)ω2 (15.607)

とおく。G5 の運動方程式 dG5 = H3 ∧G3 = d(B2 ∧G3) は次のように解くことができる。

G5 = N(r)(1 + ∗)ω2 ∧ ω3 (15.608)

ただし、N(r) は次のように与えられる。

N(r) = Mb(r) + N0. (15.609)

N0 は積分定数である。G3 と H3 が 0 ではないために、(15.593) を通してディラトン場 φ も一般

には誘起される。しかしここでは解を複雑にしないために 3-form 場 H3 と G3 に対して次の「自

己双対条件」を課しておくことにする。

gstrG3 = ∗6H3. (15.610)

すると (15.593) の右辺の二つの項が互いに相殺し、ディラトンを定数としておくことができる。
計量については次の形を仮定する。

ds2 = H−1/2(r)dx2 + H1/2(r)ds2
con. (15.611)

この計量の上で、自己双対条件は次のように書くことができる。

db(r)
dr

=
3Mgstr

2πr
. (15.612)

そして H は (15.591) によって決まる。しかし今度は G5 の積分 N は定数ではなく、半径の関数

である。
dH(r)

dr
= −N(r)gstr

V5r5
(15.613)

これら２つの微分方程式と、(15.609) を用いれば、簡単に関数 H(r)、N(r)、b(r) が決定される。

b(r) =
3Mgstr

2π
log

r

r0
, (15.614)

N(r) = M
3Mgstr

2π
log

r

r0
+ N0, (15.615)

H(r) =
gstr

4V5r4

[
M

3Mgstr

2π

(
log

r

r0
+

1
4

)
+ N0

]
+ H0. (15.616)

r0、N0、H0 が積分定数である。積分定数のうち r0 と N0 は、解の中心部における境界条件で決

めるべきものであるが、この解は中心が裸の特異点になっており、意味のある境界条件を設定する

ことができない。この問題点は後に与える Klebanov-Strassler 解では解決する。
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15.22.5 deformed conifold

先ほどの解が中心部に裸の特異点を持ってしまった理由の一つはG3 のフラックスが一定である

にもかかわらず、それがまき付いた S3 の大きさが中心部で 0 になってしまうためである。この
問題を解消するために、D3-brane を導入する前の段階で conifold を S3 が有限のサイズでとどま

るように変形しておこう。そのような多様体は deformed conifold と呼ばれる。deformed conifold
の計量は次のように与えられる。

ds2
def =

1
2
ε4/3K(τ)

[ 1
3K3(τ)

(dτ2 + (g5)2)

+ sinh2
(τ

2

)
[(g1)2 + (g2)2] + cosh2

(τ

2

)
[(g3)2 + (g4)2]

]
(15.617)

ただし関数 K(τ) は次のように定義される。

K(τ) =
(sinh(2τ)− 2τ)1/3

21/3 sinh τ
(15.618)

ε は deformation のスケールを表すパラメータである。τ が大きいところで変形されていない

conifold に漸近することを見るためには半径座標を τ から固有長として定義された座標 r に変換

し、r が大きい極限を取ればよい。τ と r の関係は次のように与えられる。

dr =
ε2/3

√
6K(τ)

dτ. (15.619)

τ = 0 において、計量は次のように S3 になる。

ds2 =
1
2
ε4/3

(
2
3

)1/3 [1
2
(g5)2 + (g3)2 + (g4)2

]
(15.620)

（(1/2)(g5)2 + (g3)2 + (g4)2 は半径が 1 の S3 である。）

15.22.6 Klebanov-Strassler 解

deformed conifold を用いて、古典解が次の形を取ることを仮定しよう。

ds2 = H−1/2(τ)dxdx + H1/2(τ)ds2
def . (15.621)

τ = 0 では S2 がつぶれ、S3 だけが有限の半径で残るから、G3 は τ = 0 で (M/8π2)g5∧ g3∧ g4

と与えられるのが自然である。一方 τ が大きいところでは以前と同じ (15.606) によって与えられ
ると考えられる。そこでこの二つをつなぐように F (0) = 0、F (∞) = 1/2 を満足する関数 F (τ)
を用いて (15.606) を次のように一般化しておく。

G3 =
M

8π2
{g5 ∧ g3 ∧ g4 + d[F (τ)(g1 ∧ g3 + g2 ∧ g4)]} (15.622)

B2 については、U(1)R 対称性が無いために (15.607) の二つの項の係数が等しいという保障は無
くなる。そこでそれぞれの項の係数に別の関数 b1(τ) と b2(τ) を用いて次のようにおく。

B2 =
1
8π

(b1(τ)g1 ∧ g2 + b2(τ)g3 ∧ g4) (15.623)

そして G5 については以前と同様に次のようにおく。

G5 = (1 + ∗)N(r)ω2 ∧ ω3 (15.624)
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まず、G3 と H3 に対する自己双対条件より、b1、b2、F の間に次の関係が成り立つことがわかる。

b′1 =
gstrM

π
(1− F ) tanh2 τ

2
, b′2 =

gstrM

π
F coth2 τ

2
, F ′ =

π

2gstrM
(b2 − b1). (15.625)

これらは、関数 H(τ) および N(τ) を含まず、b1(τ)、b2(τ)、F (τ) の中で閉じている。しかも解析
的に解くことができて、次の解を得る。

F (τ) =
sinh τ − τ

2 sinh τ
, (15.626)

b1(τ) =
gstrM

π

τ coth τ − 1
2 sinh τ

(cosh τ − 1), (15.627)

b2(τ) =
gstrM

π

τ coth τ − 1
2 sinh τ

(cosh τ + 1). (15.628)

G5 についての運動方程式 dG5 = H3 ∧G3 は簡単に解くことができて、関数 N(τ) は次のように
与えられる。

N(τ) = M [(1− F (τ))b1(τ) + F (τ)b2(τ)]. (15.629)

H(τ) は以前と同様に (15.613) を用いて決定することができる。ただしここで使用している座標
τ は以前に使用していた座標とは異なるために適当に読み替えてやる必要がある。まず、(15.619)
によって (15.613) 左辺の r 微分を τ 微分に書き換える。右辺の V5r

5 は r が一定の面の体積を

与えているが、計量 (15.617) からこの体積を読み取ると、次のように置き換えればよいことがわ
かる。

V5r
5 =

4π3

√
6

ε10/3K(τ) sinh2 τ (15.630)

これらの置き換えによって (15.613) は次のように書き換えることができる。

dH(τ)
dτ

= − N(τ)gstr

4π3ε8/3K2(τ) sinh2 τ
= −22/3g2

strM
2

(2π)4ε8/3

(τ coth τ − 1)(sinh(2τ)− 2τ)1/3

sinh2 τ
(15.631)

この式の右辺はすでに τ の関数として与えられているから、それを積分すれば H(τ) を決定する
ことができる。残念ながらこの積分を解析的に実行することはできないが、定性的な性質は読み取

ることができる。右辺は τ = 0 では 0 であり、τ を大きくしていくと一旦減少して負になったあ

と、増加して指数関数的に 0 に漸近する。従って H(τ) は τ → ∞ である一定値に漸近する単調
減少関数である。

Near horizon limit をとる場合には、τ →∞ で 0 になるようにすればよい。H1/2ds2
def という

組み合わせの中では ds2
def に含まれるパラメータ ε は H1/2 に含まれるものと相殺される。

15.23 非 BPS な D-ブレーン解

これまでは、超対称性が部分的に残る BPS な解についてのみ議論してきたが、非 BPS な解も
しばしば重要である。そのような解の上には大域的な超対称性が存在しないので、キリングスピノ

ルの存在する条件から解を決定してきたこれまでの方法は用いることができない。そのため、作用

から得られる運動方程式を直接解く必要がある。たとえば、10 次元の Dp-ブレーンの解を得るに
は、次の作用から出発する。

S

2π
=

∫
d10x

√−g

[
1

e2φ
(R + 4∂φ)2 − 1

2(8− p)!
G2

8−p

]
(15.632)
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ただし、G8−p は Dp-ブレーンに磁気的に結合する R-R 場の強さである。空間方向の回転対称性、
並進対称性と、時間方向の並進対称性を課したブレーンの解を求めるためには、対称性を満足する

最も一般的な解をいくつかの関数を用いて表し、それを運動方程式に代入して、得られた半径座標

r についての二階微分方程式を解くことにより未知関数を決定するという手順を踏む。

背景のディラトンの期待値が eφ = gstr で表されるときの N 枚の Dp-ブレーンを表す解を求め
ることを考えよう。つまり、われわれがほしい解の境界条件は次のように与えられる。

∮
G8−p = N, lim

r→∞
gµν = ηµν , lim

r→∞
eφ = gstr. (15.633)

作用全体の係数は運動方程式には影響しないので、gstr のべきをくくりだして次のように置くこと

ができる。

g2
str

S

2π
=

∫
d10x

√−g

[
1

e2φ′ (R + 4∂φ)2 − 1
2(8− p)!

G′28−p

]
(15.634)

ただし、φ′ と G′8−p は次のように定義される。

eφ = gstre
φ′ , G8−p =

1
gstr

G′8−p. (15.635)

これらの場についての境界条件は
∮

G′8−p = Ngstr, lim
r→∞

gµν = ηµν , lim
r→∞

eφ′ = 1. (15.636)

従って、φ′ と G′8−p による表示では、N と gstr という二つのパラメータはその積の形でのみ解の

中に現れる。

ここでは導出方法は省き、すでに知られている次の解 [57]から出発する。

ds2 = −f+f
− 1

2− dt2 + f
1
2−dx2

i + f
2

7−p

−
[
f−1
+ f

− 3
2− dr2 + f

− 1
2− r2dΩ2

8−p

]
, eφ = gstrf

p−3
4− . (15.637)

G8−p については、(15.633) の最初の式から直ちに決定される。関数 f±(r) は次のように定義さ
れる。

f±(r) = 1− r7−p
±

r7−p
. (15.638)

r± はこのブレーン解を決定する二つのパラメータであり、ブレーンの電荷と質量の関数になって

いる。r0 = √
r+r− と定義すれば、このパラメータはブレーンの電荷 N とは次のように関係して

いる。

r7−p
0 =

Ngstr

(7− p)Ω8−p
. (15.639)

上で述べたように N と gstr は積の形で現れている。

ブレーンのエネルギー密度 E および張力 Π と二つのパラメータ r± との関係は、この解をアイ

ンシュタイン計量で表して遠方での振る舞いを調べることによって次のように決定される。

r7−p
+

r7−p
0

=
(6− p)E + Π

(7− p)Tp
,

r7−p
−

r7−p
0

=
−E + (8− p)Π

(7− p)Tp
, Tp =

2πN

gstr
. (15.640)

これらの関係式を用いれば、エネルギー密度と圧力の間の関係を決定することができる。これはブ

レーン上の理論の状態方程式を与える。

r+ = r− = r0 の場合が BPS なブレーンであり、計量は次のようになる。

ds2 = −f
1
2 (−dt2 + dx2

i ) + f
2

7−p

[
f−

5
2 dr2 + f−

1
2 r2dΩ2

8−p

]
. (15.641)
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次の関係式を満足する半径座標 ρ を導入するのが便利である。

r7−p = r7−p
0 + ρ7−p, f(r) = H−1(ρ) =

ρ7−p

r7−p
,

dr

r
= f(r)

dρ

ρ
. (15.642)

ρ を用いて計量を書きなおすと、次のように以前に求めた BPS p-ブレーンの計量に帰着する。

ds2 = H− 1
2 (−dt2 + dx2

i ) + H
1
2 (dρ2 + ρ2dΩ2

8−p). (15.643)
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第16章 超場形式によるII 型超重力理論

16.1 IIA 型超重力理論

IIA 型超重力理論における多脚場とグラビティーノに対する変換則 (15.22) と (15.20) 、および
IIB 型超重力理論における変換則 (15.181) と (15.177) は (4.89) で仮定した変換則と同じ形をして
おり、§§4.2.1 で述べたことをそのまま用いることができる。

II 型超重力理論においては、Kµ は次のように与えられる。

Kµ =
1
4
〈H\ 3γµ〉2γ11 +

eφ

8
G\γµ (IIA), Kµ =

1
4
〈H\ 3γµ〉2σz +

eφ

8
G\γµ (IIB). (16.1)

G\ の定義は IIA 型と IIB 型で異なるので注意すること。また、スピノル添え字についても、IIA
型は 32 成分マヨラナスピノルの添え字であるが、IIB 型は 16 成分マヨラナワイルスピノルを二つ
並べたものであることに注意すること。これらの行列が 11 次元超重力理論の場合と同様に (4.117)
を満足することは簡単に示される。従って、曲率、捩率、グラビティーノの場の強さの超共変化に

対しては §4.2.2 で与えた公式がそのまま使用できる。
超場形式の IIA 型超重力理論 [58]を与える前に、以前に成分場で与えた変換則を超共変性が明ら

かな形で書き直しておくのが便利である。そのためにまず超共変的な場の強さを定義しておこう。

B2 の超対称変換は δB2 = θNS
2 と与えられる。ただし、θNS

2 は IIA 型、および IIB 型超重力理
論において次のように与えられる。

IIA : θNS
2 = −1

4
(ψ[1] ∧ γ[1]γ11ξ), (16.2)

IIB : θNS
2 = −1

4
(ψ[1] ∧ γ[1]σzξ). (16.3)

ここでは IIA 型について考えよう。IIB 型の場合についての式を得たければ、γ11 をで置き換えれ

ばよい。場の強さ H3 の超対称変換の中で、変換パラメータの微分 dξ を含むのは次の項である。

δH3 = dθNS
2 = −1

4
(ψ[1] ∧ γ[1] ∧ γ11dξ) + · · · (16.4)

このような、dξ 項が現れないようにするためには H3 とその超共変化 H̃3 の関係を次のように与

えておけばよい。

H3 = H̃3 − 1
8
(ψ[1] ∧ γ[1] ∧ γ11ψ[1]) (16.5)

あるいは次のようにも書ける。

H̃3 = H3 +
1
8
ψµ〈γµγ3γ

ν〉1γ11ψν . (16.6)

一方、すべての添え字を局所ローレンツ系のものにとった超空間上の場 H3(z) の添え字を超空間
上の多脚場を用いて接空間の添え時に直したものは次のように与えられる。

H3 = H3(θ = 0)
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=
1
6
em̂ ∧ en̂ ∧ ep̂H

m̂n̂p̂
(θ = 0)− 1

2
em̂ ∧ ψα̂ ∧ ψβ̂H

m̂α̂β̂
(θ = 0)

= H̃3 − 1
2
em̂ ∧ ψα̂ ∧ ψβ̂H

m̂α̂β̂
(θ = 0) (16.7)

超共変化された場の強さ H̃3 は、ボゾン的局所ローレンツ添え字を持つ超場の成分に相当すること

を念頭において (16.5) と (16.7) を比較すると、次の式が得られる。

H
m̂n̂p̂

(θ = 0) = H̃
m̂n̂p̂

, H
m̂α̂β̂

(θ = 0) =
1
4
(γ

m̂
γ11)αβ . (16.8)

H3 の双対場 H7 に対しては、超共変化は次のように与えられる。

H̃7 = H7 − 1
8e2φ

(ψµ〈γνγ7γ
µ〉5ψν − 2λ〈γµγ7〉6ψµ). (16.9)

この、超共変的な場の強さを用いれば、双対関係は次のようになる。

e2φ ∗ H̃7 − H̃3 =
1
8
(λγ3γ

11λ). (16.10)

ここにグラビティーノが含まれていないことが重要である。もしグラビティーノを含めば、超空間

上で共変ではなくなる。

同様なことを R-R 場についても行おう。R-R 場の変換則は δC(1) = e−B2 ∧ θRR によって与え

られる。θRR は IIA 型、および IIB 型超重力理論それぞれで次のように与えられる。

IIA : θRR
2n+1 = − 1

8eφ
(2ψ[1] ∧ γ[2n] + λγ[2n+1])(γ11)n+1ξ, (16.11)

IIB : θRR
2n =

1
8eφ

(2ψ[1] ∧ γ[2n−1] + λγ[2n])(σxσn+1
z )ξ. (16.12)

これらをまとめて次のように書いておく。

θRR
n = (−)n 1

8eφ
(2ψ[1] ∧ γ[n−1] + λγ[n])Pξ. (16.13)

ただし、P はそれぞれの θRR に対して次のように定義される。

P = (γ11)n+1 for θRR
2n+1, P = (σxσn+1

z ) for θRR
2n . (16.14)

場の強さの超対称変換のうち、変換パラメータの微分を含むのは次の項である。

δG = dθRR + (no dξ) =
1

8eφ
(2ψ[1] ∧ γ[n−1] + λγ[n])Pdξ. (16.15)

これを用いれば、G と G̃ の関係が次のように与えられる。

Gn+1 = G̃n+1 +
1

8eφ
(ψ[1] ∧ γ[n−1] ∧ Pψ[1] + λγ[n] ∧ Pψ)

= G̃n+1 − (em̂1···m̂n ∧ ψα̂)
1

8eφ

1
n!

[λγ
m̂1···m̂n

P]
α̂

−(ψα̂ ∧ em̂1···m̂n−1 ∧ ψβ̂)
1

4eφ

1
2 · (n− 1)!

[γ
m̂1···m̂n−1

P]
α̂β̂

. (16.16)

この関係を超空間上での多脚場を用いた添え字の付け替えだと思えば、超場 G(θ) の成分が次のよ
うに与えられる。

G
m̂1m̂2···m̂n+1

(θ = 0) = G̃
m̂1m̂2···m̂n+1

, (16.17)

G
m̂1m̂2···m̂nβ̂

(θ = 0) = − 1
8eφ

[λγ
m̂1···m̂n

P]
α̂
, (16.18)

G
α̂m̂1m̂2···m̂n−1β̂

(θ = 0) =
1

4eφ
[γ

m̂1···m̂n−1
P]

α̂β̂
. (16.19)
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さらに、ディラトン場の微分の超共変化は IIA および IIB ともに次のようになる。

∂mφ = D̃mφ− 1
8
ψα̂

mλ
α̂

(16.20)

これは超空間上のディラトン超場の微分についての次の式と比較すべきものである。

∂mφ = em̂
m∂

m̂
φ + ψα̂

m∂
α̂
φ (16.21)

従って、次のような関係がある。

∂
α̂
Φ(θ = 0) = −1

8
Λ

α̂
(16.22)

平坦な超空間の場合には

Πm̂ = dxm +
1
8
dθαγm

αβθβ , Πα̂ = dθα (16.23)

G2n+2(θ) =
1

8eφ
dθ ∧ γ[2n](γ11)n+1 ∧ dθ +O(θ4) (16.24)

C2n+1(θ) =
1

8eφ
θγ[2n](γ11)n+1 ∧ dθ +O(θ4) (16.25)

双対関係も見ておこう。超共変化された場の強さを次のように書くことにする。

G̃2n = G2n + ζ2n, (16.26)

ただし、ζ2n は次のように定義されるフェルミオンの二次形式である。

ζ[2n] =
1

8eφ
(ψµ〈γνγ[2n]γ

µ〉2n−2(γ11)nψν + λ〈γµγ[2n]〉2n−1(γ11)nψµ). (16.27)

これらは以前に与えた κ2n と次の関係にある。

∗ ζ6 + ζ4 = −κ4 − 1
16eφ

λγ4λ, (16.28)

∗ ζ8 − ζ2 = κ2 − 1
16eφ

λγ2γ
11λ, (16.29)

∗ ζ10 = −κ0 − 1
16eφ

λλ. (16.30)

これらの関係式を用いれば、超共変的な R-R 場の強さの自己双対条件が次のように得られる。

∗ G̃10 + m = − 1
16eφ

λλ, (16.31)

∗ G̃8 − G̃2 = − 1
16eφ

λγ2γ
11λ, (16.32)

∗ G̃6 + G̃4 = − 1
16eφ

λγ4λ. (16.33)

ここでも双対関係にはグラビティーノが現れない。G̃even の定義の中に λγλ 項を導入することに

よって (16.33) の右辺を 0 にすることができるが、ここでは上記の定義を採用しておく。
最後に、ディラトン場の微分は次のように超共変化できる。

D̃µφ = ∂µφ− 1
8
λψµ. (16.34)

これまでに与えた超共変化された場の形から、超場に課されるべき拘束条件は以下のように推定

される。
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IIA 型超重力理論の拘束条件¶ ³

IIA 型超重力理論は EM
Â 以外に超場 H3、G2n、Φ、Λ を含み、捩率の拘束条件のほかに以

下の条件を課す必要がある。

Hmnα = 0, (16.35)

Hmαβ =
1
4
(γmγ11)αβ . (16.36)

Gµ1···µ2n−1α = − 1
8eΦ

[Λγµ1···µ2n−1(γ
11)n]α, (16.37)

Gµ1···µ2n−2αβ =
1

4eΦ
[γµ1···µ2n−2(γ

11)n]αβ , (16.38)

GA1···A2n−3αβγ = 0. (16.39)

DαΦ = −1
8
Λα. (16.40)

µ ´
超場形式での IIA 型超重力理論についてより詳しくは [58] に与えられている。ただし、ここで

用いた場の定義は [58]とは大きく異なる。IIB 型超重力理論 [59] や I 型超重力理論 [60, 61] につ
いても同様の定式化ができることが知られている。

16.1.1 Dp-ブレーン作用

IIA 型超重力理論の D2n-ブレーンの作用を超場形式で与えよう。背景は平坦であるとする。た
だしゲージ場の成分の中には拘束条件の為に非自明な値を持つものがある。ゲージ場の強さにも 0
でない成分が存在している。R-R 場は外微分形式の形で次のような値を持つ。

Geven(z) = − 1
8gstr

∑
n

[γ[2n−2](γ11)n]αβ ∧ dθα ∧ dθβ +O(θ4). (16.41)

NS-NS 場 H3 に対しては

H
m̂α̂β̂

=
1
4
(γ

m̂
γ11)

α̂β̂
(16.42)

である。H3 については対応するポテンシャル B2 を決定しておこう。(16.42) を接空間の添え字で
書き直すと、次のように二つの成分が 0 ではない。

Hµαβ =
1
4
(γµγ11)αβ , (16.43)

Hαβγ =
1
32

γm̂
αδθ

δ(γ
m̂

γ11)βγ + 2(αβγ). (16.44)

一つ目の成分 (16.43) は次のポテンシャル成分から得ることができる。

Bαµ =
1
8
(γµγ11)αβθβ . (16.45)

二つ目の成分を与えるポテンシャルを決定するには、添え字のカイラリティによって場合わけして

みるとよい。カイラリティの違いを上線と下線によって区別すると、次のものだけが 0 ではない。

Hαβγ =
1
32

γm̂
γδθ

δ(γ
m̂

)αβ , Hαβγ = − 1
32

γm̂
γδ

θδ(γ
m̂

)αβ . (16.46)
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ただし、カイラリティの取り方は (γ11γ)αβ = +γαβ が成り立つように取った。すべての添え字が

同じカイラリティを持つ成分は次の恒等式によって 0 になる。

0 = (γm)αβ(γm)γδ + (γm)αγ(γm)δβ + (γm)αδ(γm)βγ

= (γm)αβ(γm)γδ + (γm)αγ(γm)δβ + (γm)αδ(γ
m)βγ . (16.47)

これは 10 次元超対称 Yang-Mills 理論の超対称性のチェックでも現れるよく知られた式である。場
の強さ (16.46) はポテンシャルの次の成分によって与えることが可能である。

Bβγ = − 1
64

γm̂
γδθ

δ(γ
m̂

)βαθα (16.48)

これはカイラリティを区別しない添え字に対して次のように書くこともできる。

Bβγ = − 1
64

γm̂
{γδθ

δ(γ
m̂

γ11)β}αθα (16.49)

Bαβ の二つの添え字を同じカイラリティにとった場合には θ の反可換性によって自動的に 0 にな
る。微分形式の形で書けば、

B2 =
1
8
(dθγµγ11θ) ∧

(
dxµ +

1
16

dθγµθ

)
(16.50)

すでに知っているボゾンの部分の作用を再現するには次の作用を採用すればよい。[62, 63, 64]

S = −
∫

dp+1σ
1
eΦ

√
−det(Gij + Fij) +

∫
C(2) ∧ eF2 . (16.51)

ただしこの式の中の R-R ポテンシャルには二番目の定義を採用した。また、Gij と Fij は次のよ

うに定義される。

Gij = Πm̂
i Πn̂

j η
m̂n̂

, F = F2 + BMNdzM ∧ dzN (16.52)

この作用のボゾンの部分からは N = 4 のベクトル多重項に含まれるボゾンが現れる。従って、フェ
ルミオン部分からは 16 個の成分を持ったスピノル場が現れると期待される。このことを、平坦な
背景上にあるブレーンの作用をフェルミオンについてべき展開することで見てみよう。

Born-Infeld項からは (14.143)にあるフェルミオンの運動項を与えているが、それだけでは 32個
の成分を持っている。次にWess-Zumino作用も見てみよう。(16.41)を上記の作用のWess-Zumino
項に代入すると、

SWZ =
∫

2n+2

GeveneF2 =
1

8gstr

∫

2n+1

(θγ[2n](γ11)n+1 ∧ dθ) +O(θ4). (16.53)

さらに、ブレーン上の γ 行列 γ̃i を用いて書き換えると、上記の作用は次のように書く事ができる。

SWZ = − 1
8gstr

∫
d2n+1σ(θγ̃i∂iΓθ) +O(θ4). (16.54)

ただし、Γ は次のように定義する。

Γεi1···i2n+1 = (−)nγ̃i1···i2n+1(γ
11)n+1. (16.55)

この行列は次の性質を満足する。

Γ2 = 1. (16.56)
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したがって和をとると、フェルミオンについて二次の項は次のように与えられる。

Sfermion = − 1
4gstr

∫
d2n+1σ(θγ̃i∂i

1 + Γ
2

θ). (16.57)

(16.57) は κ-変換と呼ばれる次のゲージ変換のもとで不変である。

δθ =
1
2
(1− Γ)κ. (16.58)

このゲージ対称性のおかげで θ の成分のうちの半分がゲージ自由度となる。
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第17章 I 型超重力理論

17.1 重力部分

II 型超重力理論は以下に挙げるようないくつかの Z2 対称性を持っている。これらの Z2 対称性

に対して不変な場のみを残し、それ以外の場を 0 に置くことで、超対称性を一つだけ持つような
10 次元超重力理論を構成することができる。
まず、IIA 型理論において、全ての R-R 場の符号を反転しそれ以外のボゾン場はそのままに保

つ Z2 対称性を考えることができる。IIA 型超重力理論は 11 次元超重力理論の S1 コンパクト化

として得られることは既に見たが、この Z2 変換は x11 方向の反転と解釈することもできる。こ

のことから超対称変換のパラメータも含め、スピノル場についての変換性も決めることができる。

まとめると、それぞれの場に対して Z2 変換は次のように作用する。

Geven → −Geven, ψµ → γ11ψµ, λ → −γ11λ, ξ → γ11ξ. (17.1)

このようにして得られた理論はヘテロ型 E8 × E8 超弦理論の低エネルギー有効理論として得られ

る超重力理論（の重力多重項部分）と同じであることが知られている。そこでこの超重力理論をヘ

テロ型超重力理論と呼ぶことにしよう。対応する。

IIB 型超重力理論においても、全ての R-R 場の符号を反転する Z2 対称性が存在する。

Godd → −Godd, ξ → σzξ, ψµ → σzψµ, λ → σzλ. (17.2)

IIB 型超重力理論の on-shell の自由度は表現 (8v + 8s)× (8v + 8s) によって分類されるが、この
Z2 変換は最後の 8s 表現の符号を反転することに対応している。この Z2 変換に対して不変な場の

みを残して得られる超重力理論はヘテロ型 SO(32) 超弦理論の重力多重項部分に対応することが知
られている。そこでこの理論もヘテロ型弦理論と呼ぶことにする。IIA 型と IIB 型のそれぞれか
ら得られたヘテロ型超重力理論は重力多重項の部分は全く同じ物であるので区別する必要はない。

IIB 型理論においては、別の Z2 対称性も存在する。それは on-shell の自由度を分類する表現の
二つの (8v + 8s) 因子を入れかえる対称性である。IIB 型の超弦理論においては、この変換は弦の
向きを逆転することを表しており、Z2 不変な状態を残すことで向き付けの無い I 型弦理論を得る
ことができる。IIB 型超重力理論の場に対してはこの変換は次のように作用する。

G1 → −G1, H3 → −H3, G5 → −G5, ξ → σxξ, ψµ → σxψµ, λ → σxλ. (17.3)

この変換で不変な場のみを残して得られる超重力理論を I 型超重力理論と呼ぶことにする。
このように、N = 1 の超重力理論にはいくつかの構成法があるが、ここでは IIA 型の超重力理

論から出発する一番目の方法を用いよう。IIA 型超重力理論についてはすでに作用も変換則も知っ
ているから、その中から Z2 不変でない量を消去することにより直ちに次の作用と変換則を得る。
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ヘテロ型超重力理論の作用と変換則（弦計量）¶ ³

ボゾン場の作用は次のように与えられる。

Lb

2π
=

e

e2φ
[R + 4(∂µφ)2]− e

e2φ

1
2 · 3!

H2
µνρ, (17.4)

ただし、ゲージ場の強さはポテンシャル B2 によって H3 = dB2 と書ける。フェルミオンの

運動項は次のように与えられる。

LfDf

2π
=

e

2e2φ
(ψµD\ (ω)

γµνψν − ψµD\ (ω)
γµλ− λD\ (ω)

γµψµ + λD\ (ω)
λ). (17.5)

あと、三点結合項が含まれる。

LfHf

2π
=

e

8e2φ
(−ψmγ[mH\ 3γ

n]ψn + 2ψm〈γmH\ 3〉4λ + λH\ 3λ), (17.6)

フェルミオンの変換則は、

δψµ = D(ω)
µ ξ +

1
4 · 2Hµαβγαβξ (17.7)

δλ = (∂\φ)ξ +
1
2
H\ 3ξ. (17.8)

ボゾン場の変換則は

δeµ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂
γµξ), δφ =

1
8
(λξ), δBµν =

1
4
(−ψµγνξ + ψνγµξ). (17.9)

µ ´
ここで与えた作用がここで与えた超対称変換のもとで不変であるという計算は §15.4.1 で行った計
算とまったく同じになる。IIB 型の R-R 場を消去する２番目の構成法を用いた場合にも、全く同

Lgrav LfDf LfHf

LHH

fDDξ

fHHξ

fHDξ
δe,φ>fξ

δf>Dξ

δB>fξ

δf>Hξ δf>Dξ

δe,φ>fξ

δf>Hξ
matter

kinetic

terms

graviton and gravitino

Noether

couplings

図 17.1: ヘテロ型超重力理論の作用の超対称変換による変分の相殺。スピノルについて 4 次以上
の項は無視している。

じ結果を得る。

IIB 型超重力理論は SL(2,Z) の対称性を持っているが、実は上で述べた IIB 型超重力理論の二
つの Z2 対称性は次の U(1) 変換を伴う SL(2,Z) 変換によって互いに結びついている。

P
(h)
I

m =

(
0 1
−1 0

)
P

(I)
I

me−(πi/2)σy . (17.10)

したがってこの変換を行うことによりたった今求めたヘテロ型超重力理論の作用と変換則から、I
型超重力理論の作用と変換則を得ることができる。これらは変数変換で結びついているわけである

から、どちらを用いても物理的結論は同じになるが、上記の変数変換で I 型超重力理論に移ったほ
うが作用がやや簡単になる。
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まず、SL(2,Z) 変換を行うために (15.62) から (15.64) までの変換を行ってアインシュタイン計
量に移ろう。この結果、次のラグランジアンを得る。

Lb

2πe
= R− 1

2
(∂mφ)(∂mφ)− e−φ

12
HmnpH

mnp

Lf

2πe
=

1
2
ψmγmnpD(ω)

n ψp +
1
16

λγmD(ω)
m λ− 1

8
(∂nφ)λγmγnψm. (17.11)

LfHf

2πe
=

e−φ/2

16
(−ψmγmH\ 3γnψn + ψmγnH\ 3γmψn + λγmH\ 3ψm) (17.12)

変換 (17.10) はそれぞれの場に対して次のように作用する。

φ(h) = −φ(I), λ(h) = −λ(I), H
(h)
3 → −G

(I)
3 . (17.13)

作用、変換則に対してこの変換を行い、さらに先ほどとは逆のワイル変換を行って再び弦計量に移

れば、次の作用、変換則を得ることができる。

I 型超重力理論の作用と変換則（弦計量）¶ ³

ボゾン場の作用は次のように与えられる。

Lb

2π
=

e

e2φ
[R + 4(∂µφ)2]− e

2 · 3!
G2

µνρ, (17.14)

反対称テンソル場の強さは H3 = dB2 と与えられる。フェルミオンの運動項は

LfDf

2π
=

e

2e2φ
(ψµD\ (ω)

γµνψν − ψµD\ (ω)
γµλ− λD\ (ω)

γµψµ + λD\ (ω)
λ). (17.15)

三点結合項は次のように与えられる。

LfGf

2π
= − e

16eφ

(
2ψmγ[nG\ 3γ

m]ψn + 2ψmγmG\ 3λ + λG\ 3λ
)

(17.16)

フェルミオンの変換則は

δψµ = D(ω)
µ ξ − eφ

8
G\ 3γµξ, δλ = (∂\φ)ξ +

eφ

2
G\ 3ξ. (17.17)

ボゾンの変換則は

δem̂
µ =

1
4
ξγm̂ψµ, δφ =

1
8
(ξλ), δCµν = − 1

8eφ
(2ψα〈γµνγα〉1ξ − λγµνξ). (17.18)

µ ´
超対称代数は (15.156) から Z2 変換で残る部分だけを抜き出せば、次のように与えられる。

[δξ2 , δξ1 ] = −1
4
(ξ2γ

µξ1)∂µ. (17.19)

17.2 10 次元超対称 Yang-Mills 理論

10 次元は超対称 Yang-Mills 理論が存在できる最高の次元である。この理論から出発して次元簡
約を行うことにより、より小さな次元のさまざまな理論を構成することができる。

ここではゲージ場についてはエルミートな約束を用いることにする。すなわち、共変微分は

∂µ − iAµ である。この理論はゲージ場 Aa
µ とゲージーノ χa を含む。ゲージーノ χa と超対称性

変換のパラメータ ξ はどちらも同じカイラリティを持つマヨラナワイルスピノルである。つまり、
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表 17.1: 10 次元 SYM の field contents

fields ξ Aa
µ χa

SO(1, 9) 16L 10 16L

ローレンツ回転群 SO(1, 9) のもとでそれぞれ次のような表現に属している。作用と変換則につい
て調べよう。まず作用は次のゲージ場とフェルミオンの運動項の和として与えられる。

LA = −1
4
F a

µνF aµν , Lχ = −1
2
χaγµD(G)

µ χa, (17.20)

共変微分は次のように定義される。

D(G)
µ χa = ∂µχa −Ab

µfabcχ
c. (17.21)

そして超対称変換は次のように与えられる。

δχχa =
1

2
√

2
F\ a

2ξ, δAAa
µ =

1
2
√

2
(χaγµξ). (17.22)

作用の変分を求めてみよう。次の二つの変分が相殺することはすぐにわかる。

δχLχ =
1

2
√

2
F a

αβD(G)α(χaγβξ), δALA = − 1
2
√

2
F a

µνD(G)µ(χaγνξ). (17.23)

あと考慮すべきなのは、ゲージーノの作用の共変微分に含まれるゲージ場の変分から現われる次の

項である。

δALχ =
1
2
(χaγµfabcχ

c)δAb
µ =

1
4
√

2
fabc(χaγµχc)(χbγµξ). (17.24)

これが実際に 0 になることは次のようにしてわかる。まず、同じカイラリティを持った二つのワ
イルスピノル ψ1 と ψ2 に対するフィルツ変換は次のように与えられる。

ψ1ψ2 =
1
16

[
−(ψ2γ

αψ1)γα +
1
3!

(ψ2γ
αβγψ1)γαβγ − 1

5!
(ψ2γ

αβγδεψ1)γαβγδε

]
(17.25)

これを (17.24) に適用してみよう。χcγαβγχb は二つのスピノルの入れ替えに対して対称で、構造

定数との縮約で落ちる。したがって残るのは、

fabc(χaγµχb)(χcγµξ) =
1
16

fabc

[
−(χcγαχb)(χaγµγαγµξ)− 1

5!
(χcγαβγδεχb)(χaγµγαβγδεγµξ)

]

(17.26)
である。さらに、D 次元 γ-行列の積に対して次の公式を用いる。

γµγαγµ = −(D − 2)γα, γµγαβγδεγµ = −(D − 10)γαβγδε. (17.27)

これにより、(17.26) の右辺の第２項は 0 になるから、次の式が得られる。

fabc(χaγµχb)(χcγµξ) = −1
2
fabc(χaγαχb)(χcγαξ) (17.28)

この式は、両辺ともに 0 であることを意味している。
超対称カレントは、変換パラメータ ξ を座標に依存するとして作用の変分を計算することによ

り、得られる。

δlocalS =
∫

d10xJµDµξ, Jµ = − 1
2
√

2
χaγµF\ a

. (17.29)
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さらにもう一度変分してみよう。ここではフェルミオンの高次の項を無視してフェルミオン χ の

変分にのみ注目する。

δJµ =
1

2
√

2
ξF\ a

γµF\ a =
1

8
√

2
ξγµαβγδF a

αβF a
γδ +

1√
2
Tµνξγν . (17.30)

ただし、Tµν はゲージ場のエネルギー運動量テンソルで、次のように定義される。

δgµν

Sgauge

2π
=

1
2
Tµνδgµν , Tµν = F a

µαF a
ν

α − 1
4
ηµνF a

αβF aαβ . (17.31)

このように、超対称カレントの変分にエネルギー運動量テンソルが現れるということは、超対称性

を局所化した場合の対応するゲージ場であるグラビティーノがグラビトンの超対称パートナーであ

ることを意味している。さらに上の式にはインスタントン数密度 F2 ∧ F2 に比例する項があるが、

これは 10 次元の超重力理論に、インスタントンが荷電オブジェクトとして結合するようなゲージ
場を含まなければならないことを意味している。

超対称代数を調べてみよう。

[δξ2 , δξ1 ]Aµ = Fµνεν = −εν∂νAa
µ + D(G)

µ (Aνεν). (17.32)

ただし、εµ は次のように定義されるベクトルである。

εν =
1
4
(ξ2γ

νξ1). (17.33)

(17.32) はベクトル εµ 分だけの平行移動とパラメータ Aa
µεµ によるゲージ変換の組み合わせとみ

なすことができる。ゲージ変換の部分を無視しておくと、超対称代数は次のようにあらわすことが

できる。

[δξ2 , δξ1 ] = δε (17.34)

17.3 ゲージ場との結合

10 次元時空において N = 1 の超対称性を持つ理論には、以前に調べた Yang-Mills 理論がある。
そこではゲージ場とフェルミオンの運動項の和として与えられる作用が global な超対称性のもと
で不変であることをみた。ここでは超重力理論にゲージ場の多重項を結合させることを考えてみ

よう。

ゲージ場とゲージーノの超対称変換は §17.2 で調べた 10 次元 Yang-Mills 理論の超対称変換を
そのまま用いよう。

δχa =
1

2
√

2
F\ a

2ξ, δAa
µ =

i

2
√

2
(χaγµξ). (17.35)

超重力理論はスカラー場 φ を含むため、ゲージ結合定数はその関数とすることができ、一般座標変

換に対する共変性からはその関数形は決定することができない。そこで、ディラトンの関数 f(φ)
を導入し、作用を次のように置こう。

Lgauge

2π
= ef(φ) tr

[
−1

4
FµνFµν − 1

2
χγµD(G,ω)

µ χ

]
. (17.36)

出発点として考える作用はこの作用と以前に与えたヘテロ型超重力理論の作用の和 Lgravity +Lgauge

である。まずこの作用に対して上記の超対称変換を行ったときにどのような変分が得られるかを考

えてみよう。重力部分の変分は当然 0 である。共変化されたゲージ場の作用 Lgauge は、もし変換
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LχDχ

LFF

matter part

δχ>Fξ

FDχξ

δA>χξ

δf>Dξ
LχFf

Noether coupling

δe,ϕ>fξ

δχ>Fξ

F
2
fξ

δf>Hξ
FHχξ LχHχ

δχ>Fξ

H3>H3
mod

図 17.2: 重力に結合した 10 次元ベクトル多重項の超対称変換による変分の相殺。スピノルについ
て 4 次以上の項は無視している。F 2fξ および FHχξ の形をした変分を相殺するには、反対称テ

ンソル場の場の強さを Hmod
3 に置きかえることが必要である。

パラメータおよび関数 f が定数の場合には A と χ による変分は 0 を与える。従って、一般の場
合の変分は ∂µf や Dµξ に比例するはずである。実際に計算してみると、次の変分が得られる。

δA,χL
2π

= − e

2
√

2
(JµD(ω)

µ ξ)− e

4
√

2
∂µf

f
(Jγµξ). (17.37)

Jµ と J は次のように与えられる超対称カレントである。

Jµ = f trχγµF\ 2, J = f trχF\ 2. (17.38)

変分 (17.37) は、ネーター手続きの一般論により、カレント Jµ および J と、対応するゲージ場

との結合を導入すればそのゲージ場の変換から得られる変分と相殺することができる。そのために

は次のものを加えればよい。

LJψ

2π
=

e

2
√

2
(Jµψµ),

LJλ

2π
=

e

4
√

2
f ′

f
Jλ′. (17.39)

さらに、Sgauge には多脚場とディラトンが含まれており、それらの超対称変換は次の変分を与える。

δe,φLgauge

2π
= eTµm̂δe

µm̂
+

f ′

f

Lgauge

2π
δφ (17.40)

今度はエネルギー運動量テンソル

Tµν = tr
(

FµαFν
α − 1

4
gµνFαβFαβ

)
, (17.41)

と、作用そのものに比例する項が得られる。これらは実はカレント Jµ および J の超対称パート

ナーとみなすことができ、先ほど導入したネーター結合項中のカレントの超対称変換による変分で

ちょうど相殺することができる。フェルミオンの高次の項を無視すれば、カレントの超対称変換は

次のように与えられる。

δJµ = − f

2
√

2
tr ξF\ 2γ

µF\ 2 = − 1
8
√

2
f tr ξγµαβγδFαβFγδ − 1√

2
Tµνξγν , (17.42)

δJ = − f

2
√

2
tr ξF\ 2F\ 2 = − 1

8
√

2
f tr ξγµνρσFµνFρσ − 1√

2
Lgauge

2πe
ξ (17.43)
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これを用いてネーター結合項の二つの項それぞれの超対称変換を計算すると、次のようになる。

δLJψ

2π
=

e

2
√

2
(JµD(ω)

µ ξ) +
e

8
√

2
(Jµ〈H\ 3γµ〉2ξ)− e

32
fξγµαβγδψµ trFαβFγδ − eTµm̂δe

µm̂
,(17.44)

δLJλ

2π
=

e

4
√

2
f ′

f
J(∂\φ)ξ +

e

8
√

2
f ′

f
JH\ 3ξ −

e

64
f ′ξγαβγδλ′ trFαβFγδ − f ′

f

Lgauge

2π
δφ. (17.45)

このそれぞれの変分の第１項は (17.37) を、第４項は (17.40) をそれぞれ相殺し、残るのは第２、
第３項である。第２項の和を δLA、第３項の和を δLB と置くと、次のようになる。

δLA

2π
=

e

8
√

2
(Jµ〈H\ 3γµ〉2ξ) +

e

8
√

2
f ′

f
JH\ 3ξ, (17.46)

δLB

2π
= − e

32
fξγµαβγδψµ tr FαβFγδ − e

64
f ′ξγαβγδλ′ trFαβFγδ (17.47)

ここまでは f(φ) は任意の関数として進めてきたが、ここでようやく関数形を決めることにする。
もし f ′ = −2f、すなわち f = Ne−2φ であれば、これらは次のようにまとまることがわかる。N

は定数である。

δLA

2π
=

e

4e2φ
N tr(χH\ 3δχ) +

e

2e2φ
N tr δAmFpqH

mpq,
δLB

2π
= −e

8
N tr θpqrsFpqFrs. (17.48)

ただし、θpqrs は IIA 型超重力理論において (15.92) で定義されたものである。まず、δLA の第１

項を相殺するのは簡単である。これは作用に次の項を加えておけば相殺できる。

L
2π

= − e

8e2φ
N tr(χH\ 3χ) (17.49)

この項の χ の超対称変換によって、LA の第１項を相殺する項が得られる。H3 の変換はフェルミ

オンについて高次の項を与えるので今は無視することができる。

残る二つの項であるが、これらは重力部分の作用と変換則を変更することによって相殺すること

ができる。このためには、ゲージ場を含まないヘテロ型超重力理論の作用のそれぞれの項がどのよ

うに互いに相殺するかを見ておく必要があるが、ここではそれを行う必要は無い。すでに IIA 型
超重力理論の変分計算は §15.4で行っており、(17.1) で不変でない場を 0 と置けば §15.4.1 での計
算がそのままヘテロ型超重力理論の変分計算になるからである。そこでの計算を参照すると、δLB

は H3 のビアンキ方程式が次のように変更されれば相殺される。

dH3 =
1
2
N tr F2 ∧ F2. (17.50)

δLA の第２項は H3 の変換則に次のような項が加われば、H3 の運動項の変分と相殺する。

δH3 = (δH3)0 + N tr δA1 ∧ F2 (17.51)

(δH3)0 は、ゲージ場と結合していないヘテロ型超重力理論における H3 の超対称変換を表す。フェ

ルミオンの 2 次までの範囲では、この変換則の修正は δL1 に影響を与えない。これらの二つの条

件は、作用の中の全ての H3 を次のものに置きかえ、満足される。

Hmod
3 = dB2 + ω3, ω3 = N tr

(
1
2
A1 ∧ dA1 − i

3
A1 ∧A1 ∧A1

)
, (17.52)

さらに B2 の変換則に次の項を付け加えることによって実現される。

δB2 = (δB2)0 +
1
2
N tr A1 ∧ δA1 (17.53)
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(δB2)0 はゲージ場に結合していないヘテロ型超重力理論における変換を意味する。フェルミオン
の高次の項を無視している場合には、これらの変更は他の部分に何も影響を及ぼさないことがわ

かる。

こうして、次の作用、変換則が得られた。

ヘテロ型超重力理論のベクトル多重項の作用と変換則¶ ³

L
2π

=
Lgravity(H3 → Hmod

3 )
2π

+
e

e2φ
N tr

[
−1

4
FµνFµν − 1

2
χγµD(G,ω)

µ χ

]

+
e

2
√

2e2φ
N tr(χγµF\ 2ψµ)− e

2
√

2e2φ
N trχF\ 2λ

′ − e

8e2φ
N tr(χH\ mod

3 χ)(17.54)

Hmod
3 = dB2 + ω3, ω3 = N tr

(
1
2
A1 ∧ dA1 − i

3
A1 ∧A1 ∧A1

)
. (17.55)

δχa =
1

2
√

2
F\ a

2ξ, δAa
µ =

1
2
√

2
(χaγµξ). (17.56)

δmodB2 = δB2 +
1
2
N tr A1 ∧ δA1. (17.57)

µ ´

• E.Bergshoeff et al. [65] (sugra + U(1) gauge)

この論文では、つぎの約束が用いられている。

F4 = 6dA3, F3 =
1
3
dA2, F2 = dA1. (17.58)

論文中の作用を再現するには、次の置き換えを行えば良い。

(2πL)8

8
→ 2κ2, eφ → φ−3/2, (17.59)

(2πL)2H3 → 3
√

2κF3, (2πL)2B2 →
√

2κA2, (17.60)

(2πL)F2 →
√

2κF2, (2πL)A1 →
√

2κA1. (17.61)

Ref. [66] にも同じ作用が与えられている。

17.4 5-ブレーン解

ヘテロ型超重力理論には反対称テンソル場 B2 が含まれているから、この場に電気的に結合する

1-ブレーンと、磁気的に結合する 5-ブレーンが存在する。1-ブレーンについては II 型超重力理論
と全く同じ解になるのでここでは省略し、5-ブレーンについてのみ古典解を構成しよう。
ここでも超対称性が一部破れずにのこるという事から、フェルミオンの超対称変換が 0 になる

という条件を用いる。ディラティーノとグラビティーノについては II 型超重力理論のNS5-ブレー
ンの場合と全く同じであることがわかる。従って、解はある関数 H を使って次のようにおけるは

ずである。

ds2 = ηµνdxµdxν + H(r)δij(dr2 + r2dΩ2
3), eφ = gstrH

1/2(r), (17.62)

ただし、関数 H は H3 のフラックスと次の関係にある。

dH

dr
= − 1

Ω3r3

∮
H3. (17.63)
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ただし、
∮

H3 は半径 r の S3 上での H3 の積分をあらわす。もしフラックス H3 が保存していて

この積分が単に NS5-ブレーンの枚数を与えるとすれば、これは簡単に解けて II 型理論の場合と
まったく同じ解を与える。しかし、今考えているヘテロ型理論では、H3 = dB2 + ω3 は修正され

たビアンキ恒等式に従うために保存しない。この関数形を決めるには、まだ使っていないゲージー

ノの変換則

δχ =
1

2
√

2
F\ 2ξ, (17.64)

を用いることができる。ここで、ξ は γ012345 の固有スピノルであり、5-ブレーンに直交する 4 次
元空間上で片方のカイラリティだけを持っている。そのため、上記の変換が 0 になるためには F2

が（反）自己双対であればよい。この条件には上記の計量に含まれる関数 H がまったく影響を与

えないことを考慮すれば、このインスタントン解は平坦な 4 次元空間で求めたものと全く同じに
なるはずである。

インスタントン解が与えられれば、ω3 の関数形が決まる。それを (17.63) に代入すれば、関数
H(r) も得ることができる。球対称な 1-インスタントン解の重ね合わせ（これは大きなゲージ群に
含まれる独立した SU(2) 部分群を用いて構成した 1-インスタントン解を重ね合わせることで与え
られる。）に対しては、 ∮

ω3 = n
r4(r2 + 3a2)
(r2 + a2)3

(17.65)

（ただし、重ね合わせたインスタントンのサイズをあらわすパラメータ a はすべてのインスタント

ンに対して共通であると仮定した。）であり、これを (17.63) に代入して関数 H(r) について解け
ば、次の結果を得る。

H(r) = 1 +
n

4π2

r2 + 2a2

(r2 + a2)2
. (17.66)

ただし、遠方で H → 1 と仮定して積分定数を固定した。パラメータを適当にとって関数 H(r) お
よびインスタントン密度

∮
ω3/r3 をグラフにしてみると図 17.3のようになる。

0.5 1 1.5 2

1

2

3

4 Instanton density

H(r)

図 17.3: 5-ブレーン解のインスタントン密度 F ∧ F と関数 H(r)
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第18章 7 次元超重力理論

18.1 スピノルと γ 行列

ここでは、後に 11 次元をコンパクト化するときに必要となるので、11 次元のスピノルとの関
係をまとめておこう。11 次元の γ 行列を大文字の Γ を用いて、4 次元および 7 次元の γ 行列は

小文字の γ を用いて書くことにしよう。11 次元の γ 行列は次のように分解することができる。

Γµ = γµ ⊗ γ5, Γα = 1⊗ γα. (18.1)

スピノル ψ の 11 次元でのディラック共役を ψ̃、7 次元でのディラック共役を ψ のように書く

ことにすれば、これらはそれぞれ次のように定義される。

ψ = iψ†γ0, ψ̃ = iψ†Γ0 = ψγ5. (18.2)

この定義を用いた場合には、フェルミオンの２次形式は次のようにエルミート共役に対してマイナ

ス符号が現れない。

(ψ1ψ2)† = (ψ2ψ1). (18.3)

γ-行列が間に挟まると次のように符号を出す。

(ψ1γ
µψ2)† = −(ψ2γ

µψ1), (ψ1γ
αψ2)† = (ψ2γ

αψ1), (ψ1γ
5ψ2)† = (ψ2γ

5ψ1). (18.4)

荷電共役行列については次の関係式が成り立つ。

C11 = C7 ⊗ C4. (18.5)

ぞれぞれの荷電共役演算子は次の式を満足する。

CT
11 = −C11, CT

7 = C7, CT
4 = −C4. (18.6)

γ 行列の転置公式は次のように与えられる。

C11ΓT
M = −ΓMC11, C7γ

T
µ = −γµC7, C4γ

T
α = −γαC4, C4γ

T
5 = γ5C4. (18.7)

7 次元のシンプレクティックマヨラナ共役については、11 次元のマヨラナ共役の定義をそのまま
利用する。すなわち、スピノル ψ の（擬）マヨラナ共役を ψc と書けば、これは次のように与えら

れる。

ψc = C11ψ̃
T = C7Jψ

T
, J ≡ γ5C4. (18.8)

このように、シンプレクティックマヨラナ共役の定義には C4 ではなく J が現れるために、γα の

転置を行う際には (18.7) ではなく次の公式を用いる。

JγT
α = γαJ, JγT

5 = γ5J. (18.9)
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もともと 4次元では J と C4 のどちらも荷電共役行列として採用することができ、通常は (d−, d+) =
(1, 3) のミンコフスキー空間でマヨラナスピノルを定義することができる C4 のほうを用いるので

あるが、11 次元からのコンパクト化を考える際には J のほうを用いたほうがよい。

これらの式を用いると、スピノルの２次形式に対して次の公式を示すことができる。フェルミオ

ンの２次形式は荷電共役的な転置に対して対称である。

(ψ1ψ
c
2) = (ψ2ψ

c
1), (18.10)

γ-行列が間に挟まると、次のような符号が現れる。

(ψ1γ
µψc

2) = −(ψ2γ
µψc

1a), (ψ1γ
αψc

2) = (ψ2γ
αψc

1), (ψ1γ
5ψc

2) = (ψ2γ
5ψc

1). (18.11)

11 次元では ΓM はすべて荷電共役の意味で反対称行列であった。しかし (18.11) にあるように
γi は荷電共役の意味で対称になる。これは次のように対応している。たとえば ψ̃1ΓµΓαψ2 とい

う２次形式を考えよう。11 次元の意味で転置公式を用いれば Γµ と Γα の両方から負号が出て

ψ̃2(−Γα)(−Γµ)ψ1 に等しいことがわかる。これを 7 次元の言葉で次のようにいいかえることがで
きる。まず、与えられた２次形式を 7 次元の言葉で書きなおせば、ψ1γ5 · γ5γ

µ · γα ·ψ2 となる。7
次元の転置公式を用いると、γµ だけから負号が出て ψ2γ

α(−γ5γ
µ)γ5ψ1 になるが、ψ1 の左の γ5

を ψ2 の右側まで移動させれば、γα を通過する際に負号を一つ出し、ψ2γ5(−γα)(−γ5γ
µ)ψ1 とな

る。このように、ディラック共役が常に γ5 を伴うように γ5 を移動させ、その際に現れる負号ま

で含めれば、11 次元と 7 次元の転置公式は同じになる。
11 次元の完全反対称テンソルは次のように定義する。

εM1···M11 =
tr
32

(ΓM1 · · ·ΓM11) (18.12)

一方、4 次元や 7 次元の完全反対称テンソルを次のように定義する。

εµ1···µ7 =
tr
8

(γµ1 · · · γµ7), (18.13)

εi1···i4 =
tr
4

(γα1 · · · γα4γ
5), (18.14)

(18.15)

このとき次の式が成り立つ。

εµ1···µ7α1···α4 = εµ1···µ7εα1···α4 (18.16)

18.2 N = 1 超重力理論

7 次元におけるスピノル表現は 8 次元表現である。この表現は実負であるためにマヨラナ条件を
課すことはできないが、もしその他の対称性の実負表現に属していれば全体として実正の表現にな

るためにマヨラナ条件を課す事ができる。

従って、7 次元における超対称理論は R 対称性 Sp(N )R を持つ。実で数えた超対称電荷の成分

の数が 32 を超えないという条件から、N としては 1 または 2 が許される。
まず N = 1 の理論について詳しく見てみよう。この理論には重力多重項、ベクトル多重項、そ

して N = 2 の理論を構成する際に用いることができるグラビティーノ多重項が存在する。それぞ
れの多重項に含まれる場をまとめたのが表 18.1である。これらの多重項は、N = 2 の理論の重力
多重項を Sp(1)B に対する表現で分解することによっても得ることができる。つまり、N = 2 重
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表 18.1: 7 次元 N = 1 超重力理論の多重項。グラビティーノはシンプレクティックマヨラナスピノ
ルであるために、表中のものが単独で現れることはなく、常に偶数個が対になって表れる。/2 と
いうのはそのような意味である。

multiplet field little group Sp(1)R d.o.f.

gravity multiplet gµν 14 1 14
Bµν 10 1 10
φ 1 1 1
ψµ 16 2 32
ψ 4 2 8
Aµ 5 3 15

gravitino multiplet ψL
µ 16 1 16

/2 Bµν 10 2 20
Aµ 5 2 10
ψ 4 1 + 3 16
φ 1 2 2

vector multiplet Aµ 5 1 5
ψ 4 2 8
φ 1 3 3

力多重項は Sp(1)B の表現として分解すると、1 表現に属する重力多重項、2 表現に属するグラビ
ティーノ多重項、3 表現に属するベクトル多重項になる。（表 18.2を参照）そこで一重項に属する
場のみを残し、その他の場を全て 0 にすれば、N = 1 の重力多重項のみからなる理論が得られる。

Sp(1)B の中心 Z2 に注目し、Z2 不変な場のみを残すことによってもグラビティーノ多重項を排

除し N = 1 の理論を構成することができる。この場合にはベクトル多重項を 3 つ含む N = 1 理
論が得られる。

このような方法とは別に、T4 のかわりに K3 多様体を用いることによっても N = 1 の超重力
理論を得ることができる。この場合にはゼロモードの数を数えることで 7 次元で現れる場の個数
を決定することができる。その結果、19 個のベクトル多重項を含む 7 次元超重力理論が得られる
ことがわかる。

18.2.1 B2 形式

[67] [68]
N = 1 7 次元超重力理論を構成するひとつの方法は、10 次元 N = 1 超重力理論を T3 でコン

パクト化することである。ベクトル多重項を含まない 10 次元ヘテロ型超重力理論をコンパクト化
すると、U(1) のベクトル多重項を 3 つ含む 7 次元超重力理論を得ることができる。この理論から
は超対称性に矛盾しないようにベクトル多重項を取り除くことができる。その結果、次の作用およ

び変換則を得る。
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B2 形式の 7 次元超重力理論¶ ³

フェルミオンの 4 次以上の項を無視すれば、作用は次のように与えられる。

SB

2π
=

∫
d7x

e

e2ϕ

[
(R + 4(∂ϕ)2)− 1

12
HµνρH

µνρ − 1
2
FA

µνFA,µν
]
, (18.17)

SfDf

2π
=

∫
d7x

e

2e2ϕ

[
ψµD\ (ω)

γµνψν − ψµD\ (ω)
γµλ− λD\ (ω)

γµψµ + λD\ (ω)
λ
]
,(18.18)

SY

2π
=

∫
d7x

e

e2ϕ

[1
6
Hµνρκ

µνρ +
1
2
FA,µνκA

µν

]
. (18.19)

ただし、場の強さ FA
2 及び H3 は次のように与えられる。

FA
2 = dV A

1 , H3 = dB2 − V A
1 ∧ FA

2 . (18.20)

添え字 A は SU(2)R の随伴表現の添え字であり、σA は SU(2)R の基本表現に作用するパウ

リ行列である。κ3 および κA
2 は次のように定義されるフェルミオンの二次形式である。

κ3 =
1
8

[
− ψµγ5γ

[µγ3γ
ν]ψν + ψµγ5γ

µγ3λ− ψµγ5γ3γ
µλ + λγ5γ3λ

]
, (18.21)

κA
2 =

i

4

[
ψµσAγ[µγ2γ

ν]ψν − ψµσAγµγ2λ− ψµσAγ2γ
µλ− λσAγ2λ

]
. (18.22)

それぞれの場に対する変換則は次のように与えられる。

δem̂
µ = −1

4
(ψµγm̂ξ), (18.23)

δϕ =
1
8
(λξ), (18.24)

δV A
µ = − i

4
(ψµσAξ), (18.25)

δB2 =
1
4
(ψµ〈γ2γ

µ〉1ξ)− V A
1 ∧ δV A

1 , (18.26)

δλ = (∂\ϕ)ξ +
1
2
H\ 3ξ +

i

2
F\A

2 σAξ, (18.27)

δψµ = D(ω)
µ ξ +

1
8
{γµ,H\ 3}ξ +

i

4
[γµ, F\A

2 ]σAξ, (18.28)

µ ´
この作用が超対称変換のもとで不変であることを示そう。この作用は、ベクトル場の部分を除けば

ヘテロ型超重力理論と全く同じ形をしている。したがって、作用からベクトル場を含む項を取り除

き、変換則からもベクトル場の寄与を省けば作用は不変になっている。そこにベクトル場を追加し

たときにどのような変更を受けるか考えてみよう。まず、ゲージ場の強さ H3 がベクトル場を含む

ことから、H3 に対するビアンキ恒等式と超対称変換が次のように変更される。

δH3 = δ0H3 − 2δV A
1 ∧ FA

2 , dH3 = −FA
2 ∧ FA

2 . (18.29)

このため、重力部分の変分計算を IIA 型超重力理論と同様に行った場合にビアンキ恒等式に比例
する (15.91) の第１項が消えずに次の変分が残る。

δL
2π

=
e

3!
θµνρσD(ω)

µ Hνρσ = −e

4
θµνρσFA

µνFA
ρσ. (18.30)

また、H3 の変換則の変化により、H3 の運動項の変分から新たに次の項が現れる。

δL
2π

= − e

6e2ϕ
Hµνρδ′Hµνρ =

e

e2ϕ
HµνρδV A

µ FA
νρ. (18.31)
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ただし、θ4 は (15.92) と同様に次のように定義されている。

θ4 =
1

4e2ϕ
[−ψµ〈γ4γ

µ〉5ξ − λγ4ξ] (18.32)

以下、δ0、δH、δF はフェルミオンの変換則中で、H3 も F2 も含まない部分、H3 を含む部分、

F2 を含む部分をそれぞれ意味するものとする。すなわち

δ0λ = (∂\φ)ξ, δHλ =
1
2
H\ 3ξ, δF λ =

i

2
F\A

2 σAξ, (18.33)

δ0ψµ = D(ω)
µ ξ, δHψµ =

1
8
{γµ,H\ 3}ξ, δF ψµ =

i

4
[γµ, F\A

2 ]σAξ. (18.34)

次に、LfDf +Lvector は、フェルミオンの高次の項を無視する近似においては 10次元のベクトル
多重項に類似した大域的超対称性を持っていることを知っておくと便利である。すなわち、δFLfDf

と δV Lvector は Dµξ や ∂µϕに比例した部分を除き相殺する。まずこのことの確認からはじめよう。

δFLfDf

2π
=

ie

2e2ϕ
(ψµ〈D\ (ω)

F\A
2 γµ〉4,0σ

Aξ)− ie

2e2ϕ
(λ〈D\ (ω)

F\A
2 〉3σAξ) (Dµ → FA

2 , ξ)

+
ie

2e2ϕ
(ψµγµF\A

2 (∂\φ)σAξ) +
ie

4e2ϕ
(ψµ(∂\φ)γµF\A

2 σAξ)− ie

4e2ϕ
(ψµ(∂\φ)F\A

2 γµσAξ)

+
ie

2e2ϕ
(λF\A

2 (∂\φ)σAξ), (18.35)

δV Lvector

2π
= − ie

2e2ϕ
(ψµ〈D\ (ω)

F\A
2 γµ〉0σAξ) (Dµ → FA

2 )

+
ie

e2ϕ
(ψµ〈(∂\ϕ)F\A

2 γµ〉0σAξ) (18.36)

これらの式中にある Dµ → · · · というのは、その行の共変微分が何に作用しているかを表してい
る。これらを加え、FA

2 に対するビアンキ恒等式を用いれば ξ または ϕ の微分を含む項だけが残

る。これは次のようにフェルミオンの δ0 による変換則に比例している。

δFLfDf

2π
+

δV Lvector

2π
=

ie

2e2ϕ
(ψµ〈γνF\A

2 γµ〉4,0σ
Aδ0ψν)− ie

2e2ϕ
(λ〈γµF\A

2 〉3σAδ0ψµ)

+
ie

2e2ϕ
(ψµ〈γµF\A

2 〉3σAδ0λ) +
ie

2e2ϕ
(λF\A

2 σAδ0λ) (18.37)

これらの変分は、10 次元のヘテロ型超重力理論にベクトル多重項を結合させたときのようにカレ
ント相互作用の導入によって相殺することができる。ただ、カレント自身がグラビティーノやディ

ラティーノを含んでいるので単純に Jµψµ のような相互作用では書けない。実際には上記の変分

は LfFf の δ0 による変分で相殺されることがわかる。

あとは三点結合項のフェルミオンに対してゲージ場を含む変分を計算する必要がある。ただし、

δHLfHf に対しては既に重力部分の計算に含まれているので改めて計算する必要はない。δFLfFf

からは次のように FA
2 に対して２次の項が得られる。

δFLfFf

2π
=

e

4e2ϕ

[
− (ψµ〈F\ 2γ

µF\ 2〉5ξ)− (λ〈F\ 2F\ 2〉4ξ)

+(ψµ〈F\ 2γ
µF\ 2〉1ξ) + (λ〈F\ 2F\ 2〉0ξ)

]

=
ie

4
θµνρσFA

µνFA
ρσ + eδeµm̂T

µm̂
[FA

2 ] + 2δϕ
LFF

2π
(18.38)

ただし、Tµν [FA
2 ] は次のエネルギー運動量テンソルである。

Tµν =
2

e2ϕ

(
FA

µρF
A

ν
ρ − 1

4
gµνFA

ρσFA,ρσ

)
. (18.39)
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途中で公式 (12.64) を用いた。この変分のうち、１行目は FA
2 ∧ FA

2 を含む項であり、ゲージ場の

導入による H3 のビアンキ恒等式の変形によって重力部分から現れる変分 (18.30) とちょうど相
殺する。２項目は、エネルギー運動量テンソルを含み、FA

2 の運動項の多脚場による変分と相殺す

る。３項目は FA
2 運動項のディラトンの変分と相殺する。

F2 と H3 を両方含む変分は次のように与えられる。

δHLfFf

2π
=

−ie

32e2ϕ

[
ψµF\ 2γ

µH\ 3ξ + ψµγνF\ 2γ
µH\ 3γνξ − λF\ 2H\ 3ξ − λγµF\ 2H\ 3γµξ

]
,(18.40)

δFLfHf

2π
=

−ie

32e2ϕ

[
ψµH\ 3γ

µF\ 2ξ + ψµγνH\ 3γ
µF\ 2γνξ + λH\ 3F\ 2ξ + λγµH\ 3F\ 2γµξ

]
.(18.41)

これら二つの和はほとんど相殺し、次の項だけが残る。

δHLfFf

2π
+

δFLfHf

2π
= i

ie

2e2ϕ
(ψµ〈F\ 2γ

µH\ 3〉0ξ) = − e

e2ϕ
HµνρδV A

µ FA
νρ. (18.42)

これは、ゲージ場が加わったことによって新たに現れる H3 の変分 (18.29) によって H3 の運動項

を変分して得られる項 (18.31) と相殺する。
こうして（ここでは無視しているフェルミオンの高次の項を除き）すべての変分が相殺すること

が示された。

LV

Lf LJfFDξ

fFFξ

δf>Fξ

δV>fξ

δe,ϕ>fξ

δf>Dξ

δf>Fξ

modifying H3

[D,D] fFξ

fHξ

fDξ

LccLmass
fξ

δf>ξ

δf>ξ

δf>ξ

δe,ϕ>fξ

δf>ξ

δf>Dξ

δf>Hξ

LfHf

δf>Fξ

図 18.1: B2 形式の 7 次元超重力理論の変分の相殺。

18.2.2 R-対称性のゲージ化

7 次元の超重力理論においては N = 1 であっても N = 2 であっても重力多重項はベクトル場
を含んでいる。これらは R-対称性（N = 1 であれば Sp(1)R、N = 2 であれば Sp(2)R）の随伴表

現に属している。これらはいずれも U(1) のゲージ場であるが、新たな相互作用項を導入すること
によって非アーベル群 Sp(k)R のゲージ場であるとみなすこともできる。

作用、変換則中のすべての微分をゲージ場 V A
µ に対して次のように共変微分化することによっ

て、R-対称性をゲージ化することを考えよう。

D(g)
µ = ∂µ − igRV A

µ σA (18.43)
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· · · は重力についての接続を表す部分である。これと同時に (18.20) の場の強さの定義を次のよう
に変更する。

FA
2 = dV A

1 + gRεABCV B
1 ∧ V C

1 , H3 = dB2 − ω3. (18.44)

ただし、ω3 はチャーン・サイモン 3 形式であり、SU(2) ゲージ場に対しては次のように定義さ
れる。

ω3 = V A
1 ∧ dV A

1 +
2
3
gRεABCV A ∧ V B ∧ V C . (18.45)

gR はゲージ結合定数であり、これを 0 にすればゲージ化されていない理論に戻る。この変更が先
ほど与えた作用の不変性の証明にどのような影響を与えるかを調べてみると、フェルミオンの変分

(15.77) に含まれる共変微分の交換関係から新たに次の項が現れることがわかる。

[D(G,ω)
µ , D(G,ω)

ν ] = · · · − igRFA
µνσA. (18.46)

その結果、新たに次の変分が発生する。

δL
2π

=
iegR

e2ϕ
[(ψµ〈γµF\ 2〉3ξ) + (λF\ 2ξ)] (18.47)

この変分を相殺するためには、フェルミオンの質量項を導入する必要がある。フェルミオンの質量

項を λλ、ψµγµλ、ψµψµ、ψµγµνψν の線形結合として導入すれば、ゲージ場 FA
2 および H3 を含

む項が次の 6 種類現れる。

ψµγµF\ 2ξ, ψµF\ 2γ
µξ, λF\ 2ξ, ψµγµH\ 3ξ, ψµH\ 3γ

µξ, λH\ 3ξ. (18.48)

またこれらの項は、フェルミオンに対する新たな変分 δλ ∼ ξ や δψµ ∼ γµξ を導入することによっ

ても、既にある三点結合項の変分から現れる。フェルミオンの質量項が 4 つ、フェルミオンの新
たな変分が 2 つあり、それらの係数 6 個を決める必要があるが、これは上記の 6 個の変分がちょ
うど (18.47) を相殺するという条件から決めることができる。この結果、次の質量項 Lmass と δ′λ

を同時に導入する必要があることがわかる。

Lmass

2π
=

egR

2e2ϕ
((λλ) + 2(ψµγµλ)− (ψµγµνψν)). (18.49)

δ′λ = gRξ. (18.50)

これらの項で同時に fDξ の形の項も相殺する必要があるがこれは自動的に成り立っていることが

示される。最後に残されたのは、つぎの変分である。

δ′Lmass

2π
=

eg2
R

e2ϕ
[(λξ) + (ψµγµξ)] (18.51)

この変分は、次の宇宙項を導入すると、その多脚場およびディラトンの変分によって相殺すること

ができる。
Lcc

2π
=

4g2
Re

e2ϕ
. (18.52)

18.2.3 B3 形式

7 次元では、2-形式ゲージ場は双対変換によって 3-形式ゲージ場へ移る。このあとで 7 次元超
重力理論の変形を考えるが、その場合には B3 形式のほうが便利である。B2 形式から B3 形式へ

移るために、場の強さ H3 を独立変数とみなし、(18.29) のビアンキ方程式を与えるためのラグラ
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ンジュ未定係数として補助場 B3 を導入する。すると、先ほど与えた作用の B2 を含む部分は次の

ように書き換えることができる。

S

2π
=

∫ [
1

2e2ϕ
H3 ∧ ∗H3 − 1

e2ϕ
H3 ∧ ∗κ3 + B3 ∧ (dH3 + FA

2 ∧ FA
2 )

]
. (18.53)

B3 についての運動方程式を解けばビアンキ方程式が得られ、もとの作用に戻る。そのかわり H3

についての運動方程式を解けば、次の関係式を得る。

H3 = e2ϕ ∗H4 + κ3. (18.54)

ただし、H4 = dB3 である。この解を上記の作用に代入すると、双対場 B3 に対する作用が得ら

れる。
S

2π
=

∫ [
e2ϕ

2
H4 ∧ ∗H4 + H4 ∧ κ3 + B3 ∧ FA

2 ∧ FA
2

]
. (18.55)

こうして、次の作用、変換則が得られる。

B3 形式の 7 次元超重力理論¶ ³

フェルミオンの 4 次以上の項を無視すれば、作用は次のように与えられる。

S(7)

2π
=

∫
d7x

√−g

[
1

e2ϕ

(
R + 4(∂ϕ)2 − 1

2
FA

µνFA,µν

)
− e2ϕ

48
HµνρσHµνρσ

]

+
∫

B3 ∧ FA
2 ∧ FA

2 , (18.56)

SfDf

2π
=

∫
d7x

e

2e2ϕ

[
ψµD\ (ω)

γµνψν − ψµD\ (ω)
γµλ− λD\ (ω)

γµψµ + λD\ (ω)
λ
]
,(18.57)

SY

2π
=

∫
H4 ∧ κ3 +

∫
d7x

e

2e2ϕ
FA,µνκA

µν . (18.58)

場の強さ H4 および FA
2 は次のように与えられる。

H4 = dB3, FA
2 = dV A

1 . (18.59)

また、κ3 および κA
2 は (18.21) と (18.22) に与えられているものを用いる。それぞれの場に

対する変換則は次のように与えられる。

δλ = (∂\ϕ)ξ − e2ϕ

2
H\ 4ξ +

i

2
F\A

2 σAξ, (18.60)

δψµ = D(ω)
µ ξ − e2ϕ

8
{γµ,H\ 4}ξ +

i

4
[γµ, F\A

2 ]σAξ, (18.61)

δem̂
µ = −1

4
(ψµγm̂ξ), (18.62)

δϕ =
1
8
(λξ), (18.63)

δV A
µ = − i

4
(ψµσAξ), (18.64)

δBµνρ = − 1
4e2ϕ

[(ψµγνρξ) + (ψνγρµξ) + (ψργµνξ)]− 1
4e2ϕ

(λγµνρξ). (18.65)

µ ´
双対場 B3 に対する変換則は、11 次元超重力理論において A3 の双対場 A6 を決定したのと同じ

方法で決定することができる。ここでは上記のようにとっておけば作用が超対称変換のもとで不変
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になることを示すにとどめよう。B2 形式と B3 形式の作用を比較すると、異なるのは次の部分で

ある。

S[B2]
2π

=
∫

d7x− e

12e2ϕ
HµνρH

µνρ, (18.66)

S[B3]
2π

=
∫

d7x− ee2ϕ

48
HµνρσHµνρσ +

∫
B3 ∧ FA

2 ∧ FA
2 . (18.67)

H3 と H2 は互いに e2ϕ ∗H4 = H3 の関係にある。正確にはフェルミオンによる補正があるが、そ

れはフェルミオンの高次の項を与えるだけなのでここでは無視する。それぞれの多脚場やディラト

ンによる変分は等しくなる。B2 や B3 による変分は次のようになる。

δS[B2]
2π

=
∫

(θ2 ∧ dH4 + 2δV A
1 ∧ FA

2 ∧H4), (18.68)

δS[B3]
2π

=
∫

(θ3 ∧ (dH3 + FA
2 ∧ FA

2 ) + 2δV A
1 ∧ FA

2 ∧H4). (18.69)

ここで、S[B2] の変分には H3 のビアンキ恒等式を用いることはできるが、H4 のビアンキ恒等式

を用いることはできず、S[B3] についてはその逆であることに注意しよう。それぞれで使用するこ
とができるビアンキ恒等式を用いれば、どちらも次のような形に変形することができる。

δS[B2]
2π

=
δS[B3]

2π
=

∫
(θ2 ∧ dH4 + θ3 ∧ (dH3 + FA

2 ∧ FA
2 ) + 2δV A

1 ∧ FA
2 ∧H4). (18.70)

従って、B2 形式の作用の変分が相殺することから、B3 形式の作用の変分の相殺も結論すること

ができる。

18.2.4 R-対称性のゲージ化と位相項の導入

ベクトル多重項を含まない 7 次元の単純超重力理論は、二つのパラメータによって変形できる
ことが知られている。ひとつは SU(2)R のゲージ結合係数 gR である。すなわち、作用、変換則

中のすべての微分をゲージ場 V A
µ に対して次のように共変微分化することによって、R-対称性を

ゲージ化することができる。

D(G)
µ = ∂µ − igRV A

µ σA (18.71)

gR はゲージ結合定数であり、これを 0 にすればゲージ化されていない理論に戻る。· · · は重力に
ついての接続を表す部分である。ただ、この変更の結果、作用の超対称変換から相殺されない新た

な項が現れる。これは、フェルミオンの変分 (15.77) に含まれる共変微分の交換関係に、曲率テン
ソルだけではなくゲージ場 FA

2 に比例した次の項が現れるためである。

[D(G,ω)
µ , D(G,ω)

ν ] = · · · − igRFA
µνσA. (18.72)

この結果、新たに次の変分が発生する。

δL
2π

=
iegR

e2ϕ
[(ψµ〈γµF\ 2〉3ξ) + (λF\ 2ξ)] (18.73)

さらに、B3 形式の 7 次元超重力理論には、すでにある B3F2F2 項以外に次の位相項を導入するこ

とができる。[69]
Stop

2π
=

ζ

2

∫
B3 ∧ dB3. (18.74)
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ζ は任意の実数パラメータである。この項の超対称変換は次の変分を与える。

Stop

2π
= ζ

∫
θ3 ∧H4 =

∫
d7xe

[
ζ

4e2ϕ
(ψσ〈H\ 4γ

σ〉5ξ) +
ζ

4e2ϕ
(λH\ 4ξ)

]
. (18.75)

gR や ζ が 0 でない場合にもこれら二つの変分を相殺するために、作用と変換則を修正しよう。こ
のような形の変分を相殺する方法はいくつか考えられる。たとえば、e−4ϕ(ψψ) の形の質量項を導
入すると、その変分から上記の形の項が現れる。また、フェルミオンの変換則に δψ ∼ e−2ϕξ の形

の項を付け加えても同様の項を得ることができる。

まず、フェルミオンの変換則を次のように変更してみよう。

δ′ψµ = αγµξ, δ′λ = βλ. (18.76)

この新たな変換により、次の新たな変分が得られる。

δ′LfHf

2π
=

e

8

[
(5α− β)ψµγµH\ 4ξ + (−α + β)ψµH\ 4γ

µξ + (8α− 2β)λH\ 4ξ
]
, (18.77)

δ′LfFf

2π
=

−ie

4e2ϕ

[
(−5α + β)ψµγµF\ 2ξ + (−3α + β)ψµF\ 2γ

µξ + (−10α + 2β)λF\ 2ξ
]
,(18.78)

δ′LfDf

2π
=

e

e2ϕ

[
(ψµγµνD(G,ω)

ν (−5α + β)ξ) + (λD\ (G,ω)(−6α + β)ξ)

+(5α− β)(ψµγµ(∂\φ)ξ) + α(ψµ(∂\φ)γµξ) + (−5α− β)(λ(∂\φ)ξ)
]

(18.79)

ここで、(18.79) の右辺一行目の微分は ξ だけではなく α や β にも作用することに注意。

次に、フェルミオンの質量項を導入してみよう。グラビティーノとディラティーノを用いれば、

4 通りのローレンツ不変な二次形式を構成することができる。

Lmass

2π
= e

[
p(ψµψµ) + q(ψµγµνψν) + r(ψµγµλ) + s(λλ)

]
. (18.80)

すると、この変分が次のように与えられる。

δHLmass

2π
=

ee2ϕ

8

[
(−2p− 10q − 4r)(ψµγµH\ 4ξ) + (−2p + 2q)(ψµH\ 4γ

µξ)

+(6r − 8s)(λH\ 4ξ)
]
, (18.81)

δFLmass

2π
=

−ie

4

[
(−2p− 6q − 2r)(ψµγµF\ 2ξ) + (2p− 2q)(ψµF\ 2γ

µξ)

+(4r − 4s)(λF\ 2ξ)
]
, (18.82)

δ0Lmass

2π
= e

[
2p(ψµD(G,ω)µξ) + 2q(ψµγµνD(G,ω)

ν ξ)− r(λD\ (G,ω)
ξ) + r(ψµγµ(∂\φ)ξ)

+2s(λ(∂\φ)ξ)
]
. (18.83)

未定係数は α、β、p、q、r、s の 6 個である。これらの変分が相殺するという条件は、変数の数
よりも多いが、条件を満足する解がひとつだけ存在することがわかる。この解は次のように与えら

れる。

α = − ζ

4e2ϕ
, β = gR − ζ

e2ϕ
,

p = 0, q = − gR

2e2ϕ
− ζ

8e4ϕ
, r =

gR

e2ϕ
+

ζ

2e4ϕ
, s =

gR

2e2ϕ
+

5ζ

8e4ϕ
. (18.84)
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Lmass の δ′ による変換はさらに次の変分を与える。

δ′Lmass

2π
= e

(
g2

R

e2ϕ
+

gRζ

e4ϕ
− ζ2

8e6ϕ

)
(ψµγµξ) + e

(
g2

R

e2ϕ
+

2gRζ

e4ϕ
− 3ζ2

8e6ϕ

)
(λξ). (18.85)

この変分は、ϕ のある関数として与えられる宇宙項を用意しておけばその多脚場およびディラトン

場の変分でちょうど相殺することができる。まとめると、

B3 形式の 7 次元超重力理論の変形¶ ³

7 次元超重力理論は微分の共変化

D(G)
µ = ∂µ − igRV A

µ σA. (18.86)

によって R-対称性 SU(2)R をゲージ化することができる。また、次の位相項を導入すること

ができる。
S

2π
=

ζ

2

∫
B3 ∧ dB3. (18.87)

二つのパラメータ gR と ζ は任意の実数である。ただし、以下の修正が必要である。まず、上

記の位相項のほかに、フェルミオンの質量項と宇宙項を作用に付け加える。

Lmass

2π
=

egR

e2ϕ

[
− 1

2
(ψµγµνψν) + (ψµγµλ) +

1
2
(λλ)

]

+
eζ

e4ϕ

[
− 1

8
(ψµγµνψν) +

1
2
(ψµγµλ) +

5
8
(λλ)

]
, (18.88)

Lcc

2π
= 4e

(
g2

R

e2ϕ
+

gRζ

e4ϕ
− ζ2

8e6ϕ

)
. (18.89)

さらに、フェルミオンの変換則に次の項を付け加える。

δ′ψµ = − ζ

4e2ϕ
γµξ, δ′λ =

(
gR − ζ

e2ϕ

)
ξ. (18.90)

µ ´
B2 形式でパラメータ ζ による変形が難しい理由について触れておこう。ζ 6= 0 である B3 形式

の理論から双対変換を逆にたどってみると、B2 に対するゲージ場の強さを次のように定義すべき

ことがわかる。

H3 = dB2 − V A
1 ∧ FA

2 − ζB3. (18.91)

つまり、ζ 6= 0 の場合には、B2 の場の強さの定義の中にその双対場 B3 が現れてしまう。（これは

11 次元における双対場 A6 の場の強さが A3 を含んでいたのと似た状況である。）作用を定義する

には B2 か B3 かどちらかを独立変数として選ぶ必要があるが、この理由によって ζ 6= 0 の場合
には B2 を独立変数として選ぶことができないのである。

ここで導入した二つのパラメータは、B3 の規格化の変更を許せば、次の置き換えによってそれ

らのうちの一つを吸収することができる。

gRV A
1 → V A

1 ,
1
g2

R

B3 → B3, gRem̂
µ → em̂

µ , g5
Re2ϕ → e2ϕ, g4

Rζ → m. (18.92)

この結果、パラメータ mだけを含む次の作用が得られる。（ここではボゾン部分のみを書いておく。）

S

2π
=

∫
d7xe

[
1

e2ϕ

(
R + 4(∂ϕ)2 − 1

4
trfund(FµνFµν)

)
− e2ϕ

48
HµνρσHµνρσ

]

+
1
2

∫
B3 ∧ trfund(F2 ∧ F2) +

m

2

∫
B3 ∧H4
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+
∫

d7xe

(
4

e2ϕ
+

4m

e4ϕ
− m2

2e6ϕ

)
. (18.93)

18.3 11 次元超重力理論の T4 コンパクト化

11 次元の超重力理論を T4 でコンパクト化すると、N = 2 の超対称性をもつ理論が得られる。
この理論は内部空間の回転を表す SO(4) = SU(2)1× SU(2)2 の対称性を持っている。（実際にはこ
の理論は対称性 SO(5) を持っており、この SO(4) はその部分群である。）この理論から、Sp(1)2
の一重項のみを残すことによって N = 1 の超重力理論のラグランジアン及び変換則を決定しよう。
この理論は 3-形式テンソル場 B3 を含んでいる。この形式は [70]において与えられた。
まずボゾン的場について考える。11 次元にあるボゾン的場は計量場 gMN と三階反対称テンソ

ル場 AMNP である。Sp(1)′ の一重項のみを残すと、これらの場は 7 次元の場を用いて次のよう
に書くことかできる。

ds2
11 = ds2

7 + e2φδαβdyαdyβ , A3 = B3 + V A
1 ∧ ηA

2 . (18.94)

ここで、ηA
2 は ’t Hooft の η 記号を用いて定義された次の 2-形式である。

ηA
2 =

1
2
ηA

αβdxα ∧ dxβ . (18.95)

ηA
αβ は ’t Hooft の記号であり、定数である。ηA

â̂b
は多脚場と ηA

αβ から定義されるので定数ではな

いことに注意。場の強さ、およびその γ-行列との積については、次の式が成り立つ。

K4 = H4 + FA
2 ∧ ηA

2 , K\ 4 = H\ 4 +
2i

e2φ
F\A

2 σA 1 + γ5

2
. (18.96)

’t Hooft の η 記号の定義、性質を次については A.6 に与えられている。これらの関係式を用い
て 11 次元の超重力理論の作用 (13.12) のボゾン部分を全ての周期が 1 である T4 でコンパクト化

した結果得られる作用を書き下してみよう。まず、ボゾンのみを含む項、すなわちボゾンの運動項

とチャーンサイモン項からは次の作用が得られる。

S(7)

2π
=

∫
d7x

√−g

[
e4φ

(
R + 12(∂φ)2 − 1

48
HµνρσHµνρσ

)
− 1

2
FA

µνFA,µν

]

+
∫

B3 ∧ FA
2 ∧ FA

2 . (18.97)

公式 (A.137) を用いた。
次に、11 次元グラビティーノの運動項を見てみよう。11 次元スピン接続の 0 でない成分は二種

類だけであり、公式 (A.128) と (A.132) より 7 次元の量を用いて次のように書く事ができる。

Ω
k̂−m̂n̂

= ω
k̂−m̂n̂

, Ω
â−̂bm̂

= δ
â̂b

∂
m̂

φ. (18.98)

これを用いれば、11 次元のグラビティーノの微分を 7 次元の場で書きかえることができる。まず、
スピノルの微分は次のように書き換えられる。

D(11)
µ ξ = Dµξ, D(11)

α ξ =
1
2
γαγ5(∂\φ)ξ. (18.99)

また、グラビティーノの微分については、xµ による微分は、そのまま共変微分で表される。

D(11)
µ ψν = Dµψν , D(11)

µ ψα = Dµψα. (18.100)
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xα による微分は次のようにディラトンの微分を含む。

D(11)
α ψµ = −(∂µφ)γ5γαλ− 1

2
(∂\φ)γ5γαψµ, D(11)

α ψβ = gαβ(∂µφ)ψµ +
1
2
(∂\φ)γαγβλ. (18.101)

フェルミオンは SO(4) に対して、スピノルの足が (2, 1) + (1, 2) のように変換する。ベクトルの
足が 7 次元方向を向いている場合、これらのうちの前者が残る。すなわち、11 次元の ψµ のうち

ψa
µ が残る。ベクトルの足が SO(4) ベクトルの場合には (1, 2) + (2, 1) + (3, 2) + (2, 3) となり、先
頭の物だけが残る。7 次元のフェルミオンと 11 次元のフェルミオンの関係を次のように置く。

ψ(11)
µ = ψ′(7)µ , ψ(11)

α = γ5γαλ′(7). (18.102)

これらの公式を用いて (13.12) のフェルミオンの運動項を書きなおすと次の作用を得る。

S

2π
= −1

2

∫
d11x

√−g(ψ̃MΓMNP DNψP ) =
1
2π

(Skin + S∂φ), (18.103)

ただし、Skin は (18.100) を含む項を、S∂φ は (18.101) を含む項を表し次のようになる。

Skin

2π
= −1

2

∫
d7x

√−ge4φ
(
ψ
′
µγµνρDνψ′ρ − 4ψ

′
µγµνDνλ′ + 4λ

′
γνρDνψ′ρ − 12λ

′
γνDνλ′

)
,(18.104)

S∂φ

2π
=

∫
d7x

√−ge4φ
[
2ψ

′
µγµ(∂νφ)ψ′ν + 2ψ

′
µγµν(∂νφ)λ′ + 6ψ

′
µ(∂µφ)λ′

]
. (18.105)

ここで次の変数変換を行う。

ψ′µ = ψµ + 2γµλ′, λ′ = −1
6
λ, (18.106)

この結果、上記の二つの作用は次のようになる。

Skin

2π
= −1

2

∫
d7x

√−ge4φ
(
ψµγµνρDνψρ − ψµγµνDνλ + λγνρDνψρ − λγνDνλ

)
,(18.107)

S∂φ

2π
=

∫
d7x

√−ge4φ
[
2ψµγµ(∂νφ)ψν − ψµγµ(∂\φ)λ + 4ψµ(∂µφ)λ

]
. (18.108)

最後に三点結合項であるが、K4 = H4 + F4 を含む部分は次のようになる。

SY

2π
=

ee4φ

8

[
ψµγ5γ

[µH\ 4γ
ν]ψν − ψµγ5γ

µH\ 4λ + ψµγ5H\ 4γ
µλ− λγ5H\ 4λ

]

+
ee2φ

8

[
ψµγ5γ

[µF\ 4γ
ν]ψν − ψµγ5γ

µF\ 4λ− ψµγ5F\ 4γ
µλ− λγ5F\ 4λ

]
. (18.109)

次に、11次元の変換則から出発して 7次元における変換則を決定しよう。多脚場の変換則 (13.13)
からは、7 次元の次の変換則を得ることができる。

δ11e
m̂
µ = −1

4
(ψµγm̂ξ)− 1

12
(λγµγm̂ξ), δ11e

â
α =

1
24

eâ
α(λξ)− 1

24
(λγâ

b̂
ξ)êb

α. (18.110)

このうち二つ目の変換は eâ
α の非対角成分が 0 であるというゲージ固定条件を破ってしまうので、

11 次元の超対称変換から得られる変換に加えてさらに 4 次元内部空間上の局所ローレンツ変換を
行う必要がある。それに加えてさらに 7 次元部分に対しても次のように局所ローレンツ変換を行っ
ておくと便利である。

δLLeâ
α =

1
24

(λγâ
b̂
ξ)êb

α, δLLem̂
µ = − 1

24
(λγm̂

n̂
ξ)en̂

µ. (18.111)
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7 次元の超対称変換はこの二つの合成であり、δ7 = δ11 + δLL で与えられる。この合成された超対

称変換のもとで、ディラトン場および多脚場は次のように変換される。

δ7φ =
1
24

(λξ), δ7e
m̂
µ = −1

4
(ψµγm̂ξ)− 1

12
(λξ)em̂

µ . (18.112)

この変換以外については、δLL はフェルミオンについて高次の項を与えるので無視することがで

きる。

(13.15) に与えられているゲージ場 A3 の変換則からは、7 次元のゲージ場についての次の二つ
の変換則を得ることができる。

δBµνρ = −1
4
[(ψµγνρξ) + (ψνγρµξ) + (ψργµνξ)]− 1

4
(λγµνρξ), δV A

µ = − ie2φ

4
(ψµσAξ) (18.113)

11 次元のフェルミオンの変換則は (13.13) に与えられているが、そこから 7 次元のフェルミオ
ンの変換則を読み取ると、次のようになる。

δλ = 3(∂\φ)ξ − 1
2
H\ 4ξ +

1
4
F\ 4ξ, (18.114)

δψµ = Dµξ + γµ(∂\φ)ξ − 1
8
{γµ,H\ 4}ξ +

1
8
[γµ, F\ 4]ξ. (18.115)

さて、以上で 7 次元の超重力理論の作用と超対称変換が全て求まったわけであるが、さらに次
のワイル変換を行っておくと式が簡単になる。

em̂
µ → e−2φem̂

µ , λ → eφλ, ψ
m̂
→ eφψ

m̂
, ξ → e−φξ. (18.116)

この変換を作用、変換則に対して行うために便利な公式は、§A.8 に与えられている。これらの公
式を用いて変換則と作用を書き直し、新しいディラトン場 ϕ を次の式によって導入すれば、前に

与えた作用、変換則が得られる。

ϕ = 3φ. (18.117)

18.4 ヘテロ型超重力理論の S3 コンパクト化

18.4.1 SO(4) 一重項部分

ゲージ化された 7 次元の N = 1 超重力理論は、10 次元のヘテロ型超重力理論を S3 でコンパ

クト化することによって構成することができる。[71, 72] 7 次元 N = 1 の超重力理論の R-対称性
は SU(2) であるが、これは内部空間 S3 の対称性 SO(4) = SU(2)L × SU(2)R の二つの SU(2) 因
子のうちの片方からきている。ここでは SU(2)R が 7 次元の R-対称性を表しているとしよう。こ
の場合、もう片方の SU(2)L に対しては一重項に属するモードのみを考えればよい。

ここではまず計算を簡単にするために、超対称性は考慮せずに SU(2)R についても一重項であ

るセクターに注目しよう。この truncation は自動的に全てのフェルミオンを 0 にするので、明ら
かに超対称性は尊重されていない。このコンパクト化は §A.7.4で例として挙げられているものと
同じであるので、そこに与えられた公式を用いることができる。

SO(4) 不変性を用いると、S3 コンパクト化を表す計量は次のように置くことができる。

ds2 = g(7)
µν dxµdxν + e2ρg̃ijdxidxj . (18.118)

ただし、µ, ν = 0, . . . , 6 はコンパクト化されていない 7 次元部分の、i, j = 7, 8, 9 は S3 上の座標

の添え字を表す。g̃ij は半径が 1 の S3 上の計量を表している。
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反対称テンソル場に対しては、SO(4) 不変性より次のように置くことができる。

H
(10)
3 =

1
6
H(7)

µνρdxµ ∧ dxν ∧ dxρ +
N

2π2

1
e3ρ

ê7 ∧ ê8 ∧ ê9 (18.119)

さらに SO(4) 不変性のためにディラトン場 φ は内部空間の座標 xi に依らない。

§A.7.4で説明されているように、半径の変動を表すモードは運動方程式と矛盾することなく定
数 r0 とおくことができる。そこでここでも eρ = r0 のように定数におくことにしよう。S3 の半

径 r0 とフラックスの本数 N は公式 (A.146) で次のように与えられる。

N = 4π2r2
0. (18.120)

このように定義される r0 は N 枚重なった NS5-ブレーンの地平面近傍での S3 の半径を与える。

このようにして、7 次元の理論は重力場 gµν と反対称テンソル場 H
(7)
µνρ、そしてスカラー場 φ を

含む理論を得る。その 7 次元での作用は次のようになる。

S

2π
=

∫
d7x

e(7)

e2ϕ

(
R(7) + 4(∂ϕ)2 +

4
r2
0

− 1
12

H2
µνρ

)
(18.121)

ただし 10 次元のディラトン場 φ の代わりに、7 次元での新たなディラトン場 ϕ を次の式によっ

て定義した。
2π2r3

0

e2φ
=

1
e2ϕ

. (18.122)

作用 (18.121) は確かに 7 次元 N = 1 超重力理論の B2 形式での作用（(18.17) と (18.52) との和）
の R-一重項部分に一致している。ただしパラメータ r0 とゲージ結合定数 gR の間の関係は

1
r0

= gR (18.123)

と与えられる。

18.4.2 左不変な群多様体によるコンパクト化

群多様体を内部空間とするコンパクト化を考えよう。g → ghR をゲージ化すると、

σ = g−1dg → h−1
R g−1d(ghR) = h−1

R (σ + d)hR (18.124)

したがって、ゲージ場 A を導入し、その変換則を

A → A′ = h−1
R (A + d)hR (18.125)

としておけば、共変化された σ として、σcov を次のように定義することができる。

σcov = σ −A (18.126)

変換則 (18.125) より共変微分 D、場の強さ F は次のように取るべきことがわかる。

D = d + A, F = dA + A ∧A. (18.127)

場の強さを成分で書けば

F a
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + fabcA

b
µAc

ν . (18.128)
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捩率を無視すればスピン接続は多脚場を用いて次のように表される。(1.110)

ω
M̂−ÂB̂

=
1
2
(−SB̂

ÂM̂
+ SÂ

B̂M̂
− SM̂

ÂB̂
) (18.129)

ただし、SÂ

M̂N̂
は次のように定義される。

SÂ

M̂N̂
= eM

M̂
eN

N̂
(∂MeÂ

N − ∂NeÂ
M ). (18.130)

まず、XÂ

M̂N̂
の成分を計算してみよう。成分 Sâ

m̂n̂
は (A.181) を用いれば次のように構造定数にな

ることがわかる。

Sâ

m̂n̂
= −1

k
famn. (18.131)

次に、Sâ
µν を見てみよう。

Sâ

µ̂ν̂
= ek

µ̂
el

ν̂
Sâ

kl + eκ

µ̂
eλ

ν̂
Sâ

κλ = −kF a

µ̂ν̂
(18.132)

となり、(18.128) のように定義されるゲージ場の強さに一致する。

Sâ

µ̂n̂
= ek

µ̂
el

n̂
Sâ

kl = −Ak

µ̂
fkna (18.133)

これら以外に 0 でない成分は、内部空間とは無関係な成分 Sα̂

µ̂ν̂
である。

これらを用いれば、スピン接続の成分を簡単に計算することができる。まず、m 方向については

ω
m̂−α̂β̂

=
k

2
F m̂

α̂β̂
, ω

m̂−α̂̂b
= 0, ω

m̂−â̂b
= − 1

2k
f

m̂â̂b
. (18.134)

一方、µ 方向については

ω
µ̂−α̂β̂

, ω
µ̂−α̂̂b

=
k

2
F b̂

α̂µ̂
, ω

µ̂−â̂b
= Ac

µ̂
facb. (18.135)

これらの成分は全て内部空間の座標には依存しない。

最後に、これらを用いて曲率テンソルを計算しよう。曲率テンソルは次のように与えられる。

R
M̂N̂−ÂB̂

= SK̂

M̂N̂
ω

K̂−ÂB̂
+∂

M̂
ω

N̂−ÂB̂
−∂

N̂
ω

M̂−ÂB̂
+ω

M̂−ÂĈ
ω

N̂−ĈB̂
−ω

N̂−ÂĈ
ω

M̂−ĈB̂
(18.136)

この式中のスピン接続の微分は、全ての添え字が局所ローレンツ系のものを微分している。このテ

ンソルが SU(2)R ゲージ変換に対して共変量として振舞うことから、一つ、あるいは３つの 7 次
元添え字を持つ成分は 0 になることがわかる。したがって独立なものは次の 3 つである。まず、
全ての添え字が内部空間の方向を向いている場合には、(A.212) より、

R
m̂n̂−â̂b

=
1

4k2
f

m̂n̂k̂
f

k̂â̂b
(18.137)

次に、内部空間の添え字とコンパクト化されていない方向の添え字が混ざった成分は次のように与

えられる。

R
m̂ν̂−âβ̂

=
k2

4
F a

ν̂γ̂
Fm

γ̂β̂
(18.138)

全ての添え字がコンパクト化されていない方向を向いている場合には

R
µ̂ν̂−α̂β̂

= R0

µ̂ν̂−α̂β̂
+

k2

2
F a

µ̂ν̂
F a

α̂β̂
− k2

4
F a

µ̂α̂
F a

ν̂β̂
+

k2

4
F a

µ̂β̂
F a

ν̂α̂
(18.139)

Rmnαβ のような成分も 0 ではないが、ビアンキの第一恒等式を用いることで (18.138) で表すこと
ができる。

これらを用いると、スカラー曲率は次のように与えられる。

R = R0 +
1

4k2
fabcfabc − k2

4
F a

µνF aµν (18.140)
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18.4.3 ゲージ場部分の導出

群多様体が S3 = SU(2) の場合を考えてみよう。生成子の規格化を次のように決めておく。

T fund
a = − i

2
τa, fabc = εabc (18.141)

群多様体上の座標を具体的に

g = eφTzeθTxeψTz (18.142)

とおけば、σa は次のように与えられる。

σx = sin ψdθ − cosψ sin θdφ, σy = cos ψdθ + sin ψ sin θdφ, σz = dψ + cos θdφ. (18.143)

場の強さは次のように与えられる。

F a
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + εabcA

b
µAc

ν . (18.144)

ここで用いている SU(2) ゲージ場は以前に用いていたものとは規格化が異なる。ここで用いる Aa
µ

と以前に用いた V a
µ は次の関係にある。

Aa
µ = 2gRV a

µ . (18.145)

計量に対する anzats (18.118) は、SU(2)R に対するゲージ不変性を要請すれば (18.126) を用い
て次のように修正されなければならない。

ds2 = g(7)
µν dxµdxν +

r2
0

4

∑
a=x,y,z

(σa −Aa)2, eâ =
r0

2
σa −Aa. (18.146)

すなわち、計量の非対角成分として SU(2) ゲージ場 A が現れる。これと同様に、H3 についても

変更しなければならないのであるが、その anzats をどのように置くべきかはすぐにはわからない。
そこでまず SO(4) １重項のみが値を持つ背景上で 7 次元の超対称性がどのように現れるかを見て
みよう。これを知っていると、超対称性が残るべしという条件を用いることで H3 に対する anzats
を決定することができる。

そういうわけで、まずはゲージ場 A が 0 である場合の S3 上のKilling spinor 条件を調べよう。
キリングスピノル方程式は

0 = δψµ = Dµξ +
1
8
Hµαβγαβξ = ∂µξ +

1
4

(
ω

µ−α̂β̂
+

1
2
H

µα̂β̂

)
γα̂β̂ξ. (18.147)

であるが、(18.119) と (18.134) より

ω
m̂−â̂b

= − 1
r0

εmab, H3 = H
(7)
3 +

2
r0

ex̂ ∧ eŷ ∧ eẑ. (18.148)

であり、これらを代入すると上記のスピン接続と反対称テンソル場の寄与がちょうど相殺すること

がわかる。したがって確かに超対称性が残っており、そのキリングスピノルはここで取っている局

所ローレンツ座標系では定数スピノルとして与えられることが結論される。

ゲージ場が存在する場合には、スピン接続から新たな寄与 ω
m̂−α̂β̂

= (k/2)Fm

α̂β̂
が現れる。7 次

元での超対称性が残るためには、Killing spinor 方程式 (18.147) 中でこの寄与を打ち消すように
H3 も変更する必要がある。そのためには、H3 を次のように変更すればよい。

H
(10)
3 = H

(7)
3 +

2
r0

ex̂ ∧ eŷ ∧ eẑ − r0

2
eâ ∧ F a

2

= H
(7)
3 +

r2
0

4

[
ω3 + d(σa ∧Aa) + σx ∧ σy ∧ σz

]
(18.149)
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ただし ω3 は次のように定義される Chern-Simons form である。

ω3 = Aa ∧ F a
2 −Ax ∧Ay ∧Az = Aa ∧ dAa +

1
3
εabcA

a ∧Ab ∧Ac (18.150)

このように与えられた H
(10)
3 はビアンキ恒等式 dH

(10)
3 = 0 を満足していなければならない。この

ことから 7 次元の反対称テンソル場に対するビアンキ恒等式 d[H(7)
3 + (r2

0/4)ω3] = 0 が得られ、
H

(7)
3 はポテンシャル B2 を用いて次のように与えられる。

H
(7)
3 = dB2 − r2

0

4
ω3. (18.151)

対応関係 (18.123) や (18.145) を用いて書き換えるとこの H
(7)
3 は (18.44) に与えたものと同じで

あることがわかる。

こうして、計量および反対称テンソル場に対してどのような anzats を置けばよいかが決定した。
あとはこれらを作用に代入すれば、7 次元の超重力理論のボゾン部分の作用を得ることができる。
スカラー曲率と反対称テンソル場の運動項からはそれぞれ次の寄与が得られる。

R = R(7) − r2
0

16
(F a

µν)2 +
6
r2
0

, − 1
12

(H(10)
3 )2 = − 1

12
(H(7)

3 )2 − r2
0

16
(F a

µν)2 − 2
r2
0

. (18.152)

したがって、7 次元の作用は次のように与えられる。

S

2π
=

∫
d7x

e(7)

e2ϕ

(
R(7) + 4(∂ϕ)2 +

4
r2
0

− 1
12

H2
µνρ −

r2
0

8
(F a

µν)2
)

(18.153)

(18.123) や (18.145) をもちいて r0 と Aa
µ を gR と V a

µ で書きなおせば、これは確かに以前に与え

た 7 次元 N = 1 超重力理論のボゾン部分（(18.17) と (18.52) との和）に一致している。

18.4.4 超対称性

10 次元の超対称変換が正しく 7 次元の超対称変換を再現することをフェルミオンの変換則につ
いて確認しておこう。R-対称性がゲージ化された 7 次元超重力理論の超対称変換は次のように与
えられる。

δψµ = Dµξ +
1
8
Hµαβγαβξ +

ir0

4
F a

µαγασaξ, (18.154)

δλ = (∂\ϕ)ξ +
1
2
H\ 3 +

ir0

4
F\ a

2σaξ +
1
r0

ξ. (18.155)

ただし、対応関係 (18.123) や (18.145) を用いて gR や V a
µ を r0 と Aa

µ によって書きかえた。変

換パラメータ ξ は SU(2)R 二重項であるから、ψµ の変換則中の微分は重力と SU(2) ゲージ場の
両方に対する共変微分である。ここでは SU(2) の生成子を (18.141) のようにとっているから共変
微分は次のように与えられる。

Dµξ = ∂µξ − i

2
Aa

µτaξ +
1
4
ω

µ−α̂β̂
γα̂β̂ξ. (18.156)

10 次元の γ-行列 ΓM を次のように 7 次元の γ 行列と内部空間の 3 次元の γ 行列を用いて分解

しよう。

Γµ̂ = τx ⊗ 1⊗ γµ̂, Γâ = −τy ⊗ τa ⊗ 1, Γ1̂1 = τz ⊗ 1⊗ 1. (18.157)
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まず、10 次元における共変微分は

D
(10)

µ̂
ξ = ∂

µ̂
ξ +

1
4
ω

µ̂α̂β̂
Γα̂β̂ξ +

1
4
ω

µ̂â̂b
Γâ̂bξ +

1
2
ω

µ̂α̂̂b
Γα̂̂bξ

= ∂
µ̂
ξ +

1
4
ω

µ̂α̂β̂
Γα̂β̂ξ − i

2
Aĉ

µ̂
τcξ +

ir0

8
F b

µ̂α̂
γα̂τ bξ

= D
(7)

µ̂
ξ +

ir0

8
F b

µ̂α̂
γα̂τ bξ. (18.158)

一方、H\ (10)
3 の寄与は (18.149) を用いれば、

1
8
H

(10)

µ̂ÂB̂
ΓÂB̂ξ =

(
1
8
H

(7)

µ̂α̂β̂
Γα̂β̂ − r0

8
F a

µ̂ν̂
Γν̂â

)
ξ =

(
1
8
H

(7)

µ̂α̂β̂
γα̂β̂ +

ir0

8
F a

µ̂ν̂
γν̂τa

)
ξ. (18.159)

ただし、スピン接続に対する公式 (18.135) や、γ-行列に対する次の関係式を用いた。

Γα̂β̂ξ = γα̂β̂ξ, ε
ĉ̂âb

Γâ̂bξ = 2iτcξ, Γα̂̂bξ = −iγα̂τ bξ (18.160)

これらの式を加えると、7 次元の変換則が再現される。
ディラティーノについても同様である。(18.149) より次の式が成り立つ。

1
2
H\ (10)

3 ξ =
(

1
12

H
(7)

µ̂ν̂ρ̂
Γµ̂ν̂ρ̂ +

1
r0

Γ7̂̂8̂9 − r0

8
F a

µ̂ν̂
Γµ̂ν̂a

)
ξ

=
(

1
2
H\ (7)

µ̂ν̂ρ̂
+

1
r0

+
ir0

4
F\ a

2τa

)
ξ (18.161)

ここで、10 次元の γ 行列と 7 次元の γ 行列およびパウリ行列の間の次の関係式を用いた。

Γµ̂ν̂ρ̂ = γµ̂ν̂ρ̂, Γ7̂̂8̂9 = 1, Γµ̂ν̂a = −iγµ̂ν̂τa. (18.162)

これを用いれば、ディラティーノの変換則も正しく再現される。

18.5 古典解

18.5.1 線形ディラトン解

ここでは B2 形式の N = 1 超重力理論のいくつかの単純な古典解を、Killing spinor 条件を用
いて求める。これらはどれも NS5-ブレーンの地平面近傍と解釈することもできる。まずはもっと
も簡単な例として、ある 1 次元の座標 r にのみ場が依存しており、それ以外の座標については 6
次元のポアンカレ対称性が存在する場合を考えてみよう。この場合、次の anzats をおくことがで
きる。

ds2 = a2(r)ηijdxidxj + dr2, ϕ = ϕ(r), H3 = F a
2 = 0. (18.163)

この場合、δψµ が 0 になるという条件は Dµξ = 0 と書けるが、ゲージ場が 0 であるから Dµ は

通常の共変微分である。したがって、Dµξ = 0 の解が存在するためには背景は平坦でなければな
らず、a(r) = 1 と決定される。ディラトン場 ϕ(r) の関数形は δλ = 0 から得られる次の微分方程
式を解くことで得られる。

δλ = γr̂(∂rϕ)ξ +
1
r0

ξ = 0. (18.164)
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ここで、r の向きを適当に取ることによって γr̂ξ = xi を満足するようにしよう。これはこの解が

1/2 BPS であることを意味している。この式に非自明な解が存在するためにはディラトン場が次
のように与えられなければならない。

ϕ(r) = − r

r0
. (18.165)

この解を 10次元へ持ち上げると、NS5-ブレーン解の地平面近傍の構造を表していることがわかる。

18.5.2 ディラックモノポール解

次に、SU(2)R ゲージ場 F a
2 のうちのある U(1) 部分のみに注目し、ディラックモノポールを表す

解を構成してみよう。規格化は (18.141) によって与えられているが、これによれば exp 4πT3 = 1
によって量子化条件が決定される。すなわち、ゲージ場は次の量子化条件を満足する。

∫
F 3

2 = 4πQ, Q ∈ Z. (18.166)

さらに、S2 上でスピノルが定義されるためには接空間束のねじれとゲージ束の捩れが相殺され

る必要がある。これは Q = ±1 であることを要求する。Q の符号は SU(2) のゲージ変換を用いれ
ば反転させることができるので、どちらかに固定することができる。ここでは +1 に取っておこ
う。anzats は次のようにおくことができる。

ds2 = a2(r)ηijdxidxj + dr2 + b2(r)dΩ2
2, ϕ = ϕ(r),

F z

θ̂φ̂
=

1
b2

, F x
2 = F y

2 = H3 = 0. (18.167)

δψi = 0 と δψr = 0 に注目すると、これらは xi と r によって張られる 5 次元空間が平坦である
ことを要求している。従って、関数 a は a(r) = 1 と決定される。
具体的に S2 上に次の座標を導入しよう。

dΩ2
2 = dθ2 + sin2 θdφ2. (18.168)

このとき、S2 上のスピン接続とゲージ場は次のように書くことができる。

ω
φ̂θ̂

= cos θdφ, A3 = − cos θdφ (18.169)

これらを用いて δψθ と δψφ をあらわに書き下すと、次の式を得る。

δψθ = ∂θξ +
1
2
γθ̂r̂(b′ +

ir0

2b
γr̂θ̂φ̂σ3)ξ, (18.170)

δψφ = ∂φξ +
1
2

cos θγφ̂θ̂(1 + iγθ̂φ̂τ3)ξ +
1
2

sin θγφ̂r̂(b′ +
ir0

2b
γr̂θ̂φ̂σ3)ξ. (18.171)

まず、δψθ が消えるためには、ξ が定数であり、次の式が成り立てばよい。

(1 + iγθ̂φ̂τ3)ξ = 0, (18.172)

さらにこのとき δψφ が消えるには次の式が成り立つ必要がある。

(b′ − r0

2b
γr̂)ξ = 0 (18.173)
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したがって、ξ は γr̂ の固有スピノルである必要があるが、この固有値をそのまま γr̂ と書くと、関

数 b は次のように与えられる。

b2(r) = γr̂r0r (18.174)

ただし、r の原点をずらすことで積分定数を吸収した。b2 は常に正でなければならないから、γr̂

の値によって r が正の側か負の側の片方だけが許される。そこで、座標 r の向きを適当にとって

r が正の側で b2 > 0 となるようにしよう。これは γr̂ = 1 と取ることと等価である。このことと、
先ほどの条件 (18.172) より、この解が 1/4 BPS であることがわかる。
さらに、ディラトン場について δλ = 0 より微分方程式

δλ = ∂rϕ− r0

4b2
+

1
r0

(18.175)

が得られるから、積分すれば次の解を得る。

ϕ =
1
4

log r − r

r0
+ c. (18.176)

ただし c は積分定数である。ここで得られた解はその中心部分 r = 0 において ϕ が発散し、計量

も特異になっている。これはそもそもディラックモノポールを考えているのであるから当然の結論

である。実際、A3
µ 以外のゲージ場の成分を用いて、中心部分を ’t Hooft Polyakov モノポールに

置き換えればこれらの特異性は消滅する。

18.5.3 SU(2) モノポール解

次に、SU(2)R ゲージ群をフルに使って ’t Hooft-Polyakov モノポールの解を構成しよう。[73]
ゲージ群を U(1) から SU(2) に持ち上げて r が大きいところで先ほどの解に漸近する ’t Hooft-

Polyakov モノポールを表すためにゲージ場を次のようにおこう。

A1 = g(r)dθ, A2 = −g(r) sin θdφ, A3 = − cos θdφ. (18.177)

対応する場の強さは次のように与えられる。

F 1 = g′dr ∧ dθ, F 2 = −g′ sin θdr ∧ dφ, F 3 = (1− g2) sin θdθ ∧ dφ. (18.178)

計量と H3 の形は次のように仮定する。

ds2 = dr2 + f2(r)dΩ2
2, H3 = 0. (18.179)

これらを用いると、グラビティーノの変換則は次のように与えられる。

δψr = ∂rξ +
ir0

4
g′

f
(γθ̂τx − γφ̂τy), (18.180)

δψθ = ∂θξ

+
1
2
(−igτxξ + f ′γθ̂r̂ξ) +

ir0

4

(
−g′γr̂τxξ +

1− g2

f
γφ̂τzξ

)
, (18.181)

δψφ = ∂φξ +
1
2

cos θ(iτzξ − γθ̂φ̂ξ)

+
1
2

sin θ(igτyξ − f ′γr̂φ̂ξ) +
ir0

4
sin θ

(
g′γr̂τyξ − 1− g2

f
γθ̂τzξ

)
. (18.182)
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r が大きいところでは前に考えたディラックモノポール解に漸近すると仮定しているから、無限遠

での Killing spinor ξ0 は次の式を満足する定数スピノルである。

− iγθ̂φ̂τzξ0 = ξ0, γ r̂ξ0 = ξ0. (18.183)

ここで考えている SU(2) モノポール解が 1/4 BPS 解であり、(18.183) 以上に超対称性を破らない
ことを仮定しよう。有限の r でのキリングスピノルは方程式 δψr = 0 を解くことにより、次のよ
うに与えられる。

ξ(r) = exp
−ih(r)

2
(γθ̂τx − γφ̂τy)ξ0 = (cos h− iγθ̂τx sinh)ξ0. (18.184)

ここで関数 h(r) を次のように定義した。

h′(r) =
r0g

′

2f
, h(∞) = 0. (18.185)

キリングスピノル (18.184) を (18.181) と (18.182) に代入すれば、次の式を得る。

δψθ = −iA(r)τxξ0 + B(r)γθ̂ξ0, δψφ = sin θ(iA(r)τyξ0 + B(r)γφ̂ξ0). (18.186)

ただし A(r) と B(r) は次のように定義される。

A(r) =
(

1
2
g +

r0

4
g′

)
cosh−

(
1
2
f ′ +

r0

4
1− g2

f

)
sin h, (18.187)

B(r) =
(
−1

2
g +

r0

4
g′

)
sin h +

(
1
2
f ′ − r0

4
1− g2

f

)
cos h (18.188)

(18.186) の二つの変分が 0 になるためには、A(r) = B(r) = 0 である必要がある。この微分方程
式を解くと次の解が得られる。[73]

f2 = r0r coth
2r

r0
− r2

sinh2 2r
r0

− r2
0

4
, g =

2r
r0

sinh 2r
r0

. (18.189)

ディラティーノの変換則を見てみよう。anzats を代入すると、次のように与えられる。

δλ = γr̂(∂ϕ)ξ +
ir0

4

(
g′

f
γr̂θ̂τx − g′

f
γr̂φ̂τy +

1− g2

f2
γθ̂φ̂τz

)
ξ +

1
r0

ξ. (18.190)

これに (18.184) を代入すれば、

δλ =
(

(∂ϕ) cos h +
r0

2
g′

f
sin h− r0

4
1− g2

f2
cos h +

1
r0

cos h

)
ξ0

+i

(
(∂ϕ) sin h− r0

2
g′

f
cos h +

r0

4
1− g2

f2
sin h− 1

r0
sin h

)
γθ̂τxξ0 (18.191)

ここからは次の二つの式を得ることができる。

∂rϕ =
(

r0

4
1− g2

f2
− 1

r0

)
cos(2h),

r0

2
g′

f
=

(
r0

4
1− g2

f2
− 1

r0

)
sin(2h). (18.192)

これらのうち二つ目は、A(r) と B(r) の線形結合であり、自動的に 0 になる。一つ目の式は次の
ように書き換えることができる。

ϕ′ = h′
cos(2h)
sin(2h)

=
1
2

d

dr
log(sin(2h)) (18.193)
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したがって、積分すると次の式を得る。

e2ϕ = e2ϕ0 sin(2h) (18.194)

ここで与えられた解を、[71, 72]に与えられている 10 次元超重力理論と 7 次元超重力理論の関
係を用いて 10 次元の解として考えると、S2 に巻きついた NS5-brane の近傍を表していると考え
られる。[74]。

18.5.4 AdS7

今度は位相項を含む B3 形式の 7 次元 N = 1 超重力理論のAdS7 古典解を求めよう。ここで

はゲージ場の成分は全て 0 であるとし、ディラトンの値は場所によらず一定であるとする。

L
2π

=
1

e2ϕ
(R + 4(∂ϕ)2 + f(ϕ)) (18.195)

ただし、宇宙項を表わす関数 f(ϕ) は次のように与えられる。

f(ϕ) = 4
(

g2
R +

gRζ

e2ϕ
− ζ2

8e4ϕ

)
. (18.196)

アインシュタイン方程式とディラトンの運動方程式は次のように与えられる。

Rµν − 1
2
gµν(R + f) + 2∇µ∂νϕ− 2gµν∇2ϕ + 2gµν(∂ϕ)2 = 0, (18.197)

R = 4(∂ϕ)2 − 4(∇2ϕ)− f +
1
2

df

dϕ
. (18.198)

ここで、ディラトンが一定であることを用いれば、次の式が得られる。

Rµν =
1
4

df

dϕ
gµν , f +

5
4

df

dϕ
= 2

(
gR − ζ

e2ϕ

)(
2gR − ζ

e2ϕ

)
= 0. (18.199)

二つ目の式より、取りうるディラトンの値には e−2ϕ = gR/ζ と e−2ϕ = 2gR/ζ の二つがあること

がわかる。それぞれに対してリッチテンソルは Rµν = −(3/2)g2
R と Rµν = −2g2

R であり、AdS7

であるとすればその半径はそれぞれ r0 = 2/gR と r0 =
√

3/gR である。これらのうち、前者だけ

が超対称性を残す。このことは δλ の変換則をみることによってわかる。

δλ = (∂\ϕ)ξ +
(

gR − ζ

e2ϕ

)
ξ. (18.200)

ディラトン ϕが定数であれば、右辺第２項が 0でなければならないが、これから直ちに e2ϕ = ζ/gR

を得る。また、グラビティーノの変換則は次のようになる。

δψµ = Dµξ − 1
2r0

γµξ. (18.201)

ただし、r0 = 2/gR を用いた。背景が半径 r0 の AdS7 であれば、この微分方程式は 8 個の独立
な解を持つ。すなわち、この背景上では 8 個の大域的超対称性が破れずに残っている。
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18.5.5 5-ブレーン解

次の anzats から出発しよう。
ds2 = a2(y)dx2

6 + dy2. (18.202)

キリングスピノル方程式は

a′

2a
γiγ6ξ − ζ

4e2ϕ
γiξ = 0, ϕ′γ6ξ +

(
gR − ζ

e2ϕ

)
ξ = 0. (18.203)

ここで、γ6ξ = ξ の部分が大域的超対称性を表わすとしよう。このとき非自明な ξ に対する解が存

在するためには次の条件が満足されることが必要である。

a′

a
=

ζ

2e2ϕ
, ϕ′ = −

(
gR − ζ

e2ϕ

)
. (18.204)

この解は次のように与えられる。

e2ϕ = e−2gR(y−y0) +
ζ

gR
, a = a0

(
gR + ζe2gR(y−y0)

)1/4

. (18.205)

y0 と a0 は積分定数である。まず、y0 が実数の場合を考えると、座標変換によって次のように書

く事ができる。

e2ϕ = e−2gRy +
ζ

gR
, ds2 =

(
gR

ζ
+ e2gRy

)1/2

dx2
6 + dy2. (18.206)

この解は e2gRy と gR/ζ の大小関係で二つの領域に分けることができる。y が非常に大きいところ

では次の解に漸近する。

e2ϕ =
ζ

gR
, ds2 = egRydx2

6 + dy2. (18.207)

これは半径 r = 2/gR の AdS7 を表わしており、M5-ブレーンの地平面近傍を表わしているとみな
すことができる。一方、y が非常に小さい（負で絶対値が大きい）ところでは、解は次の形に漸近

する。

ϕ = −gRy, ds2 = dx2
6 + dy2. (18.208)

これはディラトンが座標に線形に依存しており、NS5-ブレーンの地平面近傍を表わしているとみ
なすことができる。

18.6 N = 2 超重力理論

ここでは N = 2 の理論がもつ大域的対称性について考えよう。N = 2 の理論は 11 次元の超重
力理論を T4 でコンパクト化するか、IIA 型超重力理論を T3 でコンパクト化することで構成する

ことができる。IIA 型超重力理論は 11 次元超重力理論の S1 コンパクト化として構成することが

できるため、11 次元の超重力理論から出発したほうが対称性が見やすいと思うかもしれないが必
ずしもそうではない。それは、IIA 型超重力理論は弦理論として解釈できるので、ローレンツ対称
性 SO(1, 9) が右回り部分と左回り部分に作用する二つの群の積 SO(1, 9)2 の部分群として表され
るからである。そこで以下ではこの両方の観点から 7 次元超重力理論の対称性をみてみよう。
まず、11 次元超重力理論を T4 コンパクト化したものとして 7 次元の理論を捕らえてみよう。

この場合、内部空間の T4 の対称性として内部対称性 SO(4) が現れる。(図 18.2)
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図 18.2: 11 次元超重力理論と 7 次元超重力理論の対称性の関係

次に 10 次元の IIA 型超重力理論から出発した場合を考えよう。この場合、一旦この理論を IIA
型の超弦理論として解釈すると便利である。これは閉弦の理論であり、ローレンツ対称性 SO(1, 9)
は弦上の場の左回り部分に作用するものと右回り成分に作用するものの二つに分けて考えること

ができるため、対称性は SO(1, 9)2 となる。ただしこの対称性は外場の真空期待値によってその
対角的部分群 SO(1, 9) に破れている。時空を T3 でコンパクト化すると、それぞれの SO(1, 9)
因子が SO(1, 6) × SO(3) にわかれる。従って、7 次元超重力理論の内部対称性は先ほどと同じ
SO(3)× SO(3) ∼ SO(4) となる。（図 18.3）

SO(1,9)
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SO(1,6) SO(3)SO(1,6) SO(3)

SO(1,6) SO(4)

10-dim supergravity
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7-dim closed string

7-dim supergravity

left moving part right moving part

spacetime symmetry internal symmetry

Lorentz symmetry internal symmetry

Lorentz symmetry

compactification

図 18.3: 10 次元超重力理論と 7 次元超重力理論の対称性の関係

このように、どちらのコンパクト化においても、内部対称性 SO(4) が明白になっている。しか
し実はこの二つの SO(4) は同じものではなく、コンパクト化の過程ではあらわに見ることができ
ない Sp(2) ∼ SO(5) 対称性の異なる部分群である。例えば、7 次元の 2-形式場を調べてみよう。
11 次元超重力理論を T4 でコンパクト化した場合、Aµνα が 4 つ、双対変換によって 2-形式場と
なる Aµνρ が一つの、あわせて 5 つがある。ここで SO(4) のベクトル表現に属する Aµνα は 10
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次元の IIA 型超重力理論の立場では R-R 3 形式場の Cµνα 成分と NS-NS 2 形式場 Bµν である。

そして R-R 3 形式場の Cµνρ が一重項に属する。一方、IIA 型超重力理論をコンパクト化して得
られる SO(4) 対称性について考えると、この対称性は NS-NS 場と R-R 場を混ぜないから、R-R
3 形式場の Cµνα 成分と Cµνρ 成分がベクトル表現を成し、NS-NS 2 形式場 Bµν が一重項を成す。

このことから、7 次元超重力理論は実際には SO(5) の対称性を持ち、5 つの 2-形式場が 5 次元ベ
クトル表現に属すると結論することができる。

実際に 11 次元の超重力理論を 4 次元トーラス T4 を用いて 4 次元分コンパクト化することに
よってN = 2 の 7 次元超重力理論の多重項を構成してみよう。
超対称変換のパラメータは 11 次元ではマヨラナスピノルである。7 次元のスピノル表現は擬実

である。従って、スピノルの最小単位はシンプレクティックマヨラナスピノル ξa (a = 1, 2)であ
り、ξ1 と ξ2 はそれぞれ 8 成分ディラックスピノルである。11 次元のスピノルは、7 次元では二つ
のシンプレクティックマヨラナスピノル ξa と ξȧ とに分解される。内部空間の回転対称性を表す二

つの Sp(1) 因子の二重項の添え字をそれぞれ点無し及び点付きの添え字を用いて表すことにする。
11 次元超重力理論には、グラビティーノ、重力、三階反対称テンソル場がある。これらの場が

T4 コンパクト化によってどのように分解されるかをまとめたのが表 18.2である。これらは、内

表 18.2: 11 次元超重力理論の T4 コンパクト化

11 dim 7 dim SO(1, 6) Sp(1)A × Sp(1)B Sp(2)R

ψM ψa
µ gravitino (2, 1) - 4

ψȧ
µ gravitino (1, 2) ©©©*

ψa
α fermion (1, 2) + (3, 2) - 16

ψȧ
α fermion (2, 1) + (2, 3) ©©©*

gMN gµν gravity (1, 1) - 1
gµα vector (2, 2) - 10
gαβ scalar (1, 1) + (3, 3) - 14

AMNP Aµνρ 2-form (1, 1) - 5
Aµνα 2-form (2, 2) ©©©*

Aµαβ vector (1, 3) + (3, 1) ¢
¢
¢
¢
¢¢̧

Aαβγ scalar (2, 2) ¢
¢
¢
¢
¢¢̧

部空間 T4 の回転対称性に相当する Sp(1)A × Sp(1)B の多重項に属している。しかし詳しく作用

を調べてみると、この理論は Sp(2) の R-対称性を持っており、T4 の回転対称性として見えてい

る Sp(1)A × Sp(1)B はその部分群であることがわかる。実際表 18.2にもあるように、全ての場は
Sp(2) の多重項にまとめることができる。
N = 2 の超重力理論にはここで得られた重力多重項のみが存在する。（表 18.3）従って、いくつ

かのパラメータを変更できるということを除き、理論はほぼ一意的に決まる。N = 1 の多重項に
分解すれば、重力多重項を一つ、Sp(1)′ の２重項に属するグラビティーノ多重項、Sp(1)′ の三重
項に属するベクトル多重項からなる。

スカラー場は SO(5) の 14 表現、すなわちトレースが 0 である対称テンソルの表現に属してい
る。実は、ここで考えている超重力理論は SU(5) の隠れた対称性を持っており、これらのスカラー
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表 18.3: 7 次元 N = 2 超重力理論の多重項。

multiplet field little group Sp(2)R d.o.f.

gravity multiplet gµν 14 1 14
Bµν 10 5 50
φ 1 14 14
ψµ 16 4 64
ψ 4 16 64
Aµ 5 10 50

場は多様体 SU(5)/ SO(5) 上に値を取る。

(gαβ , Aαβγ) → φ̃
ĩj
∈ SU(5)/ SO(5). (18.209)
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第19章 6 次元超重力理論

19.1 スピノル、ディラック行列、外微分形式

6 次元でのスピノルおよび γ 行列の性質をまとめておこう。スピノルのディラック共役は次のよ

うに定義する。

ψ = iψ†γ0. (19.1)

6 次元の荷電共役行列 C6 は次の関係式を満足する。

CT
6 = +C6, C6(γ

µ
6 )T = −γµ

6 C6. (19.2)

6 次元ではこの C6 を用いて定義される荷電共役演算 ψ → Cψ を二回続けて行うとマイナス符号

が現れる。すなわち 6 次元のスピノル表現は擬実（実負）である。これはマヨラナスピノルを定義
することができないことを意味している。しかし、スピノルをいくつか用意し、それらが別の群の

擬実な表現に属していれば、全体として実の表現となり、実条件を課すことができる。そのような

付加的な擬実表現として、Sp(k) の 2k 表現を取る事ができる。2k 表現の添え字を a, b, . . . で表

し、この表現に属するスピノルを ψa としよう。この場合、次のように荷電共役演算を定義する。

ψa
c = JabCψb. (19.3)

ただし、Jab は Sp(k) の反対称不変テンソルであり、次の性質を満足する。

JabJ∗bc = −δa
c . (19.4)

この性質のために、荷電共役演算 (19.3) を２回繰り返して行ったときに余分な −1 因子が現れ、
全体としてもとに戻る。したがって、この荷電共役演算に対して不変であるという実条件を課すこ

とができる。そのようにして定義されたスピノルをシンプレクティックマヨラナスピノルと呼ぶ。

スピノルの２次形式を作る場合、ディラック共役を用いて ηχ のように作る方法と荷電共役行列

を用いて ηCT−1χ のように作る方法の二つがある。荷電共役行列を用いる場合、C はしばしば省

略される。すなわち ηχ ≡ ηCT−1χ である。これらの２次形式は次の性質を満足する。

(ηχ) = ηCT−1
6 χ = −(χη), (ηχ)† = (χη). (19.5)

二つのフェルミオンの間に γ-行列を挟めば転置、エルミート共役どちらの場合にも γ-行列それぞ
れからマイナス符号が現れる。たとえば、γ-行列がひとつ挟まれている場合にはつぎの公式が成り
立つ。

(ηγµχ) = (χγµη), (ηγµχ)† = −(χγµη). (19.6)

特に、スピノルがシンプレクティックマヨラナである場合を考えよう。Sp(k) の添え字を a, b, . . .

とし、二つのシンプレクティックマヨラナスピノルを ηa および χb とする。実際には ηa に作用
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する Sp 群と χb に作用する Sp 群は同じものでなくてもよいのであるが、ここでは特に区別しな
い。上で述べた２種類の２次形式は次のように関係している。

(ηaχb) = Jac(ηcχ
b) (19.7)

この２次形式は次の性質を満足する。

(ηaχb) = −(χbηa), (ηaχb)† = (χbη
a). (19.8)

さらに、(19.7) と (19.8) を組み合わせることによって２次形式が次の実条件を満足していること
が示される。

(ηaχb)∗ = J∗acJ
∗
bd(η

cχd) (19.9)

さらに次のように二つの添え字が縮約されている場合には２次形式は実になる。

(ηaχa)∗ = (ηaχa) (19.10)

(19.8) の関係式とは異なり、(19.9) や (19.10) の両辺の相対符号は J の符号の定義に依存する。

フィルツ変換は次のように与えられる。以下の公式中のスピノルはすべて（シンプレクティック

マヨラナではない）ワイルスピノルである。

χLηR = −1
4

[
(ηRχL)14 − 1

2
(ηRγµνχL)γµν

]L

L, (19.11)

χLηL = −1
4

[
(ηLγµχL)γµ − 1

6
(ηLγµνρχ

L)γµνρ

]L

R. (19.12)

L と R をすべて入れ替えた同様の式も成り立つ。(19.12) を用いれば、次の式も成り立つ。

(φ
L
γαχL)(ηLγαψL) = (ηLγαχL)(φ

L
γαψL). (19.13)

さらに、スピノルがシンプレクティックマヨラナワイルである場合、次のものは任意のスピノルの

入れ替えに対して不変である。

(φL,aγαχL,b)(ηL,cγαψL,d) = (ηL,cγαχL,b)(φL,aγαψL,d) = (χL,bγαφL,a)(ηL,cγαψL,d) (19.14)

6 次元の完全反対称テンソル εµ1···µ6 と γ-行列の間の関係を次のように設定しよう。

γµ1···µ6γ7 = εµ1···µ6 . (19.15)

左辺は複素共役に対して不変であるから、ε-テンソルの成分は ±1 のどちらかである。符号をどの
ように取るかは特に指定しない。完全反対称テンソルと関連して、外微分形式の積分を次のように

定義する。 ∫
a6 =

∫
tr
8

(a\6γ
7) =

∫
1
6!

εµ1···µ6aµ1···µ6 . (19.16)

ただし a6 は任意の 6-形式であり、a\6 は γ 行列との積 a\6 = (1/6!)γµ1···µ6aµ1···µ6 を表している。

後ろ二つの表式が一致することは、定義 (19.15) による。Hodge 双対を次のように定義する。

(∗A)µ1···µ6−n =
1
n!

εµ1···µ6−nν1···νnAν1···νn (19.17)

この定義を用いれば、ゲージ場の運動項としてしばしばあらわれる二つの n-形式 An と Bn の内

積の積分を次のように表すことができる。∫
1
n!

Aµ1···µnBµ1···µn = (−)n+1

∫
An ∧ ∗Bn. (19.18)

3-形式については自己双対場および反自己双対場を定義することができる。

h\±3 =
1
2
(1± γ7)h\3, ∗h±3 = ±h±3 . (19.19)
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19.2 N = (1, 0) 超重力理論の多重項

10 次元から 7 次元までの全ての次元において、最小のスピノルの成分の数は実で数えて 16 で
ある。したがって、それらの次元における超重力理論は 10 次元の超重力理論をコンパクト化する
ことで得られるものと基本的に同じである。(実は R-対称性がゲージ化された超重力理論を考える
には 6 次元よりも 7 次元の超重力理論を考えるのが便利である。これについては後で詳しく述べ
る。) そこで、新たな構造が現れる 6 次元時空での超重力理論について考えてみる。具体的に作
用、変換則を与える前に、6 次元にはどのような種類の超重力理論が存在し、それらにどのような
多重項が含まれるのかをまとめておこう。

6次元のスピノルの最小単位はシンプレクティックマヨラナワイルスピノルである。6次元の超対
称性は、シンプレクティックマヨラナワイルスピノルで数えていくつあるかによって N = (NL, NR)
のように表される。NL と NR はそれぞれ左巻きおよび右巻きのシンプレクティックマヨラナワイ

ルスピノルがいくつあるかを表すスピノルである。このとき R-対称性は Sp(NL)× Sp(NR) であ
り、超対称電荷はそれぞれの Sp(N) 因子の 2NL 表現及び 2NR 表現に属している。従って、実の

ワイルスピノルで数えれば、それぞれのカイラリティの超対称電荷の個数は 2NL と 2NR である。

そのため、しばしば N = (2NL, 2NR) のように表現する場合もある。ここでは 2 倍しないほうの
表現を用いることにする。

6 次元の超重力理論としては (1, 0)、(1, 1)、(2, 0)、(2, 2) の 4 種類が存在する。（もちろん (0, 1)
や (0, 2) も存在するが、パリティ変換によって (1, 0) や (2, 0) と等価であるからここでは特に区別
しない。）まずは N = (1, 0) 理論について詳しく見ていこう。
超対称電荷はシンプレクティックマヨラナワイルであるために、超対称性の個数がもっとも少な

い場合であっても Sp(1)R の R-対称性がある。そこで R-対称性とヘリシティによって場を分類す
るのが便利である。

零質量粒子の運動量を kµ = (E, 0, 0, 0, 0, E) と固定しよう。このときヘリシティは 4 次元空間
(x1, . . . , x4) 上の回転対称性 SO(4) ∼ SU(2)1 × SU(2)2 によって分類される。6 次元 γ-行列をパ
ウリ行列と 4 次元 γ 行列を用いて

Γ0 = −iσy ⊗ 14, Γ5 = σx ⊗ 14, Γi = σz ⊗ γi. (19.20)

線形化された運動方程式に従うスカラー場 φ とフェルミオン場 ψR の間の超対称変換を考えよう。

変換パラメータを ξL とする。ψR と ξL の 6 次元でのカイラリティは右巻きと左巻きであるとす
る。線形化された運動方程式の解は次のように与えられる。

φ(x) ∼ eikx, ψR(x) ∼ uReikx. (19.21)

フェルミオンに対する運動方程式は (Γ0 − Γ5)uR = 0 を与える。これは (σz ⊗ 14)uR = uR を意

味する。質量次元の比較から、線形化された変換則は次のように与えられると予想される。

δφ ∼ ξ
L
ψR, δψR ∼ ∂\φξL. (19.22)

ξL を、σz の正の固有ベクトル ξL
+ と負の固有ベクトル ξL

− に分解しよう。uL についても同様に

uL
± に分解すると運動方程式より uL

− = 0 である。この変換則の中には ξL
− のみが現れている。こ

れは零質量粒子が超対称代数の「短い表現」に属しているためである。ヘリシティに対する超対称

変換は

δφ ∼ ξL
−uR

+, δuR
+ ∼ φξL

−. (19.23)
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4 次元のカイラリティ γ5 と 6 次元のカイラリティΓ7 の間の関係は Γ7 = σz ⊗ γ5 であるから、ξL
−

と uR
+ はどちらも同じ 4 次元のカイラリティを持っていることに注意しよう。つまり、どちらもヘ

リシティ (1, 2) を持っている。
同様の考察を 6 次元の超対称多重項に含まれる全ての粒子に行うと、表 19.1のようになる。

表 19.1: 6 次元 N = (1, 0) 超重力理論の多重項。より多くの超対称性をもつ理論においてはこれ
らのうちのいくつかが組み合わさってより大きな多重項をなす。

multiplet field little group Sp(1)R d.o.f.

gravity multiplet gµν (3, 3) 1 9
ψL

µ (3, 2) 2 12
B+

µν (3, 1) 1 3

gravitino(R) multiplet ψR
µ (2, 3) 1 6

/2 Aµ (2, 2) 2 8
ψL (2, 1) 1 2

tensor multiplet B−
µν (1, 3) 1 3

λ′R (1, 2) 2 4
ϕ (1, 1) 1 1

gravitino(L) multiplet ψL
µ (3, 2) 1 6

/2 B+
µν (3, 1) 2 6

vector multiplet Aµ (2, 2) 1 4
λL (2, 1) 2 4

hyper multiplet ψR (1, 2) 1 2
/2 φ (1, 1) 2 2

表中のスピノルは全てシンプレクティックマヨラナワイルスピノルである。6 次元のスピノル表
現は実負であるから、マヨラナ条件を課す事ができるためにはスピノルはローレンツ対称性とは異

なる別の対称性の実負表現に属していなければならない。ある場合にはこれは Sp(1)R 対称性の 2
表現であるが、そうでない場合には超対称性とは直接関係の無い大域的対称性の実負表現に属して

いなければならない。表 19.1においてはそのような対称性は無視している。表中で /2 と書いてあ
る多重項は実際にはほかの対称性の多重項に属しており、常に偶数個が組になって表れる。

この表からもわかるように、それぞれの 6次元超対称多重項内の粒子は全て SU(2)1 の同じ表現、
3、2、1の 3つの表現のうちのどれかに属している。SU(2)2×Sp(1)R については、3×1+2×2+1×1
と 2× 1 + 1× 2 の二つのパターンがある。これらの組み合わせとして、N = (1, 0) 超重力理論に
は 6 つの多重項が存在する。これら 6 つのうち、二つのグラビティーノ多重項はしばしば無視さ
れる。それは、このような多重項を含む超重力理論は通常より大きな超対称性を持っているので、

N = (1, 0) の超対称性だけをもつ超重力理論にはグラビティーノ多重項は現れないからである。し
かしここでは、あとでより大きな超対称性をもつ理論の多重項を N = (1, 0) 多重項の組み合わせ
として表すために必要であるので表に含めておいた。

N = (1, 0) の超対称性をもつ理論を構成する一つの方法は、11 次元、あるいは 10 次元の超重
力理論からコンパクト化によって構成する方法である。例えば I 型超重力理論を T4 でコンパクト

化すると、内部空間についての回転対称性を表す Sp(1)× Sp(1) の R-対称性を持つ N = (1, 1) 超
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重力理論が得られる。この理論から片方の Sp(1) について不変でない場を全て消去すると重力多
重項のほかにテンソル多重項とハイパー多重項を一つずつ含むN = (1, 0) 超重力理論が得られる。

19.3 重力多重項とテンソル多重項

N = (1, 0) 超対称性を持つ 6 次元超重力理論のもっとも簡単な例として重力多重項のほかにテ
ンソル多重項を一つだけ含む理論を考えよう。この理論は自己双対、および反自己双対なテンソル

場を一つずつ含むので、それらを一つのテンソル場と見なすことにより作用を用いた議論をするこ

とができる。この理論はヘテロ型超重力理論によく似た次の作用によって記述される。

6 次元超重力理論¶ ³

作用は次の部分の和として与えられる。まずボゾン場の運動項が

Lgrav

2π
=

e

e2ϕ
[R + 4(∂µϕ)2],

LH

2π
= − e

e2ϕ

1
2 · 3!

h2
µνρ, (19.24)

ただし、ゲージ場の強さはポテンシャル b2 によって h3 = db2 と書ける。フェルミオンの作

用は h3 を含まない部分と含む部分の二つに分けられる。

LfDf

2π
=

e

2e2ϕ
(ψµD\ (ω)

γµνψν − ψµD\ (ω)
γµλ− λD\ (ω)

γµψµ + λD\ (ω)
λ), (19.25)

LfHf

2π
=

∫
e

e2ϕ

1
6
hµνρκ

µνρ. (19.26)

ただし κ3 はフェルミオンの２次形式で、自己双対部分と反自己双対部分に分けて κ3 = κ+
3 +κ−3

とおけばそれぞれ次のように与えられる。

κ−µνρ =
1
8

(
−ψL

αγ[αγµνργ
β]ψL

β + ψL
αγαγµνρλ

R + λRγµνρλ
R
)

(19.27)

κ+
µνρ = −1

8
(ψL

αγµνργ
αλR) (19.28)

この理論の超対称性変換は次のように与えられる。フェルミオンの変換則は、

δψa
µ = D(ω)

µ ξa +
1
8
(h\3γµ + γµh\3)ξ

a (19.29)

δλa = (∂\ϕ)ξa +
1
2
h\3ξ

a. (19.30)

ボゾン場の変換則は

δeµ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂,a
γµξa), δϕ =

1
8
(λaξa), δbµν =

1
4
(−ψµ,aγνξa + ψν,aγµξa). (19.31)

µ ´
実際に変分計算を行うことによって、上記の作用が上記の超対称変換のもとで不変であることを

チェックするのは簡単である。実際この計算はすでに IIA 型超重力理論において行ったものとまっ
たく同じになる。（以前に述べたように、この計算は次元によらずに行うことができる。）

上記の変換則をみると、ϕ の変換は λ のみを含み、λ の変換は ϕ と h−3 のみを含むことがわか

る。したがって (ϕ, λ, h−3 ) が一つの多重項（テンソル多重項）を成すと推測される。実際この理論
からテンソル多重項だけを取り除き、重力多重項の場だけからなる理論を構成することができる。

このときディラトン場も無くなる（0 になる）ことに注意しよう。このとき反対称テンソル場につ
いての結合定数 eϕ は 1 になるがこのおかげで自己双対部分と反自己双対部分に分けることができ
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る。（結合定数が 1 でない場合には素電荷と素磁荷が異なるので、自己双対場を考えることができ
ない。）こうして得られる極小理論は反対称テンソル場 h3 の自己双対部分だけを含むので、簡単

に作用を用いて表すことができない。運動方程式のレベルであれば次の truncation を行うことで
重力多重項のみからなる理論を得ることができる。

6 次元 N = (1, 0) 極小超重力理論¶ ³

重力多重項のみを含む最小の 6 次元 N = (1, 0) の超重力理論を得るには、先ほど与えたテン
ソル多重項を含む理論の作用から運動方程式を導き、その運動方程式に対して次の truncation
を行えばよい。

ϕ = λ = 0, h−3 −
1
2
κ−3 = 0. (19.32)

この理論は反対称テンソル場 h3 の自由度のうち自己双対部分 h+
3 のみを含むので、作用を用

いて表わすことは簡単にはできない。超対称変換についても、前記の超対称変換に対して上

記の truncation を行うことで得ることができる。
µ ´
まずこの truncation が運動方程式に矛盾しないことを確かめておこう。式を簡単にするために、
まずアインシュタイン計量に移っておくのがよい。そのために、次のワイル変換を行う。

gµν → eϕgµν , ψ
m̂
→ e−ϕ/4ψ

m̂
, λ → e−ϕ/4λ. (19.33)

さらに、グラビティーノ ψµ とディラティーノ λ の間の混合を解くために、グラビティーノを次

のように置きかえる。

ψµ → ψµ +
1
4
γµλ. (19.34)

これらの変換は ϕ = λ = 0 の場合には恒等変換であるから、truncation を行った後に得られる理
論には何の影響も与えないが、この truncation がディラトンやディラティーノの運動方程式と矛
盾しないことを示すには便利である。

上記の変換を行った結果、アインシュタイン計量でのラグランジアンは次のように与えられる。

L = e[R− (∂µϕ)2]− e

12e2ϕ
h2

µνρ −
e

2
ψµγµνρDνψρ − e

8
λD\ λ

+
e

6eϕ
hµνρκ

µνρ − e

2
λγµ(∂\ϕ)ψµ. (19.35)

フェルミオンの二次形式 κµνρ はアインシュタイン計量では次のように与えられる。

κµνρ = κ+
µνρ + κ−µνρ, κ+

µνρ = −1
8
ψαγµνργ

αλ, κ−µνρ = −1
8
ψαγ[αγµνργ

β]ψβ − 1
16

λγµνρλ.

(19.36)
ただし、κ+

3 と κ−3 はそれぞれ κ3 の自己双対部分と反自己双対部分である。h3 に対する運動方程

式とビアンキ恒等式は次のように与えられる。

dh3 = 0, d ∗ (e−2ϕh3 − e−ϕκ3) = 0. (19.37)

ϕ = λ = 0 の場合、これらの和、及び差をとると、次のように h±3 に対する式が得られる。

d

(
h+

3 +
1
2
κ−3

)
= 0, d

(
h−3 −

1
2
κ−3

)
= 0. (19.38)

ここで、λ = 0 のときに κ+
3 = 0 であることを用いた。これらのうち二つ目と矛盾しないために

は、h−3 に対する拘束条件を単に h−3 = 0 ではなく (19.32) のように置く必要がある。さらに、ディ
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ラトンとディラティーノの運動方程式が truncation と矛盾しないこともチェックしておかなけれ
ばならない。それぞれの運動方程式は次のように与えられる。

− 2D(ω)2ϕ =
1

6e2ϕ
h2

µνρ −
1

6eϕ
hµνρκ

µνρ +
1
2
D(ω)

α (λγµγαψµ), (19.39)

1
4
D\ (ω)

λ =
1

8eϕ
(−h\+

3 λ + γαh\−3 ψα)− 1
2
γα(∂\ϕ)ψα. (19.40)

これらの式の右辺が (19.32) が成り立つときに（ここでは無視しているフェルミオンの高次の項を
除いて） 0 になることは直ちに示すことができる。従って、拘束条件 (19.32) は運動方程式と矛盾
しない。

次に、超対称変換が拘束条件と矛盾しないことを確認しよう。ここでは再び弦計量の式を用いて

議論する。δϕ は λ を含んでおり、δλ は ∂µϕ または h−3 を含んでいるから、δϕ = δλ = 0 である
ことが言える。h−3 の拘束条件に対する無矛盾性、

δ
(
h3 − ∗h3 − κ−3

)
= 0. (19.41)

を示すには、運動方程式を用いる必要があり、すこし面倒である。式を少しでも簡単にするため

に、超対称変換で不変な任意の 3-形式場 Λ3 を導入して、(19.41) の代わりに次の式を示すことに
しよう。 ∫

Λ3 ∧ δ
(
h3 − ∗h3 − κ−3

)
= 0. (19.42)

こうすることで浮いた添字がなくなり、式が書きやすくなる。

まず、第１項を見てみよう。b2 の変換則を用いると、

δ

∫
Λ3 ∧ h3 =

∫
d6x

e

3!2
εαβγδεζΛαβγD

(ω)
δ

(
1
4
ψµ〈γεζγ

µ〉1ξ
)

=
∫

d6x
e

4 · 3!
ΛαβγD

(ω)
δ

(
ψµ〈γαβγδγµ〉5ξ

)

=
∫

d6x− e

4
D

(ω)
δ (ψµ〈γδΛ\3γ

µ〉5ξ). (19.43)

一行目から二行目へ移るには γ 行列の Hodge 双対の式 ∗γ2 = −γ4γ
7 を、３行目への移行には

(1/6)Λαβγγαβγδ = 〈Λ\3γ
δ〉4 を用いた。

二項目は Hodge star があるので、その中に含まれる計量も変分しなければならないことに注意
する必要がある。まず、h3 に含まれる b2 の変換からは

− δB

∫
Λ3 ∧ ∗h3 = −

∫
d6x

e

2
ΛµνρD(ω)

µ

(
1
4
ψα〈γνργ

α〉1ξ
)

= −
∫

d6x
e

4
D(ω)

µ (ψα〈γµΛ\3γ
α〉1ξ) (19.44)

一方、Hodge star に含まれる計量の変分は以前に与えた公式を用いることによって次のように与
えられる。

− δe

∫
Λ3 ∧ ∗h3 =

∫
d6x

e

4
ψµ〈Λ\3γ

µh\3〉1ξ (19.45)

さらに、h3 が（フェルミオンの高次の項を除き）自己双対であることを用いよう。このとき h\3ξ = 0
である。このことは必ずしも 〈Λ\3γ

µh\3〉1ξ = 0 を意味しない。なぜなら 〈Λ\3γ
µh\3〉5ξ と相殺するこ

とによって 0 になる可能性があるからである。このことに注意すれば、次のように変形すること
ができる。

− δe

∫
Λ3 ∧ ∗h3 =

∫
d6x

(e

8
ψµ〈Λ\3γ

µh\3〉1ξ −
e

8
ψµ〈Λ\3γ

µh\3〉5ξ
)

(19.46)

496



第３項の変分は、次のように与えられる。

− δ

∫
Λ3 ∧ κ−3 =

∫
d6x

e

6
Λµνρδκ−µνρ

=
∫

d6x− e

4
ψαγ[αΛ\3γ

β]

(
D

(ω)
β ξ +

1
8
h\3γβξ

)

=
∫

d6x
(
−e

4
ψαγ[αΛ\3γ

β]D
(ω)
β ξ +

e

16
ψα〈Λ\3γ

αh\3〉5ξ −
e

16
ψα〈Λ\3γ

αh\3〉1ξ
)

.(19.47)

第１項目の変分 (19.43)、第２項目の変分 (19.44) と (19.46)、第３項目の変分 (19.47) を全て加
えると、〈γµh\3γ

ν〉1,5 = γ[µh\3γ
ν] や、γαΛ\3γ

µh\3γ
α = 4〈Λ\3γ

µh\3〉5 − 4〈Λ\3γ
µh\3〉1 などの公式を用

いて次の表式を得る。
∫

Λ3 ∧ δ
(
h3 − ∗h3 − κ−3

)
=

∫
d6x

e

8
ξγµΛ\3

(
γν(D(ω)

µ ψν −D(ω)
ν ψµ) +

1
8
γνh\3γµψν

)
. (19.48)

この右辺の括弧の中身はグラビティーノの運動方程式に他ならない。従って、運動方程式が成り

立っている場合には拘束条件 (19.32) が超対称変換のもとで保たれることが示された。

19.4 ハイパー多重項

ここではまず、スカラー場とフェルミオンからなるハイパー多重項について、ゲージ場にも重力

にも結合していない場合について作用と超対称変換を与えよう。重力やゲージ場との結合について

は後ほど簡単に述べる。

ハイパー多重項はスカラー場を含む。スカラー場の低エネルギーの作用は、スカラー場が値を

取る空間（以下、パラメータ空間と呼ぶ）を指定することによって決定される。一般のハイパー

多重項の作用を書く際にはパラメータ空間の一般座標変換に対する共変性を手がかりにすること

ができる。スカラー場 φM についての変換則はパラメータ空間上の座標変換として解釈できる。

Sp(1)R × Sp(k) の対称性はこの 4k 次元パラメータ空間上の局所直交座標の回転として解釈され

る。ξα は定数であるので、パラメータ空間上で大域的に定義できる必要がある。従って、パラメー

タ空間上のスピン接続のうち Sp(1)R 回転を表す部分は 0 に取る事ができる。これはパラメータ空
間が hyper-Kähler 多様体であることを意味している。
スカラー場については、パラメータ空間上の計量 GMN を用いることでパラメータ空間上の一

般座標変換不変な作用が次のように与えられる。

Lφ = −1
4
GMN∂µφM∂µφN . (19.49)

フェルミオンについては、次のように与えられる。

Lψ = −1
2
(ψmD\ (M)

ψm). (19.50)

ただし、この式中の共変微分 D
(M)
µ ψm は 4k 次元パラメータ空間上の Sp(k) スピン接続 ωM

m
n

を用いて次のように定義される。

D(M)
µ ψm = ∂µψm + (∂µφM )ωM

m
nψn. (19.51)

Lφ と Lψ の和はパラメータ空間上の一般座標変換に対して不変であるが、超対称変換に対して

は不変ではない。超対称変換で不変な作用にするためには 4-フェルミ項を付け加える必要がある
ことを実際に超対称変換で上記の作用を変分することでみてみよう。
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超対称変換のパラメータとスピノル場は次のマヨラナ条件を満足する。

ξa = εabCξb, ψn = JmnCψn. (19.52)

パラメータ空間上の一般座標変換に対する共変性を有する超対称変換は次のように与えられる。

δφM = −1
2
eM

Î
(γ

Î
)m

α(ψ
R

mξL,α), (19.53)

δcovψm = −1
4
(γ

K̂
)m

αe
K̂I

(∂\φI)ξL,α. (19.54)

スカラー場 φM の変換則 (19.53) はパラメータ空間上の座標変換に対して共変になっている。フェ
ルミオンについては、変換する前の ψm は、パラメータ空間上の点 φM での局所直交座標を用い

て定義されているのに対して、変換後の ψm は φM + δφM での局所直交座標を用いて定義される。

この、パラメータ空間上での座標の変化まで考慮して共変になるように変換則 (19.54) の左辺は次
のように与えられている。

δcovψm = δψm + δφMωM
m

nψn. (19.55)

この補正項も含めた変換則により、作用を変分してみて実際に超対称性変換のもとで不変になって

いるかどうかを確かめてみよう。ここではフェルミオンについて高次の項まで無視することなく計

算する。

以下の計算で便利なように、超対称変換を δ = δφ + δψ1 + δψ2 と 3 つの部分に分けておく。そ
れぞれは次の変換を表す。

δφφM = −1
2
eM

Î
(γ

Î
)m

α(ψ
R

mξL,α),

δψ1ψ
m = −1

4
(γ

K̂
)m

αe
K̂I

(∂\φI)ξL,α, δψ2ψ
m = −δφMωM

m
nψn. (19.56)

さらに、作用も、スカラー場の作用、フェルミオンの作用のうちスピン接続を含まない部分、フェ

ルミオンの作用のスピン接続部分の 3 つに分けておこう。

Lφ = −1
4
gMN∂µφM∂µφN , Lψ1 = −1

2
ψmγµ∂µψm, Lψ2 = −1

2
ψmγµ(∂µφM )ωM

m
nψn.

(19.57)

図 19.1: 重力、ゲージ場に結合していないハイパー多重項の作用の超対称変換による変分の相殺。
ここではフェルミオンについて高次の項まで全てが考慮されている。

まず、作用の変分のうち、フェルミオンをひとつだけ含むものに注目しよう。それは δφLφ と

δψ1Lψ1 と δψ1Lψ2 である。まず、スカラー場の運動項の変分は、計量 gMN の変分から現れる項

がパラメータ空間上のクリストッフェル記号として書ける事に気付けば、次のようにスカラー場の

変分の共変微分を含む変分が得られる。

δφLφ = −1
2
∂µφMgMN∂µδφN − 1

4
(∂µφM )(∂µφN )gMN,KδφK ,
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= −1
2
∂µφMgMN∂µδφN − 1

2
(∂µφM )(∂µφN )ΓM−NKδφK ,

= −1
2
∂µφMgMND(M)µδφN . (19.58)

一方、スピン接続項を含むフェルミオンの運動項の変分は、次のようになる。

δψ1(Lψ1 + Lψ2) =
1
4
(D(M)

µ ∂µφM )(γM )m
α(ψmξα)

= −1
2
(D(M)

µ ∂µφM )gMNδφN . (19.59)

従って、これらの和は表面項を除き 0 である。
さらに、フェルミオンについて 3 次の変分は、次の 3 つである。

δψ2Lψ1 = ψγµ∂µ(δφMωMψ), (19.60)

δψ2Lψ2 = ψγµ(∂µφM )δφNωMωNψ, (19.61)

δφLψ2 = −1
2
ψγµ(∂µδφM )ωMψ − 1

2
ψγµ(∂µφM )δφK(∂KωM )ψ. (19.62)

最初の変分のうち、微分が ψ にかかったものは

δφMωM
m

n(ψmγµ∂µψn) =
1
2
δφMωM

m
n∂µ(ψmγµψn) (19.63)

となる。従って表面項を除き、次の式が成り立つ。

δψ2Lψ1 =
1
2
ψγµ∂µ(δφMωM )ψ (19.64)

こうしてえられた 3 つの変分を加えると、次のような単純な形にまとまる。

δL =
1
2
(∂µφM )δφN (ψγµRMNψ) (19.65)

ただし、RMN はパラメータ空間上の曲率テンソルである。

§7.3.2 に与えられた hyper Kähler 多様体の曲率テンソルの性質を用いると、先ほどの変分を次
のように書きなおすことができる。

δL = −1
4
(∂µφM )(ψm(γN )m

αξα)(ψpγ
µRMN

p
qψ

q)

= −1
8
(∂µφK)(γK)β

n(γM )n
β(ξα(γN )α

mψm)(ψpγ
µRMN

p
qψ

q)

=
1
4
Rpqrs(∂µφK)(γK)s

α(ψpγµψq)(ψrξα) (19.66)

ここで、· · ·ψq)(ψr · · · の部分に対してフィルツ変換を行ってみよう。添え字 q と r に対する対称

性から、ψrγµνρψq を含む項は 0 になる。従って残るのは次の項のみである。

δL = − 1
16

Rpqrs(∂µφK)(γK)s
α(ψpγµγνξα)(ψrγνψq)

= −1
8
Rpqrs(∂µφK)(γK)s

α(ψpξα)(ψrγµψq) +
1
16

Rpqrs(∂µφK)(γK)s
α(ψpγνγµξα)(ψrγνψq)(19.67)

(19.66)と (19.67)の第１項は同じ形をしているから、これらを比較することによって次の式を得る。

δL =
1
24

Rpqrs(∂µφK)(γK)s
α(ψpγνγµξα)(ψrγνψq)

= −1
6
Rpqrs(ψpγνδψ1ψ

s)(ψrγνψq) (19.68)
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従って、作用に次の項を付け加えることによって、その δψ1 変分により相殺することができる。

L4−fermi =
1
24

Rpqrs(ψpγµψq)(ψrγµψs) (19.69)

新たな 4-fermi 項を導入したせいで、その δφ および δψ2 変分から ψ を 5 個含む次の変分が現
れる。それらの項は次のように曲率テンソルの共変微分の形にまとめることができる。

(δφ + δψ2)L4−fermi =
1
24

δφM (D(M)
M Rpqrs)(ψpγµψq)(ψrγµψs)

= − 1
48

(γM )α
m(D(M)

M Rpqrs)(ξαψm)(ψpγµψq)(ψrγµψs) (19.70)

この変分が 0 になることは以下のようにしてわかる。まず · · ·ψm)(ψp · · · に対してフィルツ変換
を行おう。ψpγµνρψm は p と m について反対称であり、曲率テンソルとの縮約で消えることを考

慮すれば、残るのは次の項である。

(δφ + δψ2)L4−fermi =
1

4 · 48
(γM )α

m(D(M)
M Rpqrs)(ξαγνγµψq)(ψrγµψs)(ψpγνψm) (19.71)

添え字 µ と ν の対称性を考慮すれば γνγµ を ηνµ に置きかえることができる。こうして次のよう

に書くことができる。

(δφ + δψ2)L4−fermi =
1

4 · 48
(γM )α

m(D(M)
M Rpqrs)(ξαψq)(ψrγµψs)(ψpγµψm) (19.72)

曲率テンソルのビアンキ恒等式より、5 個の Sp(k) 添え字がついて対称であることを考慮すれば、
(19.70) と (19.72) は係数が異なるだけである。これらは等しいから、その値は 0 であることに
なる。

ハイパー多重項の作用と変換則¶ ³

重力ともゲージ場とも結合していないハイパー多重項の作用は次のように与えられる。

L = −1
4
GMN∂µφM∂µφN − 1

2
(ψm∂\ψm)− 1

2
(ψm(∂\φM )ωM

m
nψn)

+
1
24

Rpqrs(ψpγµψq)(ψrγµψs) (19.73)

上記の作用を不変に保つ大域的超対称変換は次のように与えられる。

δφM = −1
2
eM

Î
(γ

Î
)m

α(ψ
R

mξL,α), (19.74)

δψm = −1
4
(γ

K̂
)m

αe
K̂I

∂\φIξL,α − δφMωM
m

nψn. (19.75)

µ ´

19.4.1 重力との結合

次に、ハイパー多重項を重力に結合することを考えてみよう。後でわかるように、重力と結合した

あとに超対称性を満足するためにはパラメータ空間は hyper Kähler多様体ではなく、quartanionic
多様体でなければならないことがわかる [5]。そこで、パラメータ空間の計量 hMN に対しては

hyper Kähler であるという仮定を置かないことにしよう。作用、および変換則は、以前に与えた
平坦時空上でのものを一般座標変換に対して不変、または共変な形にしたものを採用しよう。すな

わち、次の作用、変換則を採用する。ここでは再びフェルミオンについて高次の項は無視する。

Lhyper

2π
= f(ϕ)

[
−e

4
hMN∂µφM∂µφN − e

2
(ψmD\ (M,ω)

µ ψm)
]
. (19.76)
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δφφM = −1
2
(ψm(γM )m

aξa), δψψm = −1
4
((∂\φM )(γM )m

a)ξa. (19.77)

作用 (19.76) は変換パラメータ ξ とディラトン ϕ が定数である場合に超対称変換のもとで不変で

あることはすでにわかっているので、作用の変分を計算すると、ξ または ϕ の微分に比例した次

の項が得られる。

(δφ + δψ)
Lhyper

2π
= −e(J

µ

aD(ω)
µ ξa) + e(Ja(∂\ϕ)ξa) (19.78)

Dµξ や (∂\ϕ)ξ の係数として現れる Jµ,a や Ja は次のように定義された超対称性カレントである。

J
µ

a = −1
4
fψmγµ(∂\φM )(γM )m

a, Ja = −1
8
f ′ψm(∂\φM )(γm

M a). (19.79)

この第 1項は、グラビティーノの超対称変換に、第２項は λ の超対称変換に、h\3 を含む項を除き

比例している。従って、次の項を作用に追加することで相殺することができる。

Lcur

2π
= e(J

µ

aψa
µ)− e(Jaλa) (19.80)

しかし今度はカレント中のフェルミオンの超対称変換によって新たな変分が現れる。カレントを変

換すると、次のようになる。

δψJa = − 1
32

f ′ξb(∂\φM )(γM )b
m(∂\φN )(γN )m

a

= − 1
32

f ′ξahMN (∂µφM )(∂µφN ) +
1
4
f ′ξbγ

µνVµν
b
a, (19.81)

δψJ
µ

a = − 1
16

fξb(∂\φM )(γM )b
mγµ(∂\φN )(γN )m

a

= −1
4
ξaγνTµν − 1

2
fξbγ

ρσµVρσ
b
a (19.82)

ただし、Vµν
a

b は次のように定義される微分を含むスカラー場の関数である。

Vµν
a

b = − 1
16

(∂µφM∂νφN − ∂νφM∂µφN )(γM )a
m(γN )m

b (19.83)

あるいは、外微分形式として表せば、

V2
a

b =
1
2
Vµν

a
bdxµ ∧ dxν = − 1

16
(γM )a

m(γN )m
b(dφM ∧ dφN ) (19.84)

これらを用いると、Lcur の変分は次のように与えられる。

δψLcur

2π
=

e

4
f ′δϕhMN (∂µφM )(∂µφN )− e

4
f ′(ξbγ

µνVµν
b
aλa)

− eδem̂
µ Tµ

m̂
− e

2
f(ξaγµνρVµν

a
bψ

b
ρ) (19.85)

ただし、Tµν はスカラー場のエネルギー運動量テンソルであり、次のように与えられる。

Tµν =
f

2
hMN

(
∂µφM∂νφN − 1

2
gµν∂αφM∂αφN

)
. (19.86)

(19.85) の一行目は Ja の変分から、２行目は J
µ

a の変分から得られる項である。一行目第１項は、

スカラー場の運動項中のディラトン場の超対称変換と、２行目の第 1項は Lφ 中の多脚場の超対称

変換と相殺する。ここで、関数 f(ϕ) が e−2ϕ であるとしてみよう。すると残された項は、

δψLcur

2π
+ (δe + δϕ)

Lφ

2π
=

e

2e2ϕ
((λaγµνVµν

a
bξ

b) + (ψλ,aγλµνVµν
a

bξ
b)) (19.87)

501



ここで、重力多重項のフェルミオンの運動項の変分 (15.77) に次の項があったことを思い起こそう。
（(15.77) は IIA 型超重力理論の変分計算の式であるが、§15.4.1 の式はそのまま 6 次元超重力理論
の変分計算とみなすことができる。）

δL
2π

=
e

2e2φ

(
−(λγµν [D(ω)

µ , D(ω)
ν ]ξ)− (ψλγλµν [D(ω)

µ , D(ω)
ν ]ξ)

)
(19.88)

共変微分の交換関係は曲率テンソルを与え、アインシュタイン作用の変分と相殺した。ここでも

し [D(ω)
µ , D

(ω)
ν ] が曲率テンソルのほかに Vµν という項を含めば、上記の変分をちょうど相殺する

ことができる。すなわち、モジュライ空間の曲率テンソルの Sp(1)R 成分が次のように与えられれ

ば良い。

R2
a

b = V2
a

b = − 1
16

(γM )a
m(γN )m

b(dφM ∧ dφN ) (19.89)

つまり、Vµν はゲージポテンシャル Vµ から作られる場の強さとみなすことができる。上記の項は

変換則、および作用の中の微分を次のように置きかえることで実現することができる。

D(Sp(1)R)
µ = ∂µ + Vµ

a
b (19.90)

これは、パラメータ空間のスピン接続の Sp(1)R 部分がある一定の曲率を持っていることを意味し

ている。重力と結合していないときにはパラメータ空間は hyper Kähler であったが、このスピン
接続の存在により、パラメータ空間は四元数多様体に変形される。この多様体上の曲率は

Sp(1)R curvature

h3 terms
Lψ

LJ

Lφ

δfδψ
J∂ξ

δe,ϕ

δψ
δφ

∂φ∂φfξ

matter part
Noether coupling

図 19.2: 重力に結合したハイパー多重項の作用の超対称変換に対する変分の相殺。f はグラビティー

ノとディラティーノを表している。ここでは変分のうち、スピノルを 4 個以上含む項や反対称テ
ンソル場 h3 を含む項は無視している。∂φ∂φfξ の形をした変分を相殺するためには、重力部分に

現れる共変微分にパラメータ空間の Sp(1)R 曲率の寄与を加えることが必要である。

1
2
Vµν

a
bdxµ ∧ dxν = − 1

16
(γM )a

m(γN )m
bdφM ∧ dφN (19.91)

より、

RMN
a

b = −(1/8)(γMN )a
b, (19.92)

と与えられる。ここでは作用全体が 1/e2ϕ でくくられている規格化を用いているが、もしスカラー

場の運動項が canonical になる規格化を用いている場合にはこの曲率は因子 e2ϕ ∼ GN を含む。す

なわちニュートン定数に比例する。

最後に、h3 を含む変分の相殺について述べておこう。ネーター結合項のグラビティーノやディ

ラティーノの変分のうち h3 を含む項は次のように与えられる。

δL = − e

16e2ϕ
ψm(γM )m

ah\3(∂\φM )ξa (19.93)
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これは次の項の導入で相殺することができる。

L = −e

8
ψmh\3ψ

m. (19.94)

19.5 ベクトル多重項

ここでも一旦重力との結合は無視し、ベクトル多重項とハイパー多重項が結合したときにその作

用、変換則がどのようになるかをみてみよう。

まず、ハイパー多重項と結合していない、純粋にベクトル多重項だけからなる形のラグランジア

ンは次のように与えられる。

Lvector = −1
4
(F a

µν)2 − 1
2
λ

a

αγµD(G)
µ λaα +

1
2
Da

ADa
A (19.95)

それぞれの場の超対称変換則は次のように与えられる。

δAa
µ =

1
2
√

2
(λ

a

αγµξα), δλa,α =
1

2
√

2
F\ a

2ξα +
i

2
√

2
Da,α

βξβ , δDa
A = − i

2
√

2
(D(G)

µ λ
a

ατA
α

βγµξβ).

(19.96)
ただし、後にハイパー多重項と結合させる際に便利なように Sp(1)R 3 重項の補助場 Da

A を導入し

た。τA はパウリ行列であり、Daα
β = Da

AτA
α

β である。補助場 D の超対称変換はフェルミオン λ

の運動方程式に比例しているから、D = 0 と置くことができる。10 次元の超対称 Yang-Mills 理
論をコンパクト化することで得られる作用はそのようなものである。上記の作用の超対称変換のも

とでの不変性は、10 次元の Yang-Mills 理論と全く同様に示すことができる。変分は λ について

1 次の項と 3 次の項がある。λ3 の項は、フィルツ変換を行い、随伴表現の添え字に対する対称性

を用いることで 0 であることを示すことができる。上記の作用は、ゲージ群が何であるかによら
ず超対称性の下で不変である。

Lψ

Lφ

δA

δψ

δψ

δφ

δA

δD

δφ

δλ2δλ1

δφ

LD

LY

ψψλξ

Dφψξ
ψFφξ

ψλ∂φξ

図 19.3: ゲージ場に結合したハイパー多重項の作用の超対称変換による変分の相殺。ここでは重力
は無視し、パラメータ空間は平坦であると仮定しているが、フェルミオンについて高次の項は全て

考慮されている。

次にこのゲージ場がハイパー多重項に結合している場合を考えよう。計算を簡単にするために、

ここではハイパー多重項のスカラー場に対するパラメータ空間は平坦であるとし、その上に直交座

標 φI を導入しておく。（もちろんこれは重力を無視した場合にのみ許される。§19.4で示したよう
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に、重力を導入するとパラメータ空間は 0 でない Sp(1)R 曲率を持たなければならないから、平坦

であることは許されない。）さらに、ゲージ対称性は φI に対して線形に作用するとする。すなわ

ち、ゲージ対称性のパラメータを ΛIJ とするとき、スカラー場は次のように変換される。

δφI = ΛIJφJ . (19.97)

スカラー場 φI は 4k 個存在するので、パラメータ空間の対称性はO(4k) である。パラメータ ΛIJ

は SO(4k) の生成子であり二つの添え字 I と J について反対称である。実際には、理論全体とし

ては O(4k) の対称性は存在せず、最大でも Sp(1)R × Sp(k) である。ここでは、Sp(k)、あるいは
その部分群がゲージ化されている場合を考えよう。Λ が Sp(k) の生成子であれば、Sp(k) の基本
表現に対する表現 Λm

n を用いて次のように書くことができる。

ΛIJ =
1
2
(γI)α

m(γJ)n
βΛm

nδβ
α =

1
2
(γI)α

mΛm
n(γJ )n

α (19.98)

Λm
pJ

pn は m と n について対称である。

ハイパー多重項の作用をゲージ変換に対して共変化すると、次の作用を得る。

Lφ = −1
2
D(G)

µ φID(G)µφI , Lψ = −1
2
ψmγµDµψm. (19.99)

ただしここでは、以前とは異なる規格化を用いている。すなわち、以前に用いた式に対して、次の

置き換えを行ったものを用いる。

φI →
√

2φI . (19.100)

共変微分は次のように定義される。

D(G)
µ φI = ∂µφI + AIJ

µ φJ , D(G)
µ ψm = ∂µψm + Aµ

m
nψn. (19.101)

これら二つの作用の和について、超対称変換の下での変分を調べてみよう。超対称変換としては、

以前のハイパー多重項の変換則において微分を共変化した次のものを採用する。

δφM = − 1
2
√

2
(γM )m

α(ψ
R

mξL,α), δψm = − 1
2
√

2
(γI)m

αD\ (G)
φIξL,α. (19.102)

この計算はゲージ場が結合していない場合の計算とほぼ同じであるが、二つの点において異なる。

まず、通常の微分が共変微分になったために、二つの微分が可換ではないこと、そしてもうひとつ

は共変微分に含まれているゲージ場の変分によって新たな変分が現れるということである。まず、

Lψ の中の ψ を変分してみよう。ゲージ場との結合によって、共変微分の交換関係から場の強さが

現れる。

δψLψ = −ψmD\ (G)
δψm =

1
2
√

2
ψmD\ (G)

γI
m

αD\ (G)
φIξα

=
1

2
√

2
ψmγI

m
αD(G)

µ D(G)µφIξα +
1

2
√

2
ψmγI

m
αF\ IJ

2 φJξα. (19.103)

ここで、共変微分の交換関係を次のように場の強さに置き換えた。

[D(G)
µ , D(G)

ν ]φI = F IJ
µν φJ . (19.104)

この変分の第１項は Lφ の φ の超対称変換から得られる変分と相殺する。従って、残るのは次の

項である。

δφLφ + δψLψ = (ψmγI
m

αδλ1λ
α,IJ)φJ = (ψmδλ1λ

αm
n)φn

α = −φα
m(δλ1λα

m
nψm). (19.105)
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ただし、δλ1 は λ の変分のうちで Fµν を含むほうの項を表す。従って、次の項を作用に加えるこ

とにより、その δλ1 変換によって相殺することができる。

LY = φα
m(λα

m
nψn) (19.106)

次に、共変微分の中に含まれるゲージ場の超対称変換を考えよう。フェルミオンの作用の中の

ゲージ場の超対称変換は、次の変分を与える。

δALψ = −1
2
ψmγµδAµ

m
nψn = − 1

4
√

2
(λα

m
nγµξα)(ψmγµψn) (19.107)

これは、三点結合項 (19.106)の中のスカラー場の超対称変換によって得られる次の変分と相殺する。

δφLY = δφα
m(λα

m
nψn) = − 1√

2
(λα

m
nψn)(ψmξα) =

1
4
√

2
(λα

m
nγµξα)(ψmγµψn) (19.108)

最後にフィルツ変換を行ったが、(ψmγµνρψn) は m と n について反対称であり、λ との縮約で 0
になるので、γ-行列をひとつ含む項だけが現れる。
スカラー場の運動項に含まれるゲージ場の超対称変換は次の変分を与える。

δALφ = −D(G)
µ φIδAIJ

µ φJ = − 1
2
√

2
(λ

IJ

α (D\ (G)
φI)ξα)φJ =

1
4
√

2
φβ

m(λα
m

n(D\ (G)
φn

β)ξα).

(19.109)
この項は、三点結合項 (19.106) の ψ を変換したときに現れる次の変分の一部と相殺する。

δψLY = − 1
2
√

2
φα

m(λα
m

n(D\ (G)
φn

β)ξβ)

= − 1
4
√

2
φβ

m(λα
m

n(D\ (G)
φn

β)ξα)− 1
4
√

2
(Dµφn

α)τA
α

βφβ
m(λγ

m
nτγ

Aδγ
µξδ)(19.110)

(19.109) と (19.110) の和をとると、次の項が残る。

δALφ + δψLY = − 1
4
√

2
(Dµφn

α)τA
α

βφβ
m(λγ

m
nτγ

Aδγ
µξδ)

=
1

8
√

2
φn

ατA
α

βφβ
mDµ(λγ

m
nτγ

Aδγ
µξδ)

=
i

4
φn

ατA
α

βφβ
mδDA

m
n (19.111)

さらに、三点結合項に含まれる λ の δλ2 による変換は次の変分を与える。

δλ2LY = −(ψmδλ2λ
αm

n)φn
α = − i

2
√

2
DA

m
nφn

ατA
α

β(ψmξβ) =
i

2
DA

m
nφn

ατA
α

βδφβ
m

(19.112)
(19.111) と (19.112) は、作用に次の項を加えることで同時に相殺することができる。

LD = − i

4
DA

m
nφn

ατA
α

βφβ
m (19.113)

こうして、ハイパー多重項に対する次の作用が超対称変換のもとで不変であることが示された。

Lhyper = Lφ + Lψ + LY + LD. (19.114)
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19.5.1 重力との結合

ここで考えている 6 次元の超重力理論はヘテロ型、あるいは I 型の 10 次元超重力理論ときわめ
て似通っている。重力とベクトル多重項の結合も、10 次元の場合と全く同様に行うことができる。
以下で簡単に説明しよう。

まず、出発点としては大域的対称性を持った作用を一般座標変換に対して共変化した次の作用を

用いる。テンソル多重項にスカラー場 ϕ が含まれているので、その任意の関数を作用全体にかけ

ることができる。

LA

2π
= −e

4
f(ϕ)FA

µνFA,µν ,
Lχ

2π
= −e

2
f(ϕ)(χA

a D\ (G,ω)
χA,a). (19.115)

f(ϕ) の関数形は一般座標変換に対する共変性からは決まらない。変換則についても、一般座標変
換に対して共変になるよう、微分を共変微分で置き換えた次のものを採用する。

δAAA
µ =

1
2
√

2
(χA

a γµξa), δχχA,a =
1

2
√

2
F\A

2 ξa. (19.116)

上記の作用は大域的対称性については不変であることを知っているから、局所対称性についての

変分は Dµξ および ∂µϕ に比例する項として与えられるはずである。実際に変分してみると、AA
µ

および χA,a それぞれの作用から次の変分を得ることができる。

δALA

2π
=

e

2
√

2
f(χA

a γνξa)D(G,ω)
µ FA,µν +

e

2
√

2
(∂µf)(χA

a γνξa)FA,µν , (19.117)

δχLχ

2π
= − e

2
√

2
f(χA

a γνξa)D(G,ω)
µ FA,µν − e

4
√

2
(∂µf)(χA

a γµF\A
2 ξa)

− e

2
√

2
f(χA

a γµF\A
2 D(G,ω)

µ ξa)− e

4
√

2
f(χA

a γµρσξa)D(G,ω)
µ Fρσ (19.118)

これらを加えると、次の項が得られる。

δALA

2π
+

δχLχ

2π
= −eJ

µ

aD(ω)
µ ξa + eJa(∂\ϕ)ξa. (19.119)

ただし、二つのカレント J
µ

a と Ja は次のように与えられる。

Ja = − 1
4
√

2
f ′χA

a F\A
2 , J

µ

a =
1

2
√

2
fχA

a γµF\A
2 . (19.120)

これらを相殺するには、次のネーター結合項を導入すればよい。

Lcur

2π
= eJ

µ

aψa
µ − eJaλ. (19.121)

この項に含まれるグラビティーノ及びディラティーノの超対称変換のうち、h3 を含まない変換（δψ1

および δλ1 と表す）から得られる変分で (19.119) を相殺することができる。そのほかに、この項
の導入によって現れる変分は、Lcur に含まれる χA,a の変換から

δχLcur

2π
= − e

16
f ′(ξaF\A

2 F\A
2 λa)− e

8
f(ξaF\A

2 γµF\A
2 ψa

µ)

=
e

4
f ′δϕFA

µνFA,µν − eδe
µm̂

Tµm̂(AA
µ )

+
e

64
[−f ′(ξaγαβγδλa)− f(ξa{γαβγδ, γµ}ψa

µ)]FA
αβFA

γδ (19.122)

が得られる。Tµν(A) はゲージ場 A に対するエネルギー運動量テンソルである。

Tµν(A) = fFA
µαFA

ν
α − f

4
gµνFA

αβFA,αβ . (19.123)
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上記の変分のはじめの２項は LA の中のディラトンと多脚場の超対称変換と相殺する。

後ろの項を相殺するために、重力部分の変分に次の項があったことを思い起こそう。（式 (15.91)
）

δL
2π

=
e

6
θαβγδD(ω)

α hβγδ. (19.124)

重力多重項とテンソル多重項のみを含む理論においてはこの変分は、h3 のビアンキ恒等式から 0
になった。ここでは h3 のビアンキ恒等式を変形することを考えよう。(19.122) と (19.124) を見
比べると、f = Ne−2ϕ であり、かつ

dh3 =
N

2
FA

2 ∧ FA
2 (19.125)

であれば、ちょうど打ち消し合うことがわかる。以上で h3 を含まない変分は完全に相殺させるこ

とができた。

次に、h3 をひとつ含む項に移ろう。そのような項は、Lcur の中の λ および ψµ の h3 を含む超

対称性変換から現れる。

δf2Lcur

2π
=

e

16
√

2e2ϕ
N [χA

a (γµF\A
2 h\3γµ − 2F\A

2 h\3)ξ
a]. (19.126)

ここで、次の式が成り立つことが示される。

γµF\A
2 h\3γµ − 2F\A

2 h\3 = 2h\3F\A
2 + 4γµFA,νρhµνρ. (19.127)

この式を示すために次の関係式を用いた。

〈F\A
2 h\3〉5 = +〈h\3F\A

2 〉5, 〈F\A
2 h\3〉3 = −〈h\3F\A

2 〉3, 〈F\A
2 h\3〉1 = +〈h\3F\A

2 〉1. (19.128)

が成り立つ。これを用いれば、上の式が簡単に示される。

これを用いると、

δf2Lcur

2π
=

e

4e2ϕ
N(χA

a h\3δχ
A,a) +

e

2eϕ
NδAA,µFA,νρhµνρ. (19.129)

この変分の第１項は次の項を作用に付け加えることによって相殺することができる。

Lχhχ

2π
=

e

8e2ϕ
N(χA

a h\3χ
A,a) (19.130)

そして、第２項は

δh3 = NδAA ∧ FA
2 (19.131)

という項があれば、h3 の運動項からの変分で相殺できる。この式は、(19.125) と矛盾していない
ことに注意しよう。すなわち、(19.125) を超対称変換したものと (19.131) を外微分したものは同
じ式を与える。
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LA

Lχ hLχ χ

Aδ

Lcur
ψ λδ ,

e φδ ,

χδ
ψ λδ ,

χδ

modifying

h3

χδ

Lcc
e φδ ,

L '

δ '

χ∂ξ

[D,D]

δ 'δ '

δ '

ψ λδ ,

matter part Noether coupling

Sp(1) curvature fermion mass cosmological

constant

χF∂ξ
χFhξ

FFfξ

fFξ fξ

δχ

図 19.4: 重力に結合した 6 次元ベクトル多重項の作用の超対称変換による変分の相殺の様子。破
線より上の部分はゲージ群が Sp(1)R を含む場合にのみ必要である。

6 次元ベクトル多重項¶ ³

6 次元ベクトル多重項の作用は次のように与えられる。

L
2π

=
eN

e2ϕ

[
− 1

4
FA

µνFA,µν − 1
2
(χA

a D\ (G,ω)
χA,a)

+
1

2
√

2
[(ψµ,aF\A

2 γµχA,a) + (λaF\A
2 χA,a)] +

1
8
(χA

a h\3χ
A,a)

]
(19.132)

変換則は次の通り。

δAAA
µ =

1
2
√

2
(χA

a γµξa), δχχA,a =
1

2
√

2
F\A

2 ξa. (19.133)

さらに、重力多重項とテンソル多重項に含まれる反対称テンソル場のビアンキ恒等式および

変換則を次のように変更する必要がある。

dhmod
3 =

N

2
FA

2 ∧ FA
2 , δhmod

3 = NδAA ∧ FA
2 . (19.134)

µ ´

19.6 R-対称性のゲージ化

R-対称性をゲージ化してみよう。そのとき、どのような変更が必要かを考えてみよう。重力部分
の不変性を示す際に (15.77) において次の変分が現れたことを思い出そう。

δL
2π

=
e

2e2ϕ

[
− (ψkγkmn[D(ω)

m , D(ω)
n ]ξ)− (λγmn[D(ω)

m , D(ω)
n ]ξ)

]
(19.135)

R-対称性がゲージ化されている場合、この式の共変微分の交換関係から、次の寄与が新たに現れる。

[D(G,ω)
µ , D(G,ω)

ν ] = FA
µνTA + · · · (19.136)
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ここで、TA は反エルミートな SU(2) 生成子である。ここでは次のように二つの部分に分けて書
いてみよう。

δL
2π

=
e

2e2ϕ

[
− (ψλ,aγλTA

a
bF\A

2 ξb)− (λaTA
a

bF\A
2 ξb)

]

+
e

2e2ϕ

[
− (ψλ,aF\A

2 γλTA
a

bξ
b)− (λaF\A

2 TA
a

bξ
b)

]
. (19.137)

一行目は δχ に比例している。そこで次の項の導入によって相殺できる。

L′
2π

=
√

2e

e2ϕ

[
(ψλ,aγλTA

a
bχ

A,b) + (λ
′
aTA

a
bχ

A,b)
]
. (19.138)

２行目を見てみると、(19.121) で導入した Lcur と似ている。この項の χ に対して、次の変分を

行ったものは上記の変分を相殺する。

δ′χA,a =
√

2
N

TA
a

bξ
b. (19.139)

ここで、二つの変更を行った。すなわち L′ の追加と、χ の変換則の δ′χ の追加である。これら

がほかにどのような影響を及ぼすか考えなければならない。

まず、δ′ の影響について考えてみよう。χ を含むのは Lχ、Lχhχ、そして今導入した L′ である。
これらのうち前二つについては

δ′(Lχ + Lχhχ)
2π

=
√

2
e

e2ϕ
(δλa + δψµ,aγµ)TA

a
bχ

A,b (19.140)

となる。これはちょうど δλ,ψµL′ と相殺する。
残された項は δ′L′ である。

δ′L′
2π

= − 2e

e2ϕN
((λa + ψµ,aγµ)TA

a
bTA

b
cξ

c) =
6eC

e2ϕN
((λa + ψµ,aγµ)ξa). (19.141)

ただし、生成子 TA の規格化によって定まる定数 C を次のように導入した。

TATB + TBTA = −2CδAB . (19.142)

これは、次の宇宙項を追加することで相殺できる。

Lcc

2π
= 24

eC

Ne2ϕ
, δe,ϕLcc = −6

eC

Ne2ϕ
(λaξa). (19.143)

ここで現れた宇宙項の大きさは、ニュートン定数とゲージ結合定数の関数として決まる。数係数

を無視した大雑把な議論で、このことを確認しておこう。今考えた系では、これらの定数は次のよ

うに与えられている。

GN ∼ e2ϕ, g2
YM ∼ Ce2φ

N
, Λ ∼ C

Ne2φ
. (19.144)

‘=’ ではなく ‘∼’ を用いたのは、数係数を無視していることを表している。これら 3 つの式から、
次の関係式が得られる。

Λ ∼ g2
YM

G2
N

. (19.145)

実は、この関係式は R-対称性がゲージ化された超重力理論においては一般的に成り立つ関係式
である。このことは、R-対称性がゲージ化された超重力理論を、曲がった内部空間を用いて高次元
の超重力理論をコンパクト化することによって得られた理論だとみなすことで、次のように簡単に

説明することができる。
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d + n 次元の超重力理論を n 次元多様体M でコンパクト化して d 次元の超重力理論を得るこ

とを考えよう。多様体M がアイソメトリーを持てば、d 次元の理論には対応するゲージ場が現れ

る。また、アイソメトリーが非アーベル群であれば、それは超対称電荷に作用する R-対称性であ
る。多様体M の典型的長さのスケールを L、d + n 次元でのニュートン定数を G′N としよう。こ

のとき、d + n 次元のアインシュタイン作用から d 次元のアインシュタイン作用、ゲージ場の運動

項、宇宙項が現れる。

L ∼ 1
G′N

∫

M
dnx

√
−g(d+n)R(d+n) ∼

√
−g(d)

(
1

GN
R(d) +

1
g2
YM

F 2
µν + Λ

)
. (19.146)

宇宙項は内部空間の曲率による寄与を表している。正確にはこのほかに内部空間上のフラックスも

宇宙項に寄与するが、運動方程式よりそれが曲率の寄与と同程度であることがわかる。3 つのパラ
メータ GN , gYM, Λ を G′N と L で表すと、数係数を除き次のようになるはずである。

GN ∼ G′N
Ln

, g2
YM ∼ G′N

Ln+2
, Λ ∼ Ln−2

G′N
. (19.147)

Lのべきは次元が合うように決定した。これら 3つの関係式から G′N と Lを消去すれば、(19.145)
を得る。

19.7 10 次元超重力理論の T4 コンパクト化

10 次元の超重力理論を 4 次元分コンパクト化することによって 6 次元の N = (1, 0) 超重力理
論を構成しよう。まずは 10 次元と 6 次元でのスピノル、γ-行列の関係を与えておく。

19.7.1 スピノルと γ-行列

まずスピノルや γ 行列について、10 次元のものと 6 次元のものの関係をまとめよう。10 次元
の γ-行列 ΓM は、ミンコフスキー 6 次元空間の γµ (µ = 0, . . . , 5) とユークリッド 4 次元空間の
γi (i = 6, 7, 8, 9) を用いて次のように構成することができる。

Γµ = 1⊗ γµ, Γi = γi ⊗ γ7, Γ11 = γ5 ⊗ γ7. (19.148)

最後の式は 10 次元でのカイラリティが 4 次元のカイラリティと 6 次元のカイラリティの積になっ
ていることを表わしている。コンパクト化した 4 次元部分の回転対称性は 6 次元の理論の内部対
称性になる。この対称性を SO(4) = Sp(1)1× Sp(1)2 とする。(19.148) に対応したスピノルの分解
は次のように与えられる。

ψ =

(
ηa

χṁ

)
, ψ =

(
ηa χṁ

)
. (19.149)

ただし、λ および ψ はどちらも 6 次元での 8 成分ディラックスピノルを縦に二つ並べたものであ
り、それらを区別する添字が a と ṁ である。これらはそれぞれ Sp(1)1 と Sp(1)2 のもとで二重
項として変換される。

10 次元、4 次元、6 次元の荷電共役行列としてはひとつ上の奇数次元のものを採用することに
する。すると、次のように分解することができる。

C10 = C4 ⊗ C6. (19.150)
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4 次元部分についての荷電共役演算子 C4 は次の式を満足する。

CT
4 = −C4, C4(γi

4)
T = +γi

4C4. (19.151)

4 次元の γ 行列と荷電共役行列を 2 成分表示の行列で表わすと、次のようになる。

γi =

(
0 (γi)a

ṁ

(γi)ṁ
a 0

)
, C4 =

(
εab

εṁṅ

)
. (19.152)

10 次元でのマヨラナ共役は ψc = Cψ は、6 次元でのシンプレクティックマヨラナ共役として次の
ように表される。

ηa
c = εabCηb, χṁ

c = εṁṅCχṅ. (19.153)

また、γ 行列の部分行列として定義される (γi)a
ṁ および (γi)ṁ

a は次の性質を満足する。

4 次元 γ 行列に対する公式¶ ³

まず、反交換関係 {γi, γj} = 2δij から、次の関係が成り立つ。

(γi)a
ṁ(γj)ṁ

b +(γj)a
ṁ(γi)ṁ

b = 2δijδa
b , (γi)ṁ

a(γj)a
ṅ +(γj)ṁ

a(γi)a
ṅ = 2δijδṁ

ṅ . (19.154)

トレースの公式 tr(γiγj) = 2δij および tr(γiγjγ5) = 0 から次の公式が成り立つ。

(γi)a
ṁ(γj)ṁ

a = 2δij . (19.155)

さらに、フィルツ変換に相当する関係式は

(γi)a
ṁ(γi)ṅ

b = 2δa
b δṅ

ṁ. (19.156)

荷電共役行列との関係式は次のように書くことができる。

εab(γi)ṁ
b = (γi)a

ṅεṅṁ, εṁṅ(γi)a
ṅ = (γi)ṁ

bε
ba. (19.157)

エルミート性は、

((γi)a
ṁ)∗ = (γi)ṁ

a. (19.158)
µ ´

Sp(1) の足に作用するような γ-行列、すなわち 10 次元からのコンパクト化の際に現れた γi に

ついては逆に、符号が現れない。γi をひとつ間に挟んだフェルミオンの積に対しては次の式が成

り立つ。

(ηa(γi)a
ṁχṁ) = (ηaεab(γi)b

ṁχṁ) = (χṁεṁṅ(γi)ṅ
aηa). = (χṁ(γi)ṁ

aηa) (19.159)

(ηa(γi)a
ṁχṁ)† = (χṁ(γi)ṁ

aηa), (ηγiχ)∗ = (ηγiχ). (19.160)

19.7.2 truncation

10 次元の N = 1 の超重力理論にはヘテロ型超重力理論と I 型超重力理論が存在する。これら
は互いに変数変換で移り合う等価な理論であるが、ここではヘテロ型超重力理論の 4 次元部分を
コンパクト化することによって 6 次元の超重力理論を構成しよう。ヘテロ型超重力理論の変換パラ
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メータ ξ は正のカイラリティを持っているから、(19.148) の分解により 4 次元と 6 次元のカイラ
リティがともに正の双スピノルと、ともに負の双スピノルに分解される。

ξ → ξL,a, ξR,ȧ. (19.161)

N = (1, 0) の 6 次元超重力理論を得るために、下線を引いたスピノルのみが残るように truncation
を行おう。そのような truncation には幾つかの方法があるが、ここでは内部 4 次元空間の回転対
称性 SO(4) = SU(2)1× SU(2)2 の元 (+1,−1) をとり、その作用のもとで不変である場の成分のみ
を残す射影を行う。ただし、SU(2)1 は正のカイラリティの部分に、SU(2)2 は負のカイラリティの
部分に作用するものとする。射影を行った結果として得られる理論において、二つの Sp(1) 因子
のうち Sp(1)1 は変換パラメータに作用する R-対称性であるから Sp(1)R と書くことにしよう。こ

れに対してもう一つの Sp(1)2 は超対称性変換と可換なフレーバー対称性であるから、Sp(1)F と

書くことにする。10 次元の理論をコンパクト化することで 6 次元の理論を構成した場合には、10
次元でのマヨラナ条件がちょうど 6 次元のシンプレクティックマヨラナ条件に対応しており、その
際の付加対称性は SU(2)F = Sp(1)F である。

(γi)a
ṁ および (γi)ṁ

a は、SO(4)のベクトル添字を Sp(1)1×Sp(1)2 の双基本表現の二つの添字に
変換する変換行列と解釈することができる。この行列は SO(4k)のベクトル添字を Sp(1)×Sp(k) ⊂
SO(4k) の双基本表現に変換する変換行列に一般化することができる。

19.7.3 ボゾン部分

10 次元の計量、反対称テンソル、ディラトン場は、T4 コンパクト化の結果、次のように分解さ

れる。

gIJ → gµν(9), gµi(16), gij(10), BIJ → Bµν(6), Bµi(16), Bij(6), φ → ϕ(1). (19.162)

これらのうち、下線を引いたものだけが (1,−1) ∈ Sp(1)R × Sp(1)F 不変であり、truncation の結
果残る。計量の非対角成分 gµi が射影によって 0 になるが、このことは以下の計算を非常に単純
化する。下線を引いた場は、重力多重項 (gµν , B+

µν)、テンソル多重項 (B−
µν , ϕ)、4 つのハイパー多

重項 (gij , Bij) に分かれる。
計量から得られるスカラー場と反対称テンソル場から得られるスカラー場を次のようにまとめて

書くのが便利である。

φij = Gij + Bij . (19.163)

また、6 次元におけるスカラー場 ϕ を次のように定義しておくのが都合が良い。

ϕ = φ− σ. (19.164)

σ は内部空間の大きさを表わすスカラー場であり、次のように定義される。

det gij = e4σ, gij∂µgij = 4∂µσ. (19.165)

これらのスカラー場の作用は 10 次元の作用から簡単に得られる。10 次元へテロ型超重力理論の
作用のフェルミオンを含まない項を T4 によって 6 次元にコンパクト化すると、次のように全体
の係数として e−2ϕ を含む作用が得られる。

S

2π
=

∫
d6x

√−g
1

e2ϕ

(
R + 4∂µϕ∂µϕ− 1

4
GikGjl∂µφij∂

µφkl − 1
12

hµνρh
µνρ

)
(19.166)
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19.7.4 超対称変換

超対称変換を調べることで、6 次元の場が上で述べたような超対称多重項を組むことを確認しよ
う。そのためには、フェルミオン場についても分解、射影を行ってどの成分が残るかを確認してお

く必要がある。やってみると、以下の下線を引いた成分が残ることがわかる。

ψµ → ψL,a
µ (12), ψR,ȧ

µ (12), ψL,a
i (16), ψR,ȧ

i (16), λ → λL,ȧ(4), λR,a(4). (19.167)

ただし、L と R は 6 次元でのカイラリティを表し、4 次元でのカイラリティはスピノル添え字が
点なしか点つきかで区別する。括弧の中の数は物理的自由度の個数を表す。

10 次元のスピン接続で 0 でないのは以下の成分のみである。

ωµ−νρ, ωµ−ij =
1
2
(−ek̂

i ∂µek̂
j + ek̂

i ∂µek̂
j ) ≡ Vµ−ij , ωi−jµ =

1
2
∂µgij (19.168)

これらのうち、最初のものは 6 次元のスピン接続である。二番目のものは内部対称性の足に作用
する接続である。例えば、Sp(1)R の二重項である変換パラメータの微分は次のように得られる。

DµξL = DµξL +
1
4
Vµ−ijγ

ijξL, Diξ
L =

1
2
ωi−jµΓjµξL = −1

4
γj ⊗ (∂\gij)ξL (19.169)

２階反対称テンソル BIJ は 6 次元でひとつの２階反対称テンソル場と 6 つのスカラー場を与え
るが、それらをそれぞれ bµν および Bij と書くことにする。さらに、bµν に対応する場の強さを

hµνρ とする。このとき、H\ 3 は次のように分解される。

H3 = 1⊗ h\3 +
1
2
γij ⊗ ∂\Bij . (19.170)

ただし、6 次元の場や微分演算子についた斜線は 6 次元の γ-行列との縮約を表している。さらに
(19.19) によって h3 を自己双対部分 h+

3 と反自己双対部分 h−3 に分解する。

これらを用いて、10 次元の超対称変換から 6 次元の超対称変換を導こう。ヘテロ型超重力理論
の変換則は

δψI = DIξ +
1
8
{ΓI ,H\ 3}ξ, δλ = (∂\φ)ξ +

1
2
H\ 3ξ. (19.171)

δeµ

m̂
=

1
4
(ψ

m̂
Γµξ), δφ =

1
8
(λξ), δBµν =

1
4
(−ψµΓνξ + ψνΓµξ). (19.172)

まず、6 次元のディラトン場 ϕ の超対称変換を調べてみよう。ディラトン場と、その超対称パー

トナーのフェルミオンの超対称変換は次のようになる。

δλ′R = (∂\ϕ)ξ +
1
2
h\−3 ξ, δϕ =

i

8
λ′ξ. (19.173)

ただし、フェルミオン λ′R は次のように定義される。

λ′ = λ + γiψi. (19.174)

従って、スカラー場 ϕ とスピノル λ′R は、反対称テンソル場の反自己双対部分 h−3 とともにテン

ソル多重項を成す。

ϕ 以外の 16 個のスカラー場 φij はハイパー多重項に属する。これらの超対称変換を実際に調

べてみよう。このスカラー場の超対称変換は、10 次元グラビティーノのベクトル添字が 4 次元方
向を向いている成分 ψi のみを含む。（つまり、ディラティーノや 6 次元グラビティーノを含まな
い。）また、ψi の超対称変換はスカラー場 φij のみを含む。従ってこれらは超対称多重項をなす。

δφij = −1
2
(ψi,ṁ(γj)ṁ

aξa), δψṁ
i = −1

4
(∂\φij)(γj)ṁ

aξa. (19.175)

ここで、添字 i が完全に浮いていることに注意しよう。これは i のそれぞれの値ごとに φij と ψR
i

が独立なハイパー多重項を成すことを表わしている。
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19.7.5 モジュライ空間

ここでは上記のコンパクト化で得られたハイパー多重項についてさらに詳しく調べよう。

(19.74) および (19.75) で変換則を与えた際にはスカラー場をパラメータ空間上の座標とみなし、
上付きの添え字によってそれぞれの成分を区別していた。そこで内部空間のローレンツ添え字 i と

j を組にして括弧でくくり、パラメータ空間上の座標を区別する一つの添え字とみなすことにしよ

う。(19.166) を見れば、φij ≡ φ(ij) によって張られるパラメータ空間上の計量は次のように与え

られることがわかる。

G(ij)(kl) = GikGjl. (19.176)

フェルミオン場 ψṁ
i は、パラメータ空間上でもスピノルとして振舞うので、ψṁ

i とスカラー場の結

合や超対称変換を議論するためにはパラメータ空間上にも多脚場 E
(ÂB̂)
(AB) を導入しておく必要があ

る。作用 (19.166) を見てみると、その計量は次のように与えられることがわかる。

E
(ÂB̂)
(MN) = eM

Â
eN

B̂
. (19.177)

一般には、局所ローレンツ変換の自由度があるために、gAB が与えられたとしても、eÎ
A の与え方

は決まらない。たとえば、時空の異なる二つの点において gAB の値は同じであるが eÎ
A の値は異

なるということがありえる。しかし、(19.177) がパラメータ空間上の関数として与えられるために
は、gAB がひとつ与えられたら一意的に eÎ

A が決まるように、局所ローレンツ変換のゲージを固定

しておく必要がある。ここでは実際にそのようなゲージが取られており、eÎ
A は φAB の関数とし

て与えられているとする。このとき、eÎ
A はスカラー場 φAB を通してのみ空間座標 xµ に依存して

いる。

計量 G(AB)(CD) を用いて得られるクリストッフェル記号は

Γ(EF )
(AB)(CD) = −1

2
(GADδC

EδB
F + GBCδA

EδD
F ) (19.178)

dφ(AB) を掛けてパラメータ空間上の 1-形式を定義すれば、次のように与えられる。

Γ(EF )
(AB)(CD)dφ(AB) = −1

2
(dφA

F δC
E + dφE

CδD
F ) (19.179)

同様に、多脚場からスピン接続を計算すると、次のような式を得る。

ω
(AB)−(ÊF̂ )(ĈD̂)

dφ(AB) = ωleft

ÊĈ
δ
F̂ D̂

+ ωright

F̂ D̂
δ
ÊĈ

. (19.180)

この式は、16 次元のモジュライ空間のホロノミーが SO(4)× SO(4) に含まれることを意味してい
る。ただし二つの SO(4) はそれぞれ φij の二つの添え字に作用する。右辺の ωleft および ωright

は次のように定義される量であり、それぞれ二つの添え字のうち、左側、右側の添え字に対してど

のように変換されるかを表している。

ωleft

ÎĴ
= ω

ÎĴ
− 1

2
dB

ÎĴ
, ωright

ÎĴ
= ω

ÎĴ
+

1
2
dB

ÎĴ
. (19.181)

ただし、dB
ÂB̂

= eA

Â
eB

B̂
dBAB、すなわち、微分したあとに添え字を局所ローレンツ添え字に変換

したもの、そして ω
ÂB̂
は、コンパクト化された n 次元内部空間上でのスピン接続を表す 1-形式

であり、

ω
(AB)−ÂB̂

dφ(AB) =
1
2
eK

Â
de

KB̂
− 1

2
eK

B̂
de

KÂ
(19.182)
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と定義される。このスピン接続はパラメータ空間上の 1-形式として定義されているが、eÎ
A が φAB

を通して xµ に依存していることを思い起こせば、時空の意味でのスピン接続は次のように与える

ことができる。

ω
µ−ÂB̂

= ω
(AB)−ÂB̂

∂µφ(AB) (19.183)

(19.180) は、n2 次元のパラメータ空間上のスピン接続が n 次元空間上でのスピン接続の作用と、

反対称テンソル場の寄与で表されることを意味している。

ωleft

ÂB̂
および ωright

ÂB̂
に対応する曲率を計算してみると、

Rleft

ÂB̂
= −1

4
eK

Â
eL

B̂
dφKM ∧ dφLNgMN , Rleft

ÂB̂
= −1

4
gKLdφKM ∧ dφLNeM

Â
eN

B̂
. (19.184)

これはモジュライ空間が確かに (19.92) を満足することを意味している。
次に、フェルミオンの変換則が確かにハイパー多重項のそれに等しいことを示そう。フェルミオ

ンについても、SO(4) のベクトル添え字 Î と Sp(1) のスピノル添え字 ṁ をまとめてひとつの添え

字 m で表すことにしよう。これは、SO(4)× Sp(1) を部分群として含む Sp(4) の基本表現の添え
字であると解釈することもできる。これに伴い、内部空間の γ 行列も次のように一般化しておく。

(γ
Î
)m

a = (γ
(̂îj)

)(̂kṁ)
a = δ̂

îk
(γ̂

j
)ṁ

a, (γ
Î
)a

m = (γ
(̂îj)

)a
(̂kṁ)

= δ̂
îk

(γ̂
j
)a

ṁ,

Jmn = J (̂iṁ)(̂jṅ) = δ̂
îj

εṁṅ. (19.185)

これは前に与えた (γ
Î
)m

a が満足すべき性質を満たす。従って変換則は §19.4に与えたものと同じ
になることがわかる。

重力多重項をここでは考えないことにして、純粋にハイパー多重項の成分のみからなる作用を取

り出すと、やはり §19.4に与えた作用が得られる。
このスピン接続を用いてフェルミオン ψm

Î
の、パラメータ空間上で共変な微分を書いてみよう。

添え字 Î が ωleft によって、添え字 ṁ が ωright によって回転されることに注意すれば、次のよう

になる。

D̂µψm

Î
=

[
Dµψm

Î
+ ω

µ−ÎĴ
ψm

Ĵ
+

1
4
ω

µ−ÂB̂
(γ

ÂB̂
)m

nψn

Î

]
− 1

2
∂µB

ÎĴ
ψm

Ĵ
+

1
8
∂µB

ÂB̂
(γ

ÂB̂
)m

nψn

Î

(19.186)
括弧でくくったはじめの 3 項は 10 次元での共変微分をそのままコンパクト化したものである。10
次元の作用

L
2π

=
e

e2φ

(
1
2
(ψmΓkΓmnDkψn)− (ψmΓkmDkλ)− (ψmΓmΓkλ)(∂kφ) +

1
2
(λD\ λ)

)

− e

8e2φ

(1
2
ψmΓmH\ 3Γ

nψn − 1
2
ψmΓnH\ 3Γ

mψn − ψmΓmH\ 3λ + ψmH\ 3Γ
mλ− λH\ 3λ

)
.(19.187)

をコンパクト化することによって、ψi の作用を計算してみると、ちょうどこの共変微分を用いて

次のように書くことができる。

L
2π

= − e

2e2ϕ
(ψ̂

i,m
D̂\ψm

î
)− e

8e2ϕ
gij(ψih\+

3 ψj). (19.188)

これはまさしくハイパー多重項のフェルミオンの作用である。
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19.7.6 超重力理論の対称性と弦理論

一般に、コンパクト化を行うと場の種類が多くなるため、計算をうまく進めることができるかど

うかは、如何に対称性をうまく使うかにかかっている。とくに、超重力理論をコンパクト化した際

には、ラグランジアンを見ただけで直ちにそれとわかる対称性のほかに、スカラー場に対して非線

型に実現されている（従って常に破れている）隠れた対称性が存在する。この対称性は弦理論の

T-双対性と密接に関係しており、弦理論を用いると隠れた対称性を比較的簡単に見つけ出すこと
ができる。[75]
ここでは弦理論のトーラスコンパクト化を考えよう。コンパクト化に関係するのは世界面上のボ

ゾン場、しかもそのゼロモード部分だけであるから、それ以外のフェルミオンや振動子部分はここ

では無視する。コンパクト化の周期を 1 にとり、トーラスの形状は計量 GIJ によって指定するこ

とにする。ラグランジアンは次のように与えられる。

L =
∫

dσ

[
−1

2
∂αXI∂αXJGIJ +

1
2
εαβ∂αXI∂βXJBIJ

]
(19.189)

ただし ετσ = +1 とする。
巻きつき数を wI とすると、ゼロモード部分は次のように展開できる。

XI(τ, σ) = xI(τ) + wIσ. (19.190)

これをラグランジアンに代入すると、

L =
1
2
ẋI ẋJGIJ − 1

2
wIwJGIJ + ẋIwJBIJ . (19.191)

従って、xI に共役な正準運動量は

pI =
∂L

∂ẋI
= GIJ ẋJ + BIJwJ . (19.192)

XI 方向が周期 1 にコンパクト化されていることから、この運動量は整数に量子化されている。二
つの整数に量子化された量をまとめて vI = (pI , w

I)T と書くのが便利である。

σ 方向の並進対称性に関連した保存量 P と τ に対するハミルトニアン H は次のように与えら

れる。

P = ∂σXI δL

δẊI
= ∂σXI(GIJ∂τXJ + BIJ∂σXJ ), (19.193)

H = ẊI δL

δẊI
− L =

1
2
ẊIẊJGIJ +

1
2
∂σXI∂σXJGIJ (19.194)

上記の展開式および正準運動量の定義を用いると、これらの量に対するゼロモードの寄与が次のよ

うに与えられることがわかる。

P =
1
2
vIηIJ vJ , H =

1
2
vIMIJ vJ . (19.195)

ただし、ηIJ、MIJ は次のように定義される行列である。

ηIJ =

(
0 1
1 0

)
, MIJ =

(
GIJ −GIKBKJ

BIKGKJ GIJ −BIKGKLBLJ

)
(19.196)

行列M の変換性を幾何学的に理解するために、次の行列 NJ
(I) を定義するのが便利である。

NJ
(I) =

(
GIJ + BIJ

δJ
I

)
. (19.197)
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ただし、添え字 J は下つきの J と上付きの J を同時に表したものである。これを用いると、行

列 MIJ は次のように表すことができる。

MIJ = 2ηIKPKJ − ηIJ . (19.198)

ただし、PKJ は n 本のベクトル NI
(A) の張る n 次元部分空間への射影を表す行列であり、次のよ

うに定義される。

PKJ = NK
(A)GABNL

(B)ηLJ , GAB = (GAB)−1, GAB = NI
(A)ηIJNJ

(B). (19.199)

上で定義した行列を用いれば GAB = 2GAB である。

コンパクト化のパラメータは、射影演算子 P を通してのみスペクトルに依存するから、パラメー
タをひとつ選ぶことと射影演算子をひとつ選ぶことは等価である。従って、スカラー場 φij のパラ

メータ空間は 2n 次元空間中に n 次元部分空間を選ぶ方法と同じであり、次のように与えることが

できる。

M = O(n, n)/(O(n)×O(n)). (19.200)

(19.198) の関係式は、ηIKMKJ は、2n 次元空間中の n 本のベクトル NJ
(I) によって張られる n

次元部分空間に対する鏡映演算子であることを表している。これは n 本の基底ベクトルが同じ平

面を表している限りその選び方にはよらないから、次の GL(n) 変換に対して不変である。

NI
(A) → UA

BNI
(B). (19.201)

N を任意の行列とすれば、独立成分の個数は 2n2 個であるが、GL(n) 変換を用いればこれの下半
分の部分行列が n × n 単位行列になるようにゲージ固定を行うことができる。この結果、物理的

自由度は n2 個になり、このときの N の上半分の成分が GIJ + BIJ を表している。

GIJ と BIJ の成分を座標とする n2 次元のパラメータ空間の計量を、上記の対称性と矛盾しな

いように決定しよう。

ds2 ∝ GDCδNI
(C)ηIK(PKJ − δKJ )δNJ

(D) =
1
4
GACGBDδXABδXCD (19.202)

したがって、M 上の計量は次のように与えられる。

G(AB)(CD) = GACGBD, G(AB)(CD) = GACGBD, (19.203)

実際に、ヘテロ型超重力理論のコンパクト化によって、スカラー場 φij の作用を次のように得るこ

とができる。

S

2π
=

∫
−
√−g

4e2ϕ
GACGBD∂µφAB∂µφCD =

∫
−
√−g

4e2ϕ
GMN∂µφM∂µφN . (19.204)

これはちょうど上記の計量から予想されるものと一致している。ただし、φij がパラメータ空間上

の座標であるということをさらに見やすくするために、二つの添え字を一つの上付きの添え字で

φM のように表した。

19.8 拡張された超対称性

19.8.1 N = (1, 1)

非カイラルな N = 2 の 6 次元超重力理論は N = (1, 1) 超重力理論とも表現される。それぞれ
の数は左巻きおよび右巻きの超対称電荷がシンプレクティックマヨラナスピノルとしていくつある

517



かを表している。この理論の R-対称性はそれぞれのカイラリティの超対称電荷に付随した Sp(1)R

対称性の積 Sp(1)2 である。これを Sp(1)R × Sp(1)′R と表そう。
N = (1, 0) の多重項を組み合わせて N = (1, 1) 理論の多重項を構成しよう。この場合には、

Sp(1)R とは別の大域的対称性として Sp(1)′R を導入する。すると、N = (1, 1) のそれぞれの多重
項は Sp(1)′R の一重項か２重項に属する N = (1, 0) の組み合わせとして表 19.2のように与えら
れる。

表 19.2: 6 次元 N = (1, 1) 超重力理論の多重項。

(1, 1) (1, 0) Sp(1)′R
gravity multiplet gravity multiplet 1

gravitino(R) multiplet 2
tensor multiplet 1

gravitino(L) multiplet gravitino(L) multiplet 1
/2 vector multiplet 2

hyper multiplet 1

gravitino(R) multiplet gravitino(R) multiplet 1
/2 tensor multiplet 2

vector multiplet vector multiplet 1
hyper multiplet 2

この表の 4 つの多重項のうち、二つのグラビティーノ多重項については実条件を課すことがで
きるためにこの表には書かれていない大域的対称性の実負表現に属していなければならない。

それぞれの多重項に含まれる場をあらわにまとめたのが表 19.3である。このようにばらして書
くと、二つのグラビティーノ多重項が SU(2)1 と SU(2)2、Sp(1)R と Sp(1)′R を同時に入れかえる
操作に対してお互いの共役になっていることがわかる。

19.8.2 N = (2, 0)

6 次元のカイラルな N = 2 の理論は N = (2, 0) 理論とも表現される。この理論の二つの超対称
電荷は同じカイラリティを持つから、R-対称性は Sp(2)R ∼ SO(5) である。この理論を N = (1, 0)
の多重項を組み合わせることで構成するには、この R-対称性の Sp(1) × Sp(1)′ 部分群に注目し、
片方の Sp(1) を R-対称性、もう片方を R-対称性ではない大域的対称性とみなせば良い。
この理論には、重力多重項、グラビティーノ多重項、テンソル多重項の 3種類の多重項が存在す

るが、これらは N = (1, 0) の多重項のうち SU(1)1 の同じ表現に属するもの同士を表 19.4のよう
に組み合わせることで構成することができる。

それぞれの多重項に含まれる場をばらして書くと、表 19.5のようにそれぞれの場が Sp(2)R 対

称性の表現に属していることがわかる。
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表 19.3: 6 次元 N = (1, 1) 超重力理論の多重項。

multiplet field little group Sp(1)R × Sp(1)′R d.o.f.

gravity multiplet gµν (3, 3) (1, 1) 9
ψL

µ (3, 2) (2, 1) 12
ψR

µ (2, 3) (1, 2) 12
B+

µν (3, 1) (1, 1) 3
B−

µν (1, 3) (1, 1) 3
Aµ (2, 2) (2, 2) 16
ψL (2, 1) (1, 2) 4
ψR (1, 2) (2, 1) 4
ϕ (1, 1) (1, 1) 1

gravitino(L) multiplet ψL
µ (3, 2) (1, 1) 6

/2 B+
µν (3, 1) (2, 1) 6

Aµ (2, 2) (1, 2) 8
ψL (2, 1) (2, 2) 8
ψR (1, 2) (1, 1) 2
φ (1, 1) (2, 1) 2

gravitino(R) multiplet ψR
µ (2, 3) (1, 1) 6

/2 B−
µν (1, 3) (1, 2) 6

Aµ (2, 2) (2, 1) 8
ψR (1, 2) (2, 2) 8
ψL (2, 1) (1, 1) 2
φ (1, 1) (1, 2) 2

vector multiplet Aµ (2, 2) (1, 1) 4
λL (2, 1) (2, 1) 4
ψR (1, 2) (1, 2) 4
φ (1, 1) (2, 2) 4

19.8.3 N = (2, 2)

N = (2, 2)の理論の超対称電荷は左巻き、および右巻きのシンプレクティックマヨラナワイルスピノ
ルが二つずつ存在するので、R-対称性はそのそれぞれについての対称性 Sp(2)の積 Sp(2)R×Sp(2)′R
である。この理論には表 19.6の重力多重項のみが存在する。ある運動量の固有状態について、物
理的自由度の個数はボゾンとフェルミオンが 128 個ずつである。これは 11 次元超重力理論を T4

でコンパクト化したもの、または II 型超重力理論を T3 でコンパクト化したものに等しい。ただ

し、このようなコンパクト化による構成では、この理論の対称性 Sp(2)2 の一部分だけしか明白に
ならない。例えばこの理論を 11 次元超重力理論を T5 でコンパクト化したものであると考えると、

Sp(2)2 の対角的部分群の Sp(2) ∼ SO(5) のみが明らかである。一方、II 型弦理論の対称性として
考えると、閉弦の上の左回り部分と右回り部分のそれぞれに対して SO(4) の対称性が存在するか
ら、SO(4)2 の対称性だけが明らかである。
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表 19.4: 6 次元 N = (2, 0) 超重力理論の多重項。

(2, 0) (1, 0) Sp(1)′

gravity multiplet gravity multiplet 1
gravitino(L) multiplet 2

gravitino multiplet gravitino(R) multiplet 1
/2 vector multiplet 2

tensor multiplet tensor multiplet 1
hyper multiplet 2

表 19.5: 6 次元 N = (2, 0) 超重力理論の多重項に含まれる成分場。

multiplet field little group Sp(2)R d.o.f.

gravity multiplet gµν (3, 3) 1 9
ψL

µ (3, 2) 4 24
h+

µνρ (3, 1) 5 15

gravitino multiplet ψR
µ (2, 3) 1 6

/2 Aµ (2, 2) 4 16
ψL (2, 1) 5 10

tensor multiplet h−µνρ (1, 3) 1 3
ψR (1, 2) 4 8
φ (1, 1) 5 5

19.9 古典解

19.9.1 D1-D5 系

D1-ブレーンと D5-ブレーンが、D1-ブレーンの伸びる二つの向きが D5-ブレーンに含まれるよ
うに重なったものは超対称性を 1/4 だけ残す。この系は作用が

S

2π
=

∫
d10x

√−g

[
1

e2φ
(R + 4(∂φ)2)− 1

12
G2

µνρ

]
+ · · · (19.205)

と与えられる超重力理論の解として次のように与えられる。[76, 77]

ds2 =
1

(H1H5)1/2
(−dt2 + dx2) +

H
1/2
1

H
1/2
5

dy2
i + (H1H5)1/2dz2

i , eφ = gstr
H

1/2
1

H
1/2
5

. (19.206)

ただし、D1-ブレーンが伸びる向きを (t, x)、D5-ブレーンが伸びる向きのうちD1-ブレーンに垂直
な方向を yi (i = 1, 2, 3, 4)、そして両方のブレーンに垂直な方向を zi (i = 1, 2, 3, 4) とした。通常
この系を考える場合には、yi 方向は T4、あるいは K3 によってコンパクト化されているものと
し、残された 6 次元空間の中ではどちらのブレーンも 1-ブレーンとみなされる。ここでは T4 コ

ンパクト化を考えることにし、計量を無視して座標の周期の積として計算した体積を v4 と表すこ
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表 19.6: 6 次元 N = (2, 2) 超重力理論の多重項。

multiplet field little group Sp(2)R × Sp(2)′R d.o.f.

gravity multiplet gµν (3, 3) (1, 1) 9
ψL

µ (3, 2) (4, 1) 24
ψR

µ (2, 3) (1, 4) 24
B+

µν (3, 1) (5, 1) 15
B−

µν (1, 3) (1, 5) 15
Aµ (2, 2) (4, 4) 64
ψL (2, 1) (5, 4) 40
ψR (1, 2) (4, 5) 40
φ (1, 1) (5, 5) 25

とにする。それに対し、計量まで考慮して計算した体積は V4 と表すことにする。コンパクト化の

周期を決めれば v4 は定数であるが、V4 は内部空間の計量に依存する場である。

H1 および H5 は次の式を満足する調和関数である。

−∆H5 = gstrρ5, −∆H1 = gstrρ1. (19.207)

ただし、ρ5 は D5-ブレーンに垂直方向の zi 空間上の D5-ブレーン密度であるのに対して、ρ1 は

D1-ブレーンに垂直な (yi, zi) 空間上での D1-ブレーンの密度である。従って、yi 方向が体積 v4 で

コンパクト化されていることを考慮すると、D5-ブレーンが N5 枚、D1-ブレーンが N1 枚であっ

た場合、二つの調和関数は次のように与えられる。

H1 = 1 +
r2
1

r2
, H5 = 1 +

r2
5

r2
, r = |zi|, r2

1 =
N1gstr

4π2v4
, r2

5 =
N5gstr

4π2
. (19.208)

N1 と N5 は、ゲージ場の積分として次のように定義される。

N1 =
∫

S3×T4
∗10G3, N5 =

∫

S3
G3. (19.209)

逆に、この式からゲージ場の値を決定することもできる。

この古典解は、T4 部分をコンパクト化することで 6 次元の超重力理論の古典解と見なすことも
できる。その時の超重力理論の作用は、10 次元の作用をコンパクト化することによって次のよう
に与えられる。

S6

2π
=

∫
d6x

√−g

[
1

e2ϕ
R− V4

12
G2

µνρ

]
+ · · · (19.210)

ただし、ϕ は 6 次元のディラトン場であり、e2ϕ = e2φ/V4 と定義される。上記の解を代入すると、

この 6 次元ディラトン場の値は定数になることがわかる。その値をここでは g6 = eϕ のように定

義しよう。すなわち、g2
6 = g2

str/v4 である。6 次元の意味での双対場は次のように与えられる。

G̃3 = V4 ∗6 G3. (19.211)

N1 と N5 はこれらの場によって定義された電荷である。すなわち、

N1 =
∫

S3
V4 ∗6 G3, N5 =

∫

S3
G3. (19.212)
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ここで、地平面近傍の様子を見てみると、自己双対条件 ∗6G3 = G3（G̃3 = G3 ではないことに注

意）が成り立つことが以下のようにわかる。自己双対条件が成り立つのは、次のように定義された

関数 u(r) が 1 になる場合である。

u(r) =
N5

N1
V4(r). (19.213)

上記の古典解を代入すると、地平面 r = 0 の上では常に u(r) = 0 が成り立つことがわかる。従っ
て地平面近傍の様子を見るには 6 次元の自己双対弦の解を考えれば十分である。自己双対性が見
やすい形にするために、ゲージ場を次のようにリスケールしておこう。

G′3 =
√

N1

N5
G3 (19.214)

この場合、地平面近傍での 6 次元の理論を表す作用は次のようになる。

S

2π
=

∫
d6x

√−g

[
1
g2
6

R− 1
12

G′2µνρ

]
+ · · · (19.215)

従って双対場 G̃′3 は ∗6G′3 に等しい。さらに、このようにリスケールされたゲージ場を用いて定義
された二つの電荷は次のように等しくなる。

Q =
∮

S3
G′3 =

∮

S3
∗6G′3 =

√
N1N5. (19.216)

すなわち、電荷 N1、N5 を持った D1-D5 系の地平面近傍の様子は、T4 部分を除けば電荷 Q を

持った 6 次元自己双対弦の解に一致する。さらに、r1 = r5 という条件が満足されている場合には

いたるところで u(r) = 1 であり、（地平面近傍だけではない）完全な 6 次元自己双対弦の解を再
現する。

ds2 = H−1(−dt2 + dx2) + Hdz2
i , H = 1 +

r2
0

r2
, r2

0 =
g6Q

4π2
. (19.217)

自己双対場の取り扱いについての注意¶ ³

ここで、自己双対場の規格化の仕方が 10 次元の自己双対場の場合とは異なることを注意して
おこう。自己双対条件が課されていない n − 1-形式ゲージ場のエネルギー運動量テンソルを
次のように定義しよう。

tµν(Fn) =
1

(n− 1)!
Fµα1α2···αn−1Fν

α1α2···αn−1 − 1
2 · n!

Fα1α2···αnFα1α2···αn (19.218)

n 6= 5 のとき、Fn とその双対場 F10−n のエネルギー運動量テンソルは同じになる。従って、

R-R 場のエネルギー運動量テンソルの合計は次のように書くことができる。

Tµν =
1
2

4∑

k=0

tµν(G2k+1). (19.219)

ここで、G5 の寄与が Tµν = (1/2)tµν(G5) であることに注意しよう。
一方、ここで考えた 6 次元の自己双対弦を与えるための作用は、もともと自己双対ではなく、
電気的成分と磁気的成分は独立な自由度であり弦の電荷と磁荷が等しいためにたまたま場の

強さ H3 が自己双対な値を取ったとみなすことができる。従って、エネルギー運動量テンソル

は Tµν = tµν(H3) と与えられ、余分な 1/2 因子はつかない。
µ ´
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19.9.2 自己双対弦

ヘテロ型超重力理論を T4/Z2 でコンパクト化することによって得られた 6 次元の理論には h3

と結合する弦と、その双対場 ∗h3 と結合する弦が存在する。これらは 10 次元における基本的弦お
よびソリトン的 5-ブレーンが内部空間に巻きついたものであると解釈できる。そこでそれぞれ基
本的弦およびソリトン的弦と呼ぼう。結合定数 e2ϕ はこれら二つのの弦の張力の比を与える数で

あり、それぞれの弦の張力を Tfund および Tsol と置けば、

e2ϕ =
Tfund

Tsol
(19.220)

という関係を満足する。この式の両辺は次元を持たない量であるから、この関係式はどのような計

量を用いているかによらず成り立つ。

2 階反対称テンソル場の結合定数は次元を持たない量であったが、ニュートン定数は次元を持つ
量である。上記の作用においてはこれが e2ϕ によって与えられているがワイル変換を行うことに

よってほかの値に取ることもできる。ニュートン定数を e2ϕ に取ることは基本的弦の張力を 1 に
取ることを意味する。そこで、この計量を弦計量と呼ぶことにしよう。gµν → eϕgµν によってアイ

ンシュタイン項の係数が 1 になるようなアインシュタイン計量に移ることができる。以下では引
き続き弦計量を用いる。

6 次元超重力理論は自己双対な二階反対称テンソル場を含んでいる。したがってそれと結合する
ブレーンとして弦が存在している。この弦は自己双対な場に結合するために、電気的ブレーンと磁

気的ブレーンが同じ、自己双対ブレーンである。超対称性が破れずに残るという条件から、自己双

対弦の古典解を求めよう。弦の伸びている方向を xµ (µ = 0, 1)、弦からの距離を表す半径座標を
r、弦の周りの角度を表す S3 上の座標を θi とすると、対称性より計量を次のように取ることがで

きる。

ds2 = a2ηµνdxµdxν + b2(dr2 + r2dΩ2). (19.221)

この背景上でのスピノルの共変微分は次のように与えられる。

Dµξ = ∂µξ +
a′

2b
γ

µ̂r̂
ξ, Diξ = D̂iξ +

b′

2b
rγ̂

ir̂
ξ, Drξ = ∂rξ. (19.222)

ただし、hat つきの量は a = b = 1 である、平坦な時空で定義された量を表す。この式を用いてグ
ラビティーノの変換

δψM = DMξ +
1
8
h\+

3 γMξ, (19.223)

を書き換えてみると次のようになる。

δψµ =
a′

2b
γ

µ̂r̂
ξ +

a

8
h\3γµ̂

ξ, δψi = D̂iξ +
b′

2b
rγ̂

ir̂
ξ +

rb

8
h\3γ̂i

ξ, δψr = ∂rξ +
b

8
h\3γr̂

ξ. (19.224)

大域的超対称性が残っているためには、これらの変換が 0 になっていなければならない。次の式
を用いてその条件を書きなおす。

γ
r̂
h\3γ̂i

= γ̂
i
h\3γr̂

, γ
r̂
h\3γµ̂

= −γ
µ̂
h\3γr̂

. (19.225)

すると、次の 3 つの独立な式を得る。

0 =
a

b
γ

µ̂
γ

r̂

(
a′

2a
+

b

8
h\3γr̂

)
ξ = rγ̂

i
γ

r̂

(
b′

2b
− b

8
h\3γr̂

)
ξ =

(
s′

s
+

b

8
h\3γr̂

)
ξ. (19.226)
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これは次のように書きかえることができる。

b

2
h\3γr̂

:
a′

a
:

b′

b
:

s′

s
= 1 : −1

2
:

1
2

: −1
4
. (19.227)

a、b、s が遠方で 1 になることを要求すれば、3 つの関数 a、b、s は遠方で 1 になるある一つの
関数 H を用いて次のように書けるはずである。

a = H−1/2, b = H1/2, s = H−1/4. (19.228)

すなわち、自己双対弦の解の計量は次のように与えられる。

ds2 = H−1ηµνdxµdxν + H(dr2 + r2dΩ2
3). (19.229)

H(r) の関数形を決めるために、h+
3 に対する電束の保存則をもちいる。すなわち、弦を囲む S3 上

の積分が次のように電荷を与えるという条件がある。

N =
∮

h3 =
1
2
c3r

3b3h\3. (19.230)

最後の表式で 1/2がついているのは、h3 が自己双対であるために hθ1θ2θ3 の寄与だけではなく h01r

の寄与も存在しているためである。この式から b と h\3 との関係式が得られ、上記の微分方程式と

組み合わせることで関数 H が次のように決定される。

H = 1 +
N

4π2r2
(19.231)

(19.229) は、r が小さいところで次の計量で近似される。

ds2 =
r2

r2
0

ηµνdxµdxν +
r2
0

r2
dr2 + r2

0dΩ2
3. (19.232)

これは AdS3 × S3 を表している。さらに、場の強さは次のように与えられる。

h
3̂̂4̂5

=
2
r0

, r2
0 =

N

4π2
. (19.233)

r0 は AdS3 と S3 の半径を表している。

まず、この多様隊のボゾン的対称性、すなわちアイソメトリーを調べてみよう。S3 部分につい

ては、その対称性は SO(4) である。AdS3 は計量 (−, +, +,−) を持つ 4 次元空間中で、次のよう
な式で表すことができる。

− y2
1 + y2

2 + y2
3 − y2

4 = −r2
0 (19.234)

このように定義された座標平坦な R4 座標 yi と t、x、r の間の関係は、

r = y3 + y4, t =
r0

r
y1, x =

r0

r
y2. (19.235)

によって与えられる。AdS3 が (19.234) のように表せることからもわかるように、そのアイソメ
トリーは SO(2, 2) である。座標 yi に作用する SO(2, 2) の生成子 Mij は

Mij = yi
∂

∂yj
− yj

∂

∂yi
. (19.236)

この生成子は次の交換関係を満足する。

[Mij ,Mkl] = ηjkMil − ηjlMik − ηikMjl + ηilMjk. (19.237)
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アイソメトリーは SO(2, 2) = SL(2,R)×SL(2,R)とも表すことができます。この二つの SL(2,R)
への分解は次のような生成子を定義することによって実現されます。

Jz =
1
2
(M14 + M23), Jx =

1
2
(M24 −M31), Jy =

1
2
(M12 −M34). (19.238)

J̃z =
1
2
(M14 −M23), J̃x =

1
2
(M24 + M31), J̃y =

1
2
(M12 + M34). (19.239)

このように定義した生成子 Ji の間の交換関係は次の通り。

[Jx, Jy] = −Jz, [Jy, Jz] = Jx, [Jz, Jx] = Jy. (19.240)

J̃i についてもまったく同様な式が成り立ち、Ji と J̃i は可換である。

次に、AdS3 の上でどのような超対称性が残るかを調べてみよう。古典解の立場からは、それら

の超対称性は古典解上のキリングスピノルで表現される。キリングスピノルの満足すべき方程式は

DMξ +
h

4
(γ 3̂̂4̂5)γMξ = 0. (19.241)

である。ただし h = h
3̂̂4̂5
であり、γ7ξ = +ξ のときに

h\+
3 = h(γ 0̂̂1̂2 + γ 3̂̂4̂5) = 2hγ 3̂̂4̂5 (19.242)

であることを用いた。ここで、スピノル

ξ′ = γ 3̂̂4̂5ξ. (19.243)

を定義すると、キリングスピノルの定義式 (19.241) の M = µ および M = i の場合について次の

ように書きかえることができる。

Dµξ − h

4
γµξ′ = 0, Dµξ′ − h

4
γµξ = 0, (19.244)

Diξ +
h

4
γiξ

′ = 0, Diξ
′ − h

4
γiξ = 0. (19.245)

ここで、AdS3 の半径方向の座標 u と、S3 の半径方向の座標 v を導入して 8 次元空間での γ-行
列を次のように導入しよう。

ΓM = σz ⊗ γM , Γu = −iσy ⊗ 18, Γv = σx ⊗ 18, Γ9 = σz ⊗ γ7. (19.246)

さらに、ξ と ξ′ を並べて次のスピノルを定義する。

Ξ =

(
ξ

ξ′

)
. (19.247)

このスピノルは上記の Γ 行列で定義された 8 次元空間のシンプレクティックマヨラナスピノルで
あり、(19.243) から次の式に従う。

Γv̂3̂̂4̂5Ξ = Ξ, Γ9̂Ξ = Ξ. (19.248)

すなわち、S3 を含む R4 上および AdS3 を含む R4 上でのカイラリティが正である事を意味して

いる。

525



(19.247) において定義されたスピノル Ξ を用いると、キリングスピノルの定義式 (19.243) は次
のように書くことができる。

D(6)
µ Ξ +

h

4
ΓµuΞ = 0, D

(6)
i Ξ +

h

4
ΓivΞ = 0. (19.249)

さらに、それぞれの式の第２項の寄与は次のように 8次元のスピン接続の次の成分として表される。

ω
(8)

µ−µ̂û
= ω

(8)

i−̂îv
=

h

2
(19.250)

を用いれば、式 (19.249) は次のようにまとめて書くことができる。

D
(8)
M Ξ = 0. (19.251)

すなわち、Ξ は 8 次元空間上の定数スピノルである。

19.9.3 非 BPS な自己双対弦の解と 3 次元ブラックホール

静的な解

ここでは、次の作用によって記述される系の自己双対弦の古典解について議論する。

S

2π
=

∫
d6x

√−g

[
1
g2
6

R− 1
12

HµνρH
µνρ

]
. (19.252)

自己双対弦は、電荷、磁荷が等しい弦のことである。つまり、次の条件を満足するような弦の解に

ついて考える。 ∮
H3 =

∮
∗H3 = Q. (19.253)

このような電荷、磁荷を持った 6 次元空間の非 BPS 自己双対弦の解は次のように与えられる。[78]

ds2 = −F+dt2 + F−dx2 +
1

F+F−
dρ2 + ρ2dΩ2

3. (19.254)

ただし、F± は半径座標 ρ の関数で次のように与えられる。

F±(ρ) = 1− r2
±

ρ2
, r− ≤ r+, r2

0 = r+r− =
g6Q

4π2
. (19.255)

ゲージ場については (19.253) より直ちに決定することができる。r = r+ のところで gtt = 0 にな
るから、r = r+ は地平面を表している。そして地平面上での gxx の値 (r2

+ − r2
−)/r2

+ が地平面の

面積を決定するから、r+ と r− がどれだけずれているかによってブラックホールのエントロピー

が決定される。

地平面上で 0 となる座標に移っておくのが以下の議論のためには便利である。これは先ほどと
同じ座標変換 ρ2 = r2

+ + r2 で実現される。この座標を用いると、6 次元時空上の非 BPS な弦の解
は、次の計量で与えられる。

ds2 = f−1
+ (−dt2 + fεdx2) + f+(f−1

ε dr2 + r2dΩ2
3), (19.256)

ただし、f+ と fε は次のように定義される r の関数である。

f+(r) = 1 +
r2
+

r2
, fε(r) = 1 +

ε2

r2
, ε2 = r2

+ − r2
−. (19.257)
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r+ = r− = r0 の場合は BPS な解を表しており、(19.217) に与えた BPS 自己双対弦の解を得るこ
とができる。

二つのパラメータはこの弦の上のエネルギー密度および圧力と関係している。この解の遠方での

振る舞いを見ることによって、弦上の圧力とエネルギー密度を次のように求めることができる。

E
T

=
3r2

+ + r2
−

4r2
0

,
P
T

=
r2
+ + 3r2

−
4r2

0

, T =
2πQ

g6
. (19.258)

ブーストされた解

解 (19.256) を t-x 平面上でブーストすることによって（物理的に許される）一般のエネルギー
運動量テンソルを持った弦の解も構成することができる。その目的のためには、非 BPSの程度を
表すパラメータ ε をベクトルの成分だと思って、

εi = (εt, εx) = (0, ε) (19.259)

を定義するのが便利である。そうすると、計量 (19.256) は次のように t-x 平面上でのローレンツ
変換に対して共変な形に書くことができる。

ds2 = f−1
+

(
−dt2 + dx2 +

1
r2

(εidxi)2
)

+ r2f+

(
1

r2 + ε2
dr2 + dΩ2

3

)
, (19.260)

ただし、dxi = (dt, dx) であり、ε2 はベクトル εi の長さ −ε2t + ε2x と解釈する。このように書いて

おくと、ブーストした弦の解 [79]は単にベクトルパラメータ εi をブーストすることによって得る

ことができる。

地平面近傍

解 (19.260) の地平面近傍について詳しく見てみよう。すなわち、r ∼ ε ¿ r− ∼ r+ と見なして

微小量を無視してみよう。これは形式的に次の変数変換を行い、パラメータ α を 0 にすることで
実現される。

εi → αεi, r → αr, t → t/α, x → x/α, r+fixed. (19.261)

この場合 r± はどちらも r0 に置きかえることができる。そして S3 部分の半径も r0 であるから、

残りの 3 次元部分は宇宙項を持った 3 次元の重力理論によって記述される。

S

2π
=

2π2r3
0

g2
6

∫
d3x

√−g[R− Λ], Λ = − 2
r2
0

. (19.262)

(19.260) に地平面近傍の近似を用いて得られる計量は次のように与えられる。

ds2 =
r2

r2
0

(−dt2 + dx2) +
1
r2
0

(εidxi)2 +
r2
0

r2 + ε2
dr2, (19.263)

ただし半径 r0 の S3 部分を省略した。r が ε に比べて大きいところでは、この解は AdS3 に漸近

的に近づく。r が 0 の部分には地平面（実際には地平線）が現れているので、この解はAdS3 上

のブラックホール解と考えることができる。その質量は地平面の長さと関係している。その長さは

次の式で与えられる。

Lhor =
∫ √

gxx(r = 0)dx = εx

∫
dx (19.264)
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もし x 方向をコンパクト化していなければ、εx 6= 0 である限りこの式は無限大を与える。つまり、
上の解は質量無限大のブラックホールに対応する。質量が有限のブラックホールを得るためには地

平面を有限の長さの S1 にするために x 方向をコンパクト化する。(これは 3 次元でのみ可能であ
る。より高次元の場合は、Rn (n ≥ 2) をコンパクト化しても Sn にはならないので、別の解を作

る必要がある。) この周期は任意に取ってよいが、上記の解は変数変換 (19.261) のもとで不変で
あるという性質があるので、これを用いて次のように取る事ができる。

x ∼ x + 2πr0 (19.265)

さらに、座標 x のかわりに次元を持たない角度変数 φ = x/r0 および新しい半径座標 ρ2 = r2 + ε2x

を導入すると、計量 (19.263) は次のように変形される。

ds2 = − (ρ2 − ε2x)(ρ2 − ε2t )
r2
0ρ

2
dt2 + ρ2

[
dφ +

εxεt

r0ρ2
dt

]2

+
r2
0ρ

2

(ρ2 − ε2x)(ρ2 − ε2t )
dρ2. (19.266)

これは BTZ(Banados-Teitelboim-Zanelli) ブラックホール [80]として知られている。実際次のよ
うに M と J を定義しよう。

M =
(εt)2 + (εx)2

r2
0

, J =
2εtεx

r0
. (19.267)

このように定義された二つのパラメータ M と J は次の関係を満足する。

Mr0 ≥ |J |. (19.268)

これらのパラメータを用いて書きなおすと、計量は次のようになり、[80] に与えられている表式と
一致する。

ds2 = −N2dt2 + N−2dρ2 + ρ2(Nφdt + dφ)2. (19.269)

ただし N は重力ポテンシャルに、Nφ は角運動量から現れる引きずりに対応している。これらは

r の関数として次のように与えられる。

N2 =
ρ2

r2
0

−M +
J2

4ρ2
, Nφ = − J

2ρ2
. (19.270)

重力ポテンシャル N2 は 2ρ2 = |J |r0 で最小値 |J |/r0 −M をとる。大小関係 (19.268) を用いれ
ば、この値は常に負、または 0 であることがわかる。ρ が大きいところでは N2 は常に正である

から、このことは ρ のある値で N = 0 になることを意味する。すなわちこの解は地平面を持つ。
M = J = 0 の場合には ρ = 0 が地平面になるが、これは 6 次元の BPS 弦の解の地平面近傍と同
じものである。

形式的に条件 (19.268) を満足しないようなパラメータ領域を考えることもできる。そのような
解は自己双対弦の地平面近傍とは見なすことができないが、3 次元の重力理論の古典解としてはあ
りえるものである。たとえば c をある正数として M = −c2、J = 0 の場合を考えてみよう。この
場合 (19.268) は満足されない。重力ポテンシャル N2 は常に正であり、ρ が大きいところから地

平面を横切らずに ρ = 0 にまで到達することができる。ρ が非常に小さい領域での計量を見てみる

と、次のようになる。

ds2 = −c2dt2 +
1
c2

dρ2 + ρ2dφ2. (19.271)

この解の原点は中心角 2πc の錐特異点である。c = 1 の場合には欠損角がなくなるのでいたるとこ
ろ滑らかな時空となる。これはAdS3 を大域的座標で書いたものに他ならない。
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(19.263) で与えられる解が実は局所的には AdS3 であることが次のようにしてわかる。εt 6= 0
の解は εt = 0 の解をブーストすることで得られるから、εx のみが 0 でない場合を考えよう。ま
た、座標変換 (19.261) を用いると、εx の値も自由に取ることができるから、εx = r0 の場合を考

える。AdS3 は次の計量をもつ 4 次元空間の球面として与えられる。

ds2 = −dU2 + dX2 + dY 2 − dV 2. (19.272)

この空間上の球面 −U2 + X2 + Y 2 − V 2 = −r2
0 上の座標を次のようにとろう。

U = ρ cosh
x

r0
, X = ρ sinh

x

r0
, Y = r cosh

t

r0
, V = r sinh

t

r0
. (19.273)

計量 (19.263) を新しい変数で書きなおすと、たしかに AdS3 上の計量になっていることが簡単に

示される。
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第20章 5 次元超重力理論

20.1 5 次元のスピノルと γ 行列

5 次元の γ 行列は次の基本的性質を満足する。

CT = −C, (γµ)T C = Cγµ, (Cγµ)T = −Cγµ. (20.1)

5 次元時空上ではスピノルは実負であるからマヨラナスピノルを定義することはできない。従って
スピノルの最小単位は実で 8 個の成分をもつ。

5 次元では、偶数個のスピノルの組を考え、その組に対して次のようなシンプレクティックマヨ
ラナ条件を課すことができる。

ψa = JabC5ψb (20.2)

スピノルの個数を 2k としよう。このとき行列 Jab は Sp(k) の不変テンソルであり、a, b は Sp(k)
の基本表現の添え字である。この条件を満足するスピノルはシンプレクテッィクマヨラナスピノル

と呼ばれる。

二つのシンプレクティックマヨラナスピノルに対して次の式が成り立つ。

ψaϕa = ψaJabC5ϕb = −ϕaJabC5ψb = −ϕaψa (20.3)

途中で Jab と C5 がどちらも反対称であることおよび二つのスピノルがグラスマン数であること

を用いた。同様に

ψaγµϕa = ψaγµJabC5ϕb = −ϕaJabC5(γµ)T ψb = −ϕaγµJabC5ψb = −ϕaγµψa (20.4)

が成り立つ。すなわち、間に挟まれた γ-行列は余計なマイナス因子を出さない。
複素共役に対しての振る舞いを見るためには、ディラック共役を定義しておく必要がある。ここ

では次のように定義する。

ψ = ψ†D = iψ†γ0, D = D†. (20.5)

これを用いれば、二つのスピノルの積に対しての複素共役演算を次のように実行することができる。

(ψϕ)∗ = (ψ†Dϕ)∗ = ϕ†(D)†ψ = ϕψ. (20.6)

スピノルがシンプレクティックマヨラナスピノルであり、そのシンプレクティック添え字も縮約さ

れている場合には、スピノルの順序の入れ替えによって負号が出るので、積は純虚である。また、

(ψγµϕ)∗ = (ψ†Dγµϕ)∗ = ϕ†(Dγµ)†ψ = −ϕ†Dγµψ = −ϕγµψ. (20.7)

すなわち、間に挟まれた γ-行列は、あたかも反エルミートであるように振舞う。
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20.2 N = 1 超重力理論

20.2.1 重力多重項

5 次元では重力場が 5、ゲージ場が 3、グラビティーノ場が 8 の自由度を持つ。これらを一つず
つ組み合わせることによって 5 次元の単純超重力理論を構成することができる。[81]
この理論はスカラー場を含まず、重力場とグラビティーノのほかにゲージ場を一つ含むという点

で 11 次元の超重力理論に良く似た構造をしている。フェルミオンの高次の項を無視すると、作用
は次のように与えられる。

S

2π
=

∫
d5xe

( 1
κ2

R− 1
4
G2

µν −
1
2
ψ

I

µγµνρDνψIρ

+
√

3iκ

8
ψ

I

µγ[µG\ 2γ
ν]ψIν +

iκ

12
√

3
γλµνρσBλGµνGρσ

)
(20.8)

変換則は次のように与えられる。

δeµ

m̂
=

κ

4
(ψ

I

m̂γµξI), δψIµ =
1
κ

DµξI +
√

3i

24
γµG\ 2ξI −

√
3i

8
G\ 2γµξI , δBµ = −

√
3i

4
ψ

I

µξI . (20.9)

作用、変換則を 11 次元超重力理論のものと比較すればよく似ていることがわかる。
変分計算を行って超対称変換のもとでの不変性をチェックしておこう。11 次元超重力理論のとこ

ろでチェックしたように、ゲージ場を含まない変分は次元に依らず相殺するのでここで改めてチェッ

クはしない。ゲージ場について 1 次の変分であるが、グラビティーノの運動項から得られるゲー
ジ場を含む項は

δψ→GξSψ

2π
=

∫
d5x−

√
3ie

4
ψ

I

µDν〈γµG\ 2γ
ν〉0,4ξI (20.10)

この式中の共変微分は G2 と ξ に作用する。〈γµG\ 2γ
ν〉0,4 = γ[µG\ 2γ

ν] であることを用いれば、こ

の式の共変微分が ξ に作用したものは３点結合項の δψ→Dξ による変分と丁度相殺することがわか

る。微分が G2 に作用する部分は、〈· · ·〉4 を含むほうは dG2 に比例するからビアンキ恒等式より

0 になり、γ 行列を含まないほうはDν〈γµG\ 2γ
ν〉0 = DνGµν であるから、ゲージ場の運動項の B1

の超対称変換によって相殺される。こうして、ゲージ場について 1 次の項はすべて相殺された。
ゲージ場について二次の項について、まず３点結合項を δψ→Gξ で変分したものを計算してみよ

う。簡単に次の式が得られる。

δψ→GξSY

2π
=

∫
d5x

3iκe

8
ψ

I

µγ[µG\ 2γ
ν]

(
i

24
γνG\ 2 −

i

8
G\ 2γν

)
ξI

=
∫

d5x
(
−κe

4
ψ

I

µ〈G\ 2γ
µG\ 2〉5ξI +

κe

8
ψ

I

µ〈G\ 2γ
µG\ 2〉1ξI

)
(20.11)

得られた二つの項のうち、〈· · ·〉1 を含むほうはゲージ場の運動項の多脚場の変分と、〈· · ·〉5 を含む
ほうは位相項の B1 の変分と相殺する。

20.2.2 ベクトル多重項

大域的な場合

5 次元のベクトル多重項は実スカラー場 aa、ゲージ場 Aa
µ、シンプレクティックマヨラナフェル

ミオン λa
I を一つずつ含む。ここでは次の変換則を仮定し、この変換の下で不変な作用を構成する
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ことにしよう。

δ(0,1/2)a
a =

i

2
√

2
(λ

Ia
ξI), δ(0,1/2)λ

a
I =

i

2
√

2
(∂\aa)ξI . (20.12)

δ(1/2,1)A
a
µ =

1
2
√

2
λ

Ia
γµξI , δ(1/2,1)λ

a
I =

1
2
√

2
F\ a

2ξI (20.13)

あとで重力と結合させるためには、変換パラメータの規格化が先ほどの重力多重項で採用したのと

同じになっていなければならない。実際にスカラー場の上で交換関係を取ってみると、

(δ2δ1 − δ1δ2)aa =
1
4
(ξ

I

1γ
µξ2I)(∂µaa) (20.14)

となるから、確かに規格化は同じになっている。

この変換則のもとで不変なラグランジアンを構成しよう。まず次の運動項から出発する。

L0

2π
= −1

2
fab(∂µaa)(∂µab),

L1/2

2π
= −1

2
fab(λ

Ia
∂\λb

I),
L1

2π
= −1

4
fabF

a
µνF bµν . (20.15)

fab は U(1)n ゲージ理論の結合定数であり、スカラー場に依存する実関数である。フェルミオンの

運動項 L1/2 を δ(0,1/2) で変換してみると、

δ(0,1/2)L1/2

2π
= fab(∂µδaa)(∂µab) +

1
2
fab,cδa

a(∂µab)(∂µac) (20.16)

一方スカラー場の運動項の変分は

δ(0,1/2)L0

2π
= −fab(∂µδaa)(∂µab)− 1

2
fcb,aδaa(∂µab)(∂µac) (20.17)

これらの第１項は相殺する。第２項も相殺するためには、fab,c がその 3 つの添え字の入れ替えに
対して完全対称である必要がある。これは fab が prepotential f の微分として次のように書けて

いることを意味している。

fab = ∂a∂bf. (20.18)

フェルミオンの運動項 L1/2 を今度は δ(1/2,1) で変換してみると、

δ(1/2,1)L
2π

= fab(∂µδAa
ν)F bµν − 1

4
√

2
fabc(λ

Ia
F\ b

2(∂\ac)ξI) (20.19)

fabc = ∂a∂b∂cf である。この第１項はゲージ場運動項 L1 の δ(1/2,1) による変分で相殺できる。第

２項を相殺するためには次の相互作用項を導入する。

L3

2π
= − i

4
fabc(λ

aI
F\ b

λc
I) (20.20)

この項の δ(0,1/2) による変分が上記の変分を相殺する。L3 を δ(1/2,1) で変分すると、ゲージ場を二

つ含む次の項が得られる。

δ(1/2,1)L3

2π
= − i

4
√

2
fabc(λ

aI
F\ b

F\ c
ξI) =

1
4
fabcδa

aF b
µνFµνc − i

8
fabcγ

λµνρσδAa
λF b

µνF c
ρσ (20.21)

この第１項はゲージ場運動項に含まれるスカラー場の変分によって、第２項は次の CS 項の導入に
よって相殺できる。

δ(1/2,1)LCS

2π
=

i

24
fabcγ

λµνρσAa
λF b

µνF c
ρσ (20.22)

この項がゲージ不変であるためには、fabc はスカラー場に依存しない定数でなければならない。

従って、プレポテンシャル f はスカラー場 aa の高々 3 次の多項式である。
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まとめておこう。

5 次元アーベルゲージ理論¶ ³

5 次元 N = 1 理論の U(1)n 理論のラグランジアンは次のように与えられる。

L
2π

= fab

(
−1

2
∂µaa∂µab − 1

2
(λ

Ia
∂\λb

I)−
1
4
F a

µνF bµν

)

− i

4
fabc(λ

Ia
F\ b

2λ
c
I) +

i

24
fabcγ

λµνρσAa
λF b

µνF c
ρσ (20.23)

ただし、fab および fabc はスカラー場の実関数として与えられるプレポテンシャル f の微分

として次のように与えられる。

fab = ∂a∂bf, fabc = ∂a∂b∂cf. (20.24)

f は高々 3 次の多項式でなければならない。従って fabc はスカラー場に依存しない定数であ

る。変換則は次のように与えられる。

δ(0,1/2)a
a =

i

2
√

2
(λ

Ia
ξI), δ(0,1/2)λ

a
I =

i

2
√

2
(∂\aa)ξI . (20.25)

δ(1/2,1)A
a
µ =

1
2
√

2
λ

Ia
γµξI , δ(1/2,1)λ

a
I =

1
2
√

2
F\ a

2ξI (20.26)

µ ´

重力との結合

重力場と n個の U(1)ベクトル多重項が結合した系について考える。ベクトル多重項は i, j, . . . =
1, 2, . . . , n でラベルする。この理論は (20.27) にある場を含む。

spin 2 3/2 1 1/2 0

grav. em̂
µ ψIµ Bµ

vect.(×n) Ai
µ λi

I ai

(20.27)

この理論のラグランジアン、変換則は [82]に与えられているが、ここで用いている場の規格化な
どは多少異なる。1 ゲージ場はグラビフォトンも含めると n + 1 個ある。これらをそれぞれに対す
る電荷が量子化されるようにラベルをつけたものを Aa

µ （a = 1, . . . , n, n + 1）とする。(Bµ, Ai
µ)

と Aa
µ の間の変換行列を Ma

i および Ma とおき、これらの基底ベクトルの間の内積は次のように

とる。

Ma
i fabM

b
j = gij , MafabM

b = 1, MafabM
b
i = 0. (20.28)

それぞれの基底を用いて表されたゲージ場の間の関係は次のように与えられる。

F a
µν = Ma

i F i
µν + MaGµν . (20.29)

(20.28) を用いればこの逆変換が次のように得られる。

Gµν = MaF a
µν , F i

µν = M i
aF a

µν . (20.30)

これを用いれば、グラビフォトンまで含めた全てのゲージ場の運動項をまとめて
1ここで与える式を [82]の式に書き換えるには符号を除き次の置き換えを行えばよい。κ =

√
2, fab = ȧIJ , Ma = hI ,

Ma
i = hI

a, aijk =
√

2/3Txyz .
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図 20.1: モジュライ空間上の基底

− 1
4
GµνGµν − 1

4
gijF

i
µνF jµν = −1

4
fabF

a
µνF bµν . (20.31)

と書くことができる。添え字 a, b, . . . は fab およびその逆行列 fab を用いて、添え字 i, j, . . . は gij

およびその逆行列を用いて自由に上げ下げするものとする。

重力多重項とベクトル多重項が結合した系の超対称変換のもとで不変なラグランジアンをフェル

ミオンの二次の項までに限って構成しよう。まずそれぞれのスピンの場に対する運動項を次のよう

に与えておく。これ以外の相互作用項は全体が超対称変換のもとで不変になるように付け加えて

いく。

L2

2π
=

e

κ2
R, (20.32)

L3/2

2π
= −e

2
(ψ

I

µγµνρDνψIρ), (20.33)

L1

2π
= −e

4
fabF

a
µνF bµν , (20.34)

L1/2

2π
= −e

2
gij(λ

Ii
D\ (ω,M)

λj
I), (20.35)

L0

2π
= −e

2
gij∂µxi∂µxj . (20.36)

超対称変換は、大域的な場合のベクトル多重項の変換則や、重力多重項のみの場合などを参考に

次のようにとる。

δ(3/2,2)e
µ

m̂
=

κ

4
(ψ

I

m̂γµξI), δ(3/2,2)ψIµ =
1
κ

DµξI . (20.37)

δ(1,3/2)A
a
µ = −

√
3i

4
Maψ

I

µξI , δ(1,3/2)ψIµ =
√

3i

24
γµG\ 2ξI −

√
3i

8
G\ 2γµξI . (20.38)

δ(1/2,1)A
a
µ =

1
2
√

2
Ma

i (λ
Ii

γµξI), δ(1/2,1)λ
i
I =

1
2
√

2
M i

aF\ a
2ξI (20.39)

δ(0,1/2)x
i =

i

2
√

2
(λ

Ii
ξI), δ(0,1/2)λ

i
I =

i

2
√

2
(∂\xi)ξI . (20.40)

まず、スピンが 1/2 だけ異なる二つの場の運動項の間の変分の相殺について見ておこう。これ
により超対称カレントとグラビティーノが結合したネーター項を得ることができる。

(3/2, 2) セクター アインシュタイン作用とグラビティーノ運動項の間の超対称変換は相殺する。

δ(3/2,2)L2 + δ(3/2,2)L3/2 = 0. (20.41)
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(0, 1/2) セクター フェルミオンの運動項 (20.35) を変換してみると、

δ(0,1/2)L1/2

2π
=

ie

2
√

2
gij∂

µ(∂µxi)(λ
Ij

ξI)− ie

2
√

2
gij(λ

Ii
γµ(∂\xj)DµξI) (20.42)

この第２項は丁度スカラー場の運動項の超対称変換と相殺する。従って第１項のみが残るが、この

項は変換パラメータの微分 DµξI を含むから、グラビティーノと超対称カレントのネーター結合を

導入すればそのグラビティーノの超対称変換 (20.37) と相殺する。

LJ(0,1/2)

2π
=

ieκ

2
√

2
gij(λ

Ii
γµ(∂\xj)ψIµ) (20.43)

この項の δ(0,1/2) による変換はスカラー場運動項の多脚場の超対称変換と相殺することがわかる。

（4 次元の場合と異なり xi が実場なので、余計な「捩れ」の項は現れない。）

(1/2, 1) セクター フェルミオン λa
I とゲージ場 Aa

µ の間の超対称変換について見てみよう。変換

則 (20.39) によってフェルミオン運動項 (20.35) を変分してみる。

δ(1/2,1)L1/2

2π
= − e

2
√

2
(λ

Ii
D\ (MiaF\ a

2ξI)), (20.44)

さらに整理すると、次の式が得られる。

δ(1/2,1)L1/2

2π
= efabF

µνbDµδ(1/2,1)A
a
ν −

e

2
√

2
(λ

Ii
γµF\ 2iDµξI)

− e

2
√

2
(λ

Ii〈γµF\ a
2〉3ξ)Dµ(fabM

b
i )− e

2
√

2
(λ

Ii〈γµF\ a
2〉1ξ)fabDµM b

i (20.45)

この式の右辺第 1項はちょうどゲージ場運動項の変分によって相殺される。第二項は次のネーター
項の導入によって相殺する。

LJ(1/2,1)

2π
=

eκ

2
√

2
(λ

Ii
γµF\ 2iψµI) (20.46)

ネーター項 LJ(0,1/2) の (20.38) による変換も (20.45) の二行目に似た構造の次の変分を与える。

δ(1,3/2)LJ(0,1/2)

2π
=
√

3eκ

8
√

2
gij(λ

Ii
G\ 2(∂\xj)ξI) (20.47)

(20.45) の二行目と (20.47) を合わせれば、相殺されずに残った変分が次のようになる。

δL
2π

= − e

4
√

2
(λ

Ii
γµF\ a

2ξI)(Dµ(fabM
b
i ) + fabDµM b

i )

− e

4
√

2
(λ

Ii
F\ a

2γ
µξI)(Dµfab)M b

i +
√

3eκ

8
√

2
gij(λ

Ii
G\ 2(∂\xj)ξI) (20.48)

ただし、(20.45) の二行目は次の恒等式を用いて書き換えた。

〈γµF\ a
2〉3 =

1
2
(γµF\ 2 + F\ 2γ

µ), 〈γµF\ a
2〉1 =

1
2
(γµF\ 2 − F\ 2γ

µ) (20.49)

(1, 3/2) セクター (20.38) によってグラビティーノ運動項 (20.33) を変換してみると、γ 行列を

整理した段階で次の式を得る。

δ(1,3/2)L3/2

2π
= −

√
3ie

4
ψ

I

µ〈γµDν(G\ 2γ
ν〉0,4ξI). (20.50)
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この式で、微分は G2 と ξ に作用している。さらに変形すると、次の式を得る。

=
√

3ie

4
[Dν(Maψ

I

µξI)]fabF
bµν −

√
3ie

4
ψ

I

µ〈γµG\ 2γ
ν〉4,0DνξI

−
√

3ie

4
(ψ

I

µ〈γµF\ a
2γ

ν〉0ξI)fabDνM b −
√

3ie

4
(ψ

I

µ〈γµF\ a
2γν〉4ξI)Dν(fabM

b) (20.51)

第 1項は、ゲージ場運動項の変換で相殺できる。第 2項は次のネーター項によって相殺する。

LJ(1,3/2)

2π
=
√

3ieκ

8
(ψ

I

µγ[µG\ 2γ
ν]ψIν) (20.52)

(20.51) の二行目に類似した項がこれまでに得られたネーター項の変換によっても得られる。

δ(1/2,1)LJ(0,1/2)

2π
= − iκe

8
(ψ

I

µ(∂\xi)γµF\ 2iξI) (20.53)

δ(0,1/2)LJ(1/2,1)

2π
=

iκe

8
(ψ

I

µF\ 2iγ
µ(∂\xi)ξI) (20.54)

相殺されずに残った (20.51) の二行目と (20.53) と (20.54) を合わせると次のようになる。

δL
2π

= −
√

3ie

8
(ψ

I

µγ[µF\ a
2γ

ν]ξI)(fabDνM b + Dν(fabM
b))

−
√

3ie

8
(ψI

µ〈γµνF\ a
2〉0,4ξI)(Dνfab)M b +

ieκ

4
fabM

a
i (∂νxi)(ψ

I

µ〈γµνF\ b
2〉0,4ξI).(20.55)

ただし、(20.51) の二行目は次の恒等式を用いて書き換えた。

〈γµF\ a
2γν〉0 =

1
2
(γ[µF\ a

2γ
ν] − 〈γµνF\ a

2〉0,4), 〈γµF\ a
2γ

ν〉4 =
1
2
(γ[µF\ a

2γν] + 〈γµνF\ a
2〉0,4). (20.56)

ここまでに計算した分をまとめておくと、図 20.2のようになる。

L2L3/2

LJ(0,1/2)

L1/2

LJ(1/2,1)

L0 L1

LJ(1,3/2)

λddxξ λdFξ ψdFξ ψddξ

(0,1/2) (1/2,1)
(0,1/2) (1/2,1)

(1,3/2)
(1,3/2)

(3/2,2)
(3/2,2)

(3/2,2)

(3/2,2)
(3/2,2)

(1,3/2)

(0,1/2)

(1/2,1)
ψdxdxξ

(0,1/2)

(3/2,2)

図 20.2: ベクトル多重項を含む場合の超対称変換の相殺の様子（その１）

(Ma,Ma
i ) の微分公式 これまでの計算で現れた変分の中で、相殺されていないのは (20.48) およ

び (20.55) である。
(20.48) は λF\ 2(∂\x)ξ の形をした項と λ(∂\x)F\ 2ξ の形をした項よりなる。前者は λiF\ 2δλ

j とい

う形をしているから、添え字 i と j を入れ替えて反対称な部分が 0 になれば λF\λ という形の相

互作用項の導入によって相殺することができる。i と j の反対称部分の係数が 0 であるためには
次の関係が成り立つ必要がある。

Ma
j ∂ifab = Ma

i ∂jfab (20.57)
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一方 λ(∂\x)F\ 2ξ の形をした項は新たな相互作用工を導入することで相殺することは出来ないので、

その係数はもともと 0 でなければならない。これは次の条件を与える。

fabDkM b
i + Dk(fabM

b
i ) = 0. (20.58)

(20.55) についても γ[µF\ a
2γν] を含む部分と 〈γµνF\ a

2〉0,4 を含む部分があるが、これらはどちらも

新たな項の導入で相殺することは出来ないので、はじめから 0 でなければならない。これは次の
二つの条件を与える。

fab∂kM b + ∂k(fabM
b) = 0. (20.59)√

3
8

(∂ifab)M b − κ

4
fabM

b
i = 0. (20.60)

実は (20.57) はそのほかの 3 つの関係式が成り立てば自動的に成り立つので、独立な条件は 3
つである。

こうして得られた 3 つの条件式は、(Ma
i ,Ma) および (M i

a,Ma) の微分が次のように与えられ
ることと等価である。

M の微分¶ ³

DkMa
i = aki

jMa
j −

κ√
3
gkiM

a, DkMia = −aki
jMja +

κ√
3
gkiMa. (20.61)

∂kMa = − κ√
3
Ma

k , ∂kMa =
κ√
3
Mka. (20.62)

µ ´
ただし、aijk はスカラー場 xi の関数であり、添え字について完全対称なテンソルである。

これらの公式を用いれば、(20.48) を相殺するために必要な相互作用項は次のように与えられる。

L3

2π
=

√
3ieκ

8
gij(λ

Ii
G\ 2λ

j
I)−

ie

4
fab,iM

b
j (λ

Ii
F\ a

2λj
I)

= − ieκ

8
√

3
gij(λ

Ii
G\ 2λ

j
I) +

ie

2
aijk(λ

Ii
F\ k

2λj
I) (20.63)

F 2 項 最後に、ゲージ場の強さについて二次の変分の相殺について見ておこう。

まずグラビティーノを含むのは LJ(1/2,1) の δ(1/2,1) による超対称変換および LJ(1,3/2) の δ(1,3/2)

による超対称変換で、次のように与えられる。

δ(1/2,1)LJ(1/2,1)

2π
=

eκ

8
(ψ

I

µ〈F\ i
2γ

µF\ 2j〉1ξI) +
eκ

8
(ψ

I

µ〈F\ i
2γ

µF\ 2j〉5ξI), (20.64)

δ(1,3/2)LJ(1,3/2)

2π
=

eκ

8
(ψ

I

µ〈G\ 2γ
µG\ 2〉1ξI)− eκ

4
(ψ

I

µ〈G\ 2γ
µG\ 2〉5ξI) (20.65)

これらの第１項の和はゲージ場のエネルギー運動量テンソルに比例した項を与え、ゲージ場運動項

の多脚場の変分と相殺する。第２項はどちらも γ5 を含んでおり、次のように書くことができる。

δL
2π

=
ieκ

8
√

3
γκµνρσF i

µνFiρσδBκ − ieκ

4
√

3
γκµνρσGµνGρσδBκ (20.66)

ゲージーノを含む変分は以下の 3 つである。

δ(1/2,1)L3

2π
= − ieκ

8
√

6
(λ

Ii
G\ 2F\ 2iξI) +

ie

2
√

2
aijk(λ

Ii
F\ j

2F\ k
2ξI) (20.67)

δ(1,3/2)LJ(1/2,1)

2π
= −7ieκ

8
√

6
(λ

Ii〈F\ 2iG\ 2〉0ξI)− ieκ

8
√

6
(λ

Ii〈F\ 2iG\ 2〉2ξI) +
5ieκ

8
√

6
(λ

Ii〈F\ 2iG\ 2〉4ξI)(20.68)

δ(0,1/2)L1

2π
=

ie

4
√

2
aijk(λ

Ik
ξI)F i

µνF jµν − ieκ

2
√

6
(λ

Ik
ξI)FkµνGµν (20.69)

537



この 3つの変分を加えると、〈FF 〉4 を含む項だけが残り、次のようになる。
δL
2π

=
ie

2
√

2
aijk(λ

Ii〈F\ j
2F\ k

2〉4ξI) +
ieκ

2
√

6
(λ

Ii〈G\ 2F\ 2i〉4ξI)

=
ie

4
aijkγκµνρσδAi

κF j
µνF k

ρσ +
ieκ

4
√

3
γκµνρσδAi

κFiµνGρσ (20.70)

(20.66) と (20.70) は次の Chern-Simons項があればちょうど相殺する。

LCS

2π
=

ie

24
Cabcγ

κµνρσAa
κF b

µνF c
ρσ (20.71)

ただし、Cabc は次のように定義される対称テンソルである。

Cabc = −2aijkM i
aM j

b Mk
c −

√
3κ(M i

aMibMc)sym +
2κ√

3
MaMbMc (20.72)

LCS がゲージ不変であるためには定数でなければならない。(20.71) によって前に与えた変分が相
殺されるためにもこれは必要である。

LJ(1/2,1)

L1

LJ(1,3/2)

λdFξ

(0,1/2)

(1/2,1)
(1,3/2)

(1/2,1) (1,3/2)

(3/2,1)

(3/2,2)

L3

(0,1/2)

FFψξ

(1/2,1)

FFλξ

LCS

図 20.3: ベクトル多重項を含む場合の超対称変換の相殺の様子（その２）

Cabc を実際に微分してみると、次の式を得る。

∂mCabc = (−2aijk,m + 6aijnan
km − κ2gijgkm){ijk}M i

aM j
b Mk

c (20.73)

従って、aijk は次の微分方程式を満足する。

aijk,m =
(

3aijnan
km − κ2

2
gijgkm

)

{ijk}
(20.74)

この式より、aijk,m は 4 つの添え字の入れ替えに対して完全対称であることがわかる。
(DiDj −DjDi)Mk

a を計算することで曲率テンソルが得られる。曲率テンソルは次のように aijk

と gij の微分を含まない式として与えられる。

Rijkl = am
il ajkm +

κ2

3
gilgjk − [ij] (20.75)

ラグランジアンをまとめておくと、以下のようになる。
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重力に結合した 5 次元ベクトル多重項¶ ³

L
2π

=
e

κ2
R− e

4
fabF

a
µνF bµν − e

2
gij∂µxi∂µxj .

−e

2
(ψ

I

µγµνρDνψIρ)− e

2
gij(λ

Ii
D\ (ω,M)

λj
I)

+
ieκ

2
√

2
gij(λ

Ii
γµ(∂\xj)ψIµ) +

eκ

2
√

2
(λ

Ii
γµF\ 2iψµI) +

√
3ieκ

8
(ψ

I

µγ[µG\ 2γ
ν]ψIν)

− ieκ

8
√

3
gij(λ

Ii
G\ 2λ

j
I) +

ie

2
aijk(λ

Ii
F\ k

2λj
I)

+
ie

24
Cabcγ

κµνρσAa
κF b

µνF c
ρσ (20.76)

µ ´
極小超重力理論は

C111 =
2κ√

3
, M1 = M1 = f11 = 1. (20.77)

の場合に相当する。

モジュライ空間の構成

実は、スカラー場 xi によって張られるモジュライ空間は対称テンソル Cabc を与えると座標変

換の自由度を除き完全に決まってしまう。

座標 xi によって張られたモジュライ空間をM、Ma が値を取るベクトル空間を V としよう。

関数 Ma はモジュライ空間M からベクトル空間 V への写像を与えるが、∂iM
a ∝ Ma

i は Ma と

あわせて完全系をなすから、この写像は非退化である。従って位相的には V 上の像 M̃ ≡ Na(M)
はM と同一視することができる。

(20.72) より次の式が成り立つ。

CabcM
aM bM c =

2κ√
3
. (20.78)

この式は V 上の部分空間として M̃ を与える式である。

Cabc の定義および M の性質を用いることで、次の式が成り立つことがわかる。

Ma =
√

3
2κ

CabcM
bM c, Ma

i = −
√

3
κ

∂iM
a, Mia = −

√
3

κ
CabcM

bM c
i . (20.79)

これらの式は、Cabc が与えられたとき、(20.78) によって定まる M̃ の上に適当な座標 xi を導入

すれば、Ma、Ma
i 、Mia が自動的に決まることを表している。すなわち、モジュライ空間の構造

を決めるのに必要なのは定数テンソル Cabc の情報だけである。ラグランジアン中に現れるそのほ

かの量も上で与えられた量を用いて次のように書くことができる。

gij = −
√

3
κ

CabcM
aM b

i M c
j , fab = 3MaMb −

√
3

κ
CabcM

c, aijk = −1
2
CabcM

a
i M b

j M c
k . (20.80)

上記計量を用いればモジュライ空間上の線素は次のように Chern-Simons 項とそっくりな形に書く
ことができる。

ds2 = gijdxidxj = −3
√

3
κ3

CabcM
adM bdM c = − 3

κ2
dMadMa. (20.81)
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|M | = CabcM
aM bM c を定義すれば、fab は次のように表現することもできる。

fab = −1
3
∂a∂b log |M |

∣∣∣
M̃

(20.82)

ただし、∂a は Na による微分を表しており、(20.78) の条件は微分を行った後で課すものとする。

20.2.3 大域的極限

大域的な場合と比較するには、まず次のような置き換えを行うのが便利である。

Ma = − κ√
3
M ′a, Ma = − κ√

3
M ′

a (20.83)

すると、Ma に対して成り立つ関係式が次のようになる。

CabcM
′aM ′bM ′c = − 6

κ2
. (20.84)

M ′
a = −1

2
CabcM

′bM ′c, Ma
i = ∂iM

′a, Mia = CabcM
′bM c

i . (20.85)

gij = CabcM
′aM b

i M c
j , fab = κ2M ′

aM ′
b + CabcM

′c, aijk = −1
2
CabcM

a
i M b

j M c
k . (20.86)

超対称性変換は次のようになる。

δeµ

m̂
=

κ

4
(ψ

I

m̂γµξI), (20.87)

δψIµ =
1
κ

DµξI − κi

24
M ′

aγµF\ a
2ξI +

κi

8
M ′

aF\ a
2γµξI , (20.88)

δAa
µ =

κi

4
M ′aψ

I

µξI +
1

2
√

2
Ma

i (λ
Ii

γµξI), (20.89)

δλi
I =

1
2
√

2
M i

aF\ a
2ξI +

i

2
√

2
(∂\xi)ξI , (20.90)

δxi =
i

2
√

2
(λ

Ii
ξI). (20.91)

大域的超対称性を持つ理論はテンソル Cabc を

C0ij = C00i = 0, C000 = − 6
κ2

(20.92)

とおき、κ → 0 の極限をとることによって得られる。モジュライ空間上の座標として M i を用い、

M0 をそれらの関数として

M ′0 =
(

1 +
κ2

6
Cijkaiajak

)1/3

∼ 1 (20.93)

と表す。M i はベクトル多重項のスカラー場 ai に同定される。κ 展開の高次の項を無視すると、

M ′
0 =

3
κ2

(M ′0)2, M0
i =

κ2

6(M ′0)2
Cijkajak, M j

i = δj
i . (20.94)

gij = fij = Cijkak +O(κ2), f00 =
3
κ2

+O(κ0), f0i = O(κ2), (20.95)

これらをラグランジアンに代入して κ → 0 の極限をとれば大域的な超対称性の場合のラグランジ
アンを得ることができる。
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20.3 古典解

以下では 5 次元 N = 1 超重力理論の幾つかの 1/2 BPS 古典解を与える。重力多重項のみを含
むような極小超重力理論についての 1/2 BPS 解の完全な分類は [83]に与えられている。そこでは
Killing spinor の二次形式として作ったベクトルやテンソルの間の関係を調べることで一般的な解
を構成する方法が与えられている。

gauged sugra に対しては [84]において同様な解析がなされている。
2 つの U(1) ベクトル多重項を含む 5 次元 N = 1 超重力理論は 11 次元超重力理論から自然に得

られるので、極小超重力理論とともに詳しく解析されている。例えば 1/2 BPS 解については [85]
において一般解を構成する方法が与えられている。

以下に与える解の導出ではある程度初めから解の形を仮定しているが、そのような仮定を置くこ

とができることを証明する方法については上に挙げた論文を参照すること。

古典解を与える前に、幾つかの convention を与えておく。5 次元の γ 行列と ε テンソルの関係

は次のように決めておく。

γµνρστ = iεµνρστ (20.96)

4 次元および 5 次元での ε-テンソルの関係を次のように置く。

εtmnpq = εmnpq. (20.97)

4 次元の ε テンソルに対しては ε1234 = +1 とする。空間部分については (x1, x2, x3, x4) で張られ
る直交座標以外にもいろいろな座標を用いるが、それらについてはそのつど反対称テンソルの取り

方を指定する。

20.3.1 BPS ブラックホール解

5 次元極小超重力理論は一つのベクトル場を含むから、それと電気的に結合する点状粒子と磁気
的に結合する弦が存在する。ここでは特に 1/2 BPSな場合にこれらの解を与える。がおける BPS
ブラックホール解を求めよう。解の計量を次のようにおく。

ds2 = −a2(r)dt2 + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
3) (20.98)

S3 上の座標を θ1、θ2、θ3 とする。これらをどのように取るかは具体的には与えないが、向き付け

は εrθ1θ2θ3
> 0 であるとする。

フェルミオンを扱うために多脚場も導入する必要がある。ここでは次のようにとる。

et̂
t = a(r), er̂

r = b(r), eâ
b = b(r)ẽâ

b . (20.99)

ただし ẽâ
b は半径が rb ではなく r の球面上の任意の多脚場である。このときスピン接続の 0 でな

い成分は次のように与えられる。

ωt
t̂r̂ =

a′

b
, ωa

âr̂ =
rb′

b
+ ω̃a

âr̂, ωa
b̂̂c = ω̃a

b̂̂c. (20.100)

従って、スピノルの共変微分は、平坦な時空上の共変微分を用いて次のように書くことができる。

Dtξ = D̃tξ +
a′

2b
γ

t̂r̂
ξ, Drξ = D̃rξ, Daξ = D̃aξ +

rb′

2b
γ

âr̂
ξ. (20.101)
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対称性より、ξ = sξ̃ とおける。このときグラビティーノの変換則はベクトル添え字の向きごとに

次のようになる。

κδψIt =
a

b
γ

t̂r̂

(
a′

2a
+

iκ

2
√

3
bγ

r̂
G\ 2

)
ξI ,

κδψIr =
(

s′

s
+

iκ

2
√

3
bγ

r̂
G\ 2

)
ξI ,

κδψIa = −r

2
γ

âr̂

(
−b′

b
+

iκ

2
√

3
bγ

r̂
G\ 2

)
ξI . (20.102)

括弧の中に注目すると、第二項は全て共通なので、第１項が全て等しくなければならない。すなわ

ち、次の式が成り立つ。

− a′

a
= −2

s′

s
= 2

b′

b
=

H ′

H
. (20.103)

ここで、H は次の式を満足する関数として定義した。

H ′

H
ξI =

iκ√
3
bγ

r̂
G\ 2ξI (20.104)

右辺はスピノルとしては γtξI に比例するので、この式が 0 でない ξI に対して成り立つためには、

ξI が γ t̂ の固有スピノルである必要がある。ここでは次のように取る。

γ t̂ξI = iξI . (20.105)

(20.103) より、3 つの関数はただ一つの関数 H を用いて次のように書くことができる。

a = H−1, s = H−1/2, b = H1/2 (20.106)

すなわち、計量は H を用いて次のように書ける。

ds2 = −H−2dt2 + H(dr2 + r2dΩ2
3) (20.107)

(20.106) と (20.105) を用いて (20.104) は次のように書き換えることができる。

∂r
1
H

=
κ√
3
∂rAt (20.108)

従って、ゲージ変換の自由度を除き、ゲージ場は次のように与えられる。

A =
√

3
κ

1
H

dt (20.109)

H の関数形を決定するためには、ゲージ場の運動方程式を用いる。

F3 = ∗F2, dF3 = 0. (20.110)

上記の計量、ゲージ場を代入すれば、

F3 =
√

3
κ
∗̂(dt ∧ dH) =

√
3

κ
r3∂rHω3 (20.111)

ただしここで、ω3 は dθ1 ∧ dθ2 ∧ dθ3 に正係数で比例する S3 上の体積形式で、S3 上で積分した

ときに Ω3 = 2π2 を与えるように規格化されているとする。従って、F3 の積分によって電荷 N を

N = −
∮

S3
F3 (20.112)

と定義すればH が次のように決定される。

H = c +
κ√
3

N

4π2r2
= 0. (20.113)

地平面近傍は AdS2 × S3 である。
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20.3.2 BPS弦解

5 次元極小超重力理論における BPS string 解を構成しよう。弦上のポアンカレ対称性と弦の周
りの回転対称性を仮定すれば計量は次のように置くことができる。

ds2 = a2(r)ηµνdxµdxν + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
2) (20.114)

S2 上の座標を θ1、θ2 とする。これらの座標をどのように取るかは指定しないが、向き付けは

εx1x2θ1θ2 > 0 となるように取る。
(20.114)上のフェルミオンを扱うために多脚場も導入する必要がある。ここでは次のようにとる。

eµ̂
µ = a(r), er̂

r = b(r), eâ
b = b(r)ẽâ

b . (20.115)

ただし ẽâ
b は半径が rb ではなく r の球面上の任意の多脚場である。このときスピン接続の 0 でな

い成分は次のように与えられる。

ω
µ−µ̂r̂

=
a′

b
, ω

a−âr̂
=

rb′

b
+ ω̃

a−âr̂
, ω

a−̂b̂c
= ω̃

a−̂b̂c
. (20.116)

従って、スピノルの共変微分は、平坦な時空上の共変微分を用いて次のように書くことができる。

Dµξ = D̃µξ +
a′

2b
γµ̂r̂ξ, Drξ = D̃rξ, Daξ = D̃aξ +

rb′

2b
γâr̂ξ. (20.117)

グラビティーノの変換則は、ベクトル添え字が弦に平行な方向、半径方向、S2 方向の場合に対し

てそれぞれ次のように与えられる。

κδψIµ = D̃µξI +
a′

2b
γµ̂r̂ξI − iκ

4
√

3
aγ

µ̂
G\ 2ξI ,

κδψIr = D̃rξI − iκ

4
√

3
bγ

r̂
G\ 2ξI ,

κδψIa = D̃aξ +
rb′

2b
γâr̂ξ +

2iκ

4
√

3
brγ

â
G\ 2ξI . (20.118)

これらを全て 0にするような ξ は、対称性より平坦な時空上での定数スピノル ξ̃ を用いて ξ = s(r)ξ̃
と書くことができる。DM ξ̃ = 0 を用いれば、グラビティーノの変換は次のように書くことがで
きる。

κδψIµ =
a

b
γµ̂r̂

(
a′

2a
− iκ

4
√

3
bγ

r̂
G\ 2

)
ξI ,

κδψIr =
(

s′

s
− iκ

4
√

3
bγ

r̂
G\ 2

)
ξI ,

κδψIa = −2rγâr̂

(
− b′

4b
− iκ

4
√

3
bγ

r̂
G\ 2

)
ξI . (20.119)

右辺の括弧の中に注目すると、第２項は全て共通であるから、全てが同時に 0 になるためには第
１項が等しくなければならない。従って次の関係が成り立つ。

− 2
a′

a
= −4

s′

s
=

b′

b
=

H ′

H
. (20.120)

ただし、関数 H は次の式によって定義した。

− iκ√
3
bγ

r̂
G\ 2ξI =

H ′

H
ξI (20.121)
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G2 は Gθ1θ2 のみが 0 で無いので、左辺は γrθ1θ2ξI に比例する。つまり ξI は γrθ1θ2 の固有スピ

ノルでなければならない。ここでは次のように置こう。

γ
r̂θ̂1θ̂2

ξI = −iξI (20.122)

(20.120) より、a、s、b は一つの関数 H を用いて次のように書くことができる。

a = H−1/2, s = H−1/4, b = H. (20.123)

従って計量は次の形を取る。

ds2 = H−1ηµνdxµdxν + H2(dr2 + r2dΩ2
2) (20.124)

弦の電荷を N とすれば、ゲージ場のフラックスは次のように与えられる。

G2 =
N

4π
ω2. (20.125)

ただし ω2 は dθ1 ∧ dθ2 に正係数で比例する S2 上の体積形式で、S2 上の積分で Ω2 = 4π を与え

るものとする。これ以外の成分は全て 0 である。
(20.121) は (20.125) と (20.122) を用いると、次のように変形できる。

H ′ = − κ√
3

N

4πr2
(20.126)

従って、H が次のように決定される。

H = c +
κ√
3

N

4πr
. (20.127)

c は積分定数である。地平面近傍は c = 0 と置けば得ることができて、AdS3 × S2 である。

20.3.3 3-charge black holes

11 次元超重力理論のコンパクト化を考えると、3 つのベクトル場を含む超重力理論が自然に得
られる。このため、3 つの独立な電荷を持つようなブラックホール解は詳しく調べられている。
まずは、最も簡単な 3-charge 解の例として、次の M2-brane 配位から得られる 5 次元ブラック

ホール解を見てみよう。

t x1 x2 x3 x4 z1 z2 z3 z4 z5 z6

M2×N1/V3456 ◦ ◦ ◦
M2×N2/V1256 ◦ ◦ ◦
M2×N3/V1234 ◦ ◦ ◦

(20.128)

zi 方向は T6 にコンパクト化されているとし、その Tn 部分空間の体積を V1234 のように部分空

間の向きを表す添え字を用いて表すことにする。他の多くの 3-charge 解も、双対変換を行うこと
でこの配位に帰着させることができる。

対応する古典解は、3 つの異なる向きの M2-brane 古典解を harmonic function rule で重ね合わ
せることによって次のように得られる。

ds2 = − 1
(H1H2H3)2/3

dt2 + (H1H2H3)1/3dx2

+(H1H2H3)1/3

(
dz2

1 + dz2
2

H1
+

dz2
3 + dz2

4

H2
+

dz2
5 + dz2

6

H3

)
. (20.129)
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ただし、Ha は xi のみに依存する調和関数で、次のように与えられる。

H1 = 1 +
N1/V3456

2Ω3r2
, H2 = 1 +

N2/V1256

2Ω3r2
, H3 = 1 +

N3/V1234

2Ω3r2
. (20.130)

zi を内部空間だとみなせば、これは 5 次元のブラックホール解を与えている。この 5 次元ブラッ
クホールの地平面の形状は S3 であり、次のように 0 でない面積を持つ。

Ahor = lim
r→0

Ω3r
3(H1H2H3)1/2 =

√
N1N2N3

4πV123456
(20.131)

内部空間の体積は V123456 で一定であり、5 次元での Newton 定数は

1
32π2G

= V123456 (20.132)

と与えられる。従って Bekenstein-Hawking エントロピーは次のように与えられる。

SBH =
Ahor

4G
= 2π

√
N1N2N3 (20.133)

上では 11 次元超重力理論の古典解として 5 次元ブラックホール解を構成したが、もちろん直接
5 次元の超重力理論を用いても同じことができる。そのためにはまず 11 次元の超重力理論を T6

コンパクト化したときにどのような 5 次元超重力理論が得られるかを決める必要がある。また、単
に T4 コンパクト化すると、N = 4 の 5 次元超重力理論が得られるので、適当な truncation に
よって N = 1 超重力理論に落とす必要がある。この truncation を行うのに、コンパクト化される
T6 の方向を複素座標 a = 1, 2, 3 および a = 1, 2, 3 で表すのが便利である。二つの生成子 T11−T22

と T22 − T33 で生成される U(1)2 で不変な部分のみを残すという操作を行えば、N = 1 超重力理
論を得ることができる。（この U(1)2 は Calabi-Yau コンパクト化の際の holonomy SU(3) のカル
タン部分群に相当する。）このような truncation の結果残るのは、次の場である。

11 次元 5 次元
GMN gµν metric

g11, g22, g33 scalar× 3
AMNP ↔ AMNPQRS Aµνρ ↔ A112233 scalar× 1

(A123, A123) ↔ (Aµνρ123, Aµνρ123) scalar× 2
(Aµ11, Aµ22, Aµ33) ↔ (Aµν2233, Aµν1133, Aµν1122) vector× 3

(20.134)
内部空間の添え字には複素座標を用いた。これらは 1 つの重力多重項と 2 つのベクトル多重項、
1 つのハイパー多重項よりなる。ハイパー多重項は AMNP とその双対場から得られる 3 つのスカ
ラー場と、内部空間の体積を表すスカラー場から成るが、上記の古典解ではこれらは定数であり、

無視することができる。そこで以下では重力多重項と U(1) ベクトル多重項を二つ含む超重力理論
について考える。

内部空間の計量を次のように置こう。

gmn = diag(eφ1 , eφ1 , eφ2 , eφ2 , eφ3 , eφ3). (20.135)

ただし、φa はすべて独立ではなく、T6 の体積が一定であるということを表す次の式を満足して

いる。

φ1 + φ2 + φ3 = 0. (20.136)
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（ここでは式を簡単にするために内部空間の体積が 1 の場合を考えることにする。）T6 の計量が対

角的であるので、簡単に 5 次元の作用を得ることができる。

S

2π
=

∫
d5x

√−g
(
R− 1

2
∂µφ1∂

µφ1 − 1
2
∂µφ2∂

µφ2 − 1
2
∂µφ3∂

µφ3

− 1
4e2φ1

(F (1)
µν )2 − 1

4e2φ2
(F (2)

µν )2 − 1
4e2φ3

(F (3)
µν )2

)

−
∫

A(1) ∧K(2) ∧K(3) (20.137)

5 次元の超重力理論は、Chern-Simons 項の係数を表す 3 階対称テンソル Cabc が与えられれば、

場の変数変換の自由度を除き完全に決定されるが、上記の作用中の Chern-Simons 項は Cabc が次

のように与えられることを意味している。

Cabc = |εabc| (20.138)

この情報から、超重力理論の作用は以下のように決定される。まず、スカラー場MaはCabcM
aM bM c =

2/
√

3という条件を満足する場として与えられるが、これはT6の体積が 1であるという条件 (20.136)
であるとみなすことができる。コンパクト化のサイズを表すスカラー場 φa との関係は次のように

置くことができる。

Ma =
1√
3
eφa (20.139)

これを用いると、下付添え字の Ma は次のように与えられる。

Ma = (
√

3/2)CabcM
aM b =

1√
3
e−φa (20.140)

スカラー場の作用 (3/2)∂µMa∂µMa は確かに (20.137) に含まれるものと一致する。また、ゲージ
場の運動項の係数は fab = 3MaMb −

√
3CabcM

c によって与えられるが、これも確かに (20.137)
のゲージ場運動項を再現する。

5 次元 N = 1 超重力理論のグラビティーノとゲージーノの変換則は次のように与えられる。

δψIµ = DµξI +
√

3i

24
γµMaF\ a

2ξI −
√

3i

8
MaF\ a

2γµξI , (20.141)

Ma
i δλi

I =
1

2
√

2
(δa

b −MaMb)F\ b
2ξI −

√
3i

2
√

2
(∂\Ma)ξI . (20.142)

この超対称変換が 1/2 だけ破れずに残るという条件を用いて、先ほどのブラックホール解を再現
しよう。回転対称性を仮定し、計量を次のようにおく。

ds2 = −a2(r)dt2 + b2(r)(dr2 + r2dΩ2
3), ξ = s(r)ξ0. (20.143)

S3 上の座標を θ1、θ2、θ3 とする。これらを具体的にどのように取るかは指定しないが、εrθ1θ2θ3
> 0

となるように向き付けを取る。このとき、ξ の共変微分は次のように与えられる。

bdxµDµξ =
(

d̂t
a′

2a
γ

t̂r̂
+ d̂θ

α̂ b′

2b
γ

âr̂
+ d̂r

s′

s

)
ξ. (20.144)

ただし、d̂t、d̂r、d̂θ
α̂
は次のように定義される。

d̂t = a(r)dt, d̂r = b(r)dr, d̂θ
α̂

= rb(r)êα̂
αdθα (20.145)
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êα̂
α は単位半径の S3 上の多脚場である。回転対称性より、ゲージ場の成分で 0 で無いのは F

r̂t̂
の

みである。また、Ma は r のみに依存する。これを用いれば、グラビティーノの変換則からは次

の 3 つの独立な条件が得られる。

bdtδψIt = d̂tγ
t̂r̂

(
a′

2a
+
√

3
6

Maibγ
r̂
F\ a

2

)
ξI , (20.146)

bdrδψIr = d̂r

(
s′

s
+
√

3
6

Maibγ
r̂
F\ a

2

)
ξI , (20.147)

bdθδψIθ = d̂θγ
θ̂r̂

(
b′

2b
−
√

3
12

Maibγ
r̂
F\ a

2

)
ξI . (20.148)

一方、ゲージーノの変換則からは

Ma
i δλi

I = − i

2
√

2b
γr̂

(√
3(∂rM

a) + (δa
b −MaMb)ibγr̂

F\ b
2

)
ξI . (20.149)

を得る。

これらが ξI 6= 0 に対して成り立つためには、ξI が Maibγ
r̂
F\ a

2 の固有ベクトルになっていれば

よい。そこで、a = 1, 2, 3 それぞれに対して次のように置こう。

√
3iMabγ

r̂
F\ a

2ξI =
H ′

a

Ha
ξI . (20.150)

F\ が γrt に比例するから、これは変換パラメータ ξI が γ t̂ の固有スピノルになっていることを意

味している。ここでは次のように仮定する。

γ t̂ξI = iξI (20.151)

Ha はこれから決める r の関数であり、H ′
a は Ha の r による微分を表す。これをグラビティーノ

変換則に代入すれば a、b、s が次のように決定される。

a = H−1, b = H1/2, s = H−1/2, H = (H1H2H3)1/3. (20.152)

これからあともしばしば現れる Ha の幾何平均をH と置いた。ゲージーノの変換則に (20.150) を
代入すれば、Ma が次のように決定される。

eφa =
√

3Ma =
H

Ha
(20.153)

これらを Ha の定義式 (20.150) に代入しなおせば、次の式を得る。

F a
rt = −H ′

a

H2
a

. (20.154)

従って、ゲージ変換の自由度を除き、ゲージポテンシャルは次のように与えられる。

Aa =
1

Ha
dt. (20.155)

あとは関数 Ha を決定すればよい。そのためにはゲージ場 Aa の運動方程式を用いる。ここで考

えている古典解においては F a ∧ F b は 0 なので、運動方程式は次のようになる。

dFa3 = 0, Fa3 =
1

e2φa
∗ F2 = −∗̂(dHa ∧ dt). (20.156)
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ここで、Fa3 は F a
2 の双対場である。∗̂ は計量に平坦な座標を用いた Hodge 双対を表す。この式

運動方程式は、Ha が平坦な 4 次元空間上での調和関数であることを表している。

d∗̂4dHa = 0. (20.157)

∗̂5(dr∧dt) = ∗̂4dr = −r3ω3 を用いれば、ブラックホールの電荷 Na は次の式によって与えられる。

Na = −
∮

S3
Fa3 = −Ω3r

3H ′
a. (20.158)

これらより、調和関数は次のように決まる。

Ha = 1 +
Na

4π2r2
(20.159)

これは確かに 11 次元超重力理論の古典解に対する調和関数 (20.130) でコンパクト化の周期が 1
の場合に一致する。従ってこの調和関数を用いて表される計量

ds2 = − 1
H2

dt2 + H(dr2 + r2dΩ2
3), (20.160)

は確かに (20.129) の 5 次元部分を再現している。

20.3.4 rotating charged black hole (BMPV black hole)

BMPV black hole[86] は角運動量を持つ 5 次元の charged black hole である。5 次元での SO(4)
角運動量は独立な二つの平面上での角運動量を表す二つのパラメータによって表されるが、BMPV
ブラックホールはこの二つが等しい場合である。これは、系に SU(2) 対称性が残っていることを
意味している。

一般に、角運動量を持つ系の計量は、時間成分が (dt + k1)2 のような形で含まれる。k1 は計量

の t-xm 成分を表す xm 空間上の 1 形式である。そこで、背景時空の計量が、(20.143) の dt を

dt + k1 で置き換えた次の形で与えられると仮定しよう。

ds2 = −a(x)2(dt + k1)2 + b(r)2hmn(x)dxmdxn (20.161)

さらに、ゲージ場に対しても同じ置き換えを行うと、Aa = H−1
a (dt + k1) となる。この置き換え

により、ゲージ場の強さは F a = (dH−1
a ) ∧ (dt + k1) + H−1

a G2 と変更される。ただし G2 = dk1

である。ここでは少し一般化して

F a = F0 + δF, (20.162)

と表すことにしよう。ただし F a
0 はもともとあった部分で dr ∧ (dt + k1) に比例し、(20.150) を満

足すると仮定する。δF については、空間成分のみを持ち、dxm ∧ (dt + k1) のような成分は持たな
いと仮定する。

以上のような計量とゲージ場の修正によってフェルミオンの超対称変換には補正項が現れるが、

変換則中のもともとあった項を 0 に保ちながら補正項も 0 になるように k1 と δF を決めること

を考えよう。

変換則中にもともとあった項がそのまま 0 であるようにするためには、(20.150) であるという
条件を保つためには、F a

0 と (20.150) によって関係する関数 Ha （この段階ではまだ調和関数で

あるかどうかは決まっていない）を用いて a、b、s、Ma、Ma などが以前と同様に次のように与

えられればよい。

Ma =
1√
3

H

Ha
, Ma =

1√
3

Ha

H
, a =

1
H

, b = H1/2, s =
1

H1/2
. (20.163)
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H は Ha の幾何平均、すなわち H = (H1H2H3)1/3 である。さらに ξI は以前と同じ次の条件を

満足するとする。

γ t̂ξI = iξI . (20.164)

この式は ξI が xm で張られる 4 次元空間上で定まったカイラリティを持っていることを意味して
いる。このことから、次の式が成り立つ。

1
2
εmnpqγ

pqξI =
i

2
εtmnpqγ

pqγtξI =
1
2
γtmnpqγ

pqγtξI = −γmnξI (20.165)

すなわち、γmnξI は添え字 mn に対して反自己双対である。また、一般の 4 次元反対称テンソル
Tmn の自己双対部分を T+

mn、反自己双対部分を T−mn とすれば、次の式が成り立つ。

T\2ξI = T\−2 ξI , T\2γmξI = T\+
2 γmξI . (20.166)

(20.163) と (20.164)、および F a
0 と Ha の関係 (20.150) を用いれば、ゲージ場の時間成分は次の

式を満足する。

∂mAa
t = −∂mHa

H2
a

. (20.167)

すなわち、定数部分を除き、ゲージ場の時間成分は次のように与えられる。

Aa
t =

1
Ha

. (20.168)

ゲージ場の空間成分を Ba
1 とおき、次のように仮定する。

Aa
1 =

1
Ha

(dt + k1) + Ba
1 . (20.169)

Ba
1 に対する場の強さを Θa

2 = dBa
1 と書くことにすれば、A1 の場の強さは次のようになる。

F a
2 = dH−1

a ∧ (dt + k1) +
1

Ha
G2 + Θa

2 . (20.170)

ここで、F a
2 の第１項を F a

02 = dH−1
a ∧ (dt + k1)、それ以外を δF a

2 = H−1
a G2 + Θa

2 と書くことに

する。

これらの仮定の下でフェルミオンの超対称変換を見てみよう。まず、ゲージーノの変換には次の

ように補正項が加わる。

Ma
i δλi

I = Ma
i (δλ0)i

I +
1

2
√

2
1

Ha

∑

b=1,2,3

(
δa
b −

1
3

)
HbδF\−b

2 ξI (20.171)

(20.163) や (20.164) を用いればMa
i (δλ0)i

I = 0 であることが示される。補正項も 0 になるために
は HaδF−a

2 が全て等しければよい。その共通の値を K− とおこう。

K− = H1δF
−1
2 = H2δF

−2
2 = H3δF

−3
2 (20.172)

自己双対部分に対しては、この式からはいかなる条件も課されない。

(20.163) と (20.164) に加えて (20.172) を用いると、グラビティーノの超対称変換が次のように
与えられる。

δψt̂ = δψt̂
0 −

1
4H2

(G\−(h)
2 −K\ −(h)

2 )ξI , (20.173)

δψ
Il̂

= δψl̂
0 −

i

8H2
γ̂

l
(G\−(h)

2 −K\ −(h)
2 )ξI +

i

8H2
(G\+(h)

2 −
∑

a=1,2,3

HaδF\+a(h)
2 )γ̂

l
ξI .(20.174)
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(20.166) を用いた。これが 0 になるためには次の式が成り立てばよい。

G−2 = K−
2 , G+

2 =
∑

a=1,2,3

HaδF+a
2 . (20.175)

これらの式に K−
2 や δF a

2 の定義を代入すれば、

(Θa
2)
− = 0, −2G+

2 =
∑

a=1,2,3

Ha(Θa
2)+. (20.176)

(20.150) によって定義される関数 Ha の関数形を決めるには、、ゲージ場 Aa に対する運動方程

式を用いる。ここで考えている、Ba
1 6= 0 の場合には、F a ∧ F b が一般には 0 でないので、運動方

程式の非線形項まで考慮する必要がある。ゲージ場の運動方程式は、次のように与えられる。

dFa3 = 0, Fa3 = e−2φa ∗ F a
2 −

1
2
CabcA

b
1 ∧ F c

2 = 0. (20.177)

(20.156) と異なり、非線形項まで含めた。ansatz を代入すれば、線形項、非線形項が次のように
与えられる。

1
e2φa

∗ F a
2 = −∗̂4dHa + (dt + k1) ∧ (

Ha

H3
G2 + Cabc

Θb
2

Hc
)

−1
2
CabcA

a
1 ∧ F a

2 = −1
2
CabcB

b
1 ∧Θc

2 +
1
2
d

(
CabcB

b
1 ∧

1
Hc

(dt + k1)
)

−(dt + k1) ∧ (
Ha

H3
G2 + Cabc

Θb
2

Hc
) (20.178)

これらの和を取れば、双対場 Fa3 が次のように得られる。

Fa3 = −∗̂4dHa − 1
2
CabcB

b
1 ∧Θc

2 +
1
2
d

(
CabcB

b
1 ∧

1
Hc

(dt + k1)
)

(20.179)

従って、運動方程式は、

dF a
3 = −d∗̂4dHa − 1

2
CabcΘb

2 ∧Θc
2 = 0. (20.180)

となる。関数 Ha はこれを満足するように決定しなければならない。

以上のことから、(20.176)および (20.180)を満足するBa
1、k1、Ha を与えれば古典解が決定され

る。これらの式を一般的に解く方法は後で述べることにし、ここでは簡単な例として G+
2 = Ba

1 = 0
である場合を考えよう。これは BMPV black hole を与える。この場合、解を与えるには反自己双
対な G2 を与える k1 と Ha を与えればよい。(20.180) より、Ha は特異点を除き調和関数でなけ

ればならない。∗̂4dr = −r3ω3 を用いれば、保存電荷 Na と Ha との関係が

Na = −
∮

S3
Fa3 = −

∮

S3
(−∗̂4dHa) = −2π2r3H ′

a (20.181)

と決まる。従って、§20.3.3と同様に調和関数は次のように与えられる。

Ha = 1 +
Na

4π2r2
. (20.182)

k1 については、G2 = dk1 が反自己双対であるという条件だけからは一意的に決まらないが、遠

方での振る舞いが回転ブラックホールとしてふさわしいものを選ぼう。角運動量と計量の漸近形の

関係は §A.3.1に与えてある。5 次元ブラックホールの場合、角運動量を Jij とすれば、計量の遠

方での様子は次のようになるはずである。

k1 =
(2κ2)
4π2r4

Jijx
idxj . (20.183)
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ここで、Jij が自己双対（反自己双対ではない）の場合を考えよう。この場合、次のものを用いる

のが便利である。

σx =
2
r2

(x1dx2 − x2dx1 + x3dx4 − x4dx3),

σy =
2
r2

(x1dx3 − x3dx1 + x4dx2 − x2dx4),

σz =
2
r2

(x1dx4 − x4dx1 + x2dx3 − x3dx2). (20.184)

これを用いれば、平坦な R4 の計量を次のように書ける。

ds2 = dr2 +
r2

4
(σ2

x + σ2
y + σ2

z). (20.185)

直交座標での向き付けを ε1234 > 0 のように取ってあれば、εrxyz > 0 である。σa は次の関係式を

満足する。

dσx = σy ∧ σz, dσy = σz ∧ σx, dσz = σx ∧ σy. (20.186)

この関係を用いると、d(r2σa) が自己双対であるのに対して d(r−2σa) は反自己双対であることが
簡単に示される。

d
(σz

r2

)
= +

4
r4

(rσx

2
∧ rσy

2
− dr ∧ rσz

2

)
(20.187)

Jij が自己双対、たとえば J12 = J34 = J の場合には、k1 は次のように与えられる。

k1 =
(2κ2)J
8π2r2

σ3. (20.188)

上で述べたように、これは反自己双対な G2 を与える。さらに 2κ2 = 1/(2π) の場合には

k1 =
J

16π3r2
σ3. (20.189)

こうして定まった調和関数 Ha と反自己双対 1-形式 k1 を計量

ds2 = − 1
H2

(dt + k1)2 + Hdxmdxm (20.190)

に代入すれば、BMPVブラックホールが得られる。
このブラックホールの地平面は r = 0 で与えられる。そこでの計量は squashed S3 を与える。

ds2 =
(N1N2N3)1/3

16π2

(
σ2

x + σ2
y + σ2

z −
J2

N1N2N3
σ2

z

)
(20.191)

従って表面積が次のように決まる。

Ahor =
1
4π

√
N1N2N3 − J2 (20.192)

20.3.5 string 解

black ring 解を構成する準備として、black ring 解の半径を無限大にとる極限で得られる string
解を作ってみよう。ここで考える string 解は §20.3.2で与えたものとは異なり、M2-ブレーンから
なる black hole 解と同じ超対称性を残すようなものであり、純粋な弦ではなく electric な charge
も持つようなものである。このような解は [87] において与えられた。

(20.176) および (20.180) を満足する Ba
1、k1、Ha を与えるには次の手順を踏めばよい。
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図 20.4: ここで考える弦のMブレーン的イメージ。M5ブレーンの弦の束とM2ブレーンの粒子
の束縛状態。この図にあるように、安定な閉じた弦を作ることも可能であり、black ring と呼ばれ
る。brack ring についてはこの次の節で解を与える。

一般の 1/2 BPS 解の構成手順¶ ³

1. まず始めに、自己双対な場の強さを与えるようにゲージ場の空間部分 Ba
1 を与える。

2. ゲージ場 Ba
1 を決めたら、その場の強さ Θa

2 = dBa
1 の二次形式をソースにするような

ラプラス方程式

− d∗̂4dHa =
1
2
CabcΘb

2 ∧Θc
2 (20.193)

の解として Ha を決定する。

3. さらに、得られた Θa
2 と Ha を用いて、次の方程式を与えるような k1 を決定する。

G+
2 = −1

2

∑
a

HaΘa
2 (20.194)

ただし G+
2 は G2 = dk1 の自己双対部分である。反自己双対部分 G−2 はどのような値

を取ってもかまわないので、この方程式は多くの解を持つが、物理的に適当な境界条件

を満足するものをその中から選ぶ。

以上の手順によって Ba
1、Ha、k1 が与えられれば、古典解は次のように与えられる。

ds2 = − 1
H2

(dt + k1)2 + Hdxmdxm, H = (H1H2H3)1/3. (20.195)

A1 =
1

Ha
(dt + ω) + Ba

1 . (20.196)

µ ´
この手順を用いて、string 解を与えよう。そのためにまず平坦な 4 次元空間上の座標を次のよ

うに取る。

ds2 = dψ2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (20.197)

向き付けは、(r, ψ, θ, φ)が正の向き付けになるように取る。さらに次の座標変換を行う。(y, ψ, x, φ)
が正の向きである。

y = −1
r
, x = − cos θ, y ≤ 0, −1 ≤ x ≤ 1. (20.198)

この座標は後に与えるリング座標との対応が見やすい。また、自己双対場を与えるときも式が簡単

になる。この座標での計量は次のように与えられる。

ds2 =
1
y2

(
1
y2

dy2 + y2dψ2 +
dx2

1− x2
+ (1− x2)dφ2

)
. (20.199)
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自己双対な場の強さを与える 1-形式および場の強さは次のように与えられる。

Ba
1 =

qa

4π
(ydψ + xdφ), Θa

2 =
qa

4π
(dy ∧ dψ + dx ∧ dψ). (20.200)

Θa
2 を弦を囲む S2 で積分すると、qa を与えるので、qa は弦の magnetic charge を表す。Θa

2 を

(20.193) の右辺に代入すると次のようになる。

1
2
CabcΘb

2 ∧Θc
2 =

Cabcqaqb

16π2
(dy ∧ dψ ∧ dx ∧ dφ). (20.201)

従って、Ha を決定するために解くべきラプラス方程式は次のように与えられる。

1
y4

∆Ha =
(

∂2

∂y2
+

1
y2

∂

∂x
(1− x2)

∂

∂x

)
Ha =

Cabcqbqc

16π2
(20.202)

これは簡単に解くことができて、次の解を得る。

Ha = 1− Na

4π
y +

Cabcqbqc

32π2
y2 (20.203)

ここで、第２項の y について 1 次の項は弦が持つ electric charge を表しており、Na は electric
charge の線密度である。
あとは (20.194) を解いて k1 を決定すればよい。

2G+ = − 1
4π

(
(q1 + q2 + q3)− qaNa

4π
y +

Cabcqaqbqc

32π2
y2

)
(ydψ + xdφ) (20.204)

k1 = kψdψ + kφdφ と置けば、

∂ykψ + ∂xkφ = − 1
4π

(
(q1 + q2 + q3)− qaNa

4π
y +

Cabcqaqbqc

32π2
y2

)
(20.205)

(1− x2)∂xkψ − y2∂ykφ = 0. (20.206)

この解として次のものがすぐに思いつく。

kψ = − qa

4π
y +

qaNa

2(4π)2
y2 − q1q2q3

(4π)3
y3, kφ = 0. (20.207)

これが物理的に妥当であることを見るために、closed time-like curve がないかどうかを見てみよ
う。ψ 方向がある周期でコンパクト化されていると仮定し、その方向に一周するサイクルについて

見てみる。計量は

ds2 = − 1
H2

(dt + kψdψ)2 + Hdxdx. (20.208)

と与えられるから、ψ 方向のサイクルが CTCでは無いためには H3 − k2
ψ ≥ 0 を満足する必要が

ある。|y|が大きい弦の近傍ではH3も k2
ψ も y6程度の大きさであるが、y6 の項と y5 の項は丁度

相殺して、次の項が残る。

H3 − k2
ψ =

y4

(4π)4
[
(q1N1q2N2 + q2N2q3N3 + q3N3q1N1)− 1

4
(qaNa)2

−(q1 + q2 + q3)(q1q2q3)
]

+O(y3). (20.209)

となる。CTC が存在しないためには、y4 の係数が負にならないようにパラメータを選ばなければ

ならない。
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遠方での計量の振る舞いから弦が持つ運動量を求めよう。重力場が弱い場合の運動量密度 P iと

計量の 0-i成分 g0i ∼ −ki との関係は、

P i = − 1
2κ2

∂2ki (20.210)

と与えられる。従って、5次元時空に ψ方向に伸びた弦があり、ψ方向への運動量線密度が pであ

る場合 kψ は遠方で次のように振舞うはずである。

kψ =
2κ2p

4πr
(20.211)

これを string解 kψ ∼ (q1 + q2 + q3)/(4πr)と比較すると、弦が持つ運動量密度が次のように決定
される。

p = 2π(q1 + q2 + q3) (20.212)

（ここでは 2κ2 = 1/(2π)という約束である。）
地平面の面積は次のように与えられる。

Ahor = lim
y→−∞

√
H3 − k2

ψ

4πL

y2

=
L

4π

√√√√ (q1N1q2N2 + q2N2q3N3 + q3N3q1N1)− (1/4)(qaNa)2

−(q1 + q2 + q3)(q1q2q3)
(20.213)

20.3.6 black rings

Black ring は 5 次元の重力理論の古典解であり、horizon の位相が S1 × S2 であるようなもの

をいう。ここで与えるのは 3-charge の black ring であり、Bena と Warner によって与えられた。
[85]

リング座標

Brack ring 解を表すのには 4 次元空間をリング座標と呼ばれる座標を用いて表すのが便利であ
る。ます、座標 (u, v, ψ, φ) を次のように導入する。

ds2
4 = R2(du2 + u2dψ2 + dv2 + v2dφ2). (20.214)

ここで、(u, v) から次の関係を用いて x と y を定義する。

u =

√
y2 − 1
x− y

, v =
√

1− x2

x− y
, −1 ≤ x ≤ 1, y ≤ −1. (20.215)

y = −∞ はもとの座標では (u, v) = (1, 0) に対応し、リングの形状をしている。ψ はリングに沿っ

て一周する角であり、φ はリングに直交する面上の角度を表す。

u-v 平面に x あるいは y を定数とする曲線群をプロットすると、図 20.5のようになる。こうし
て得られた 4 つの座標 (u, v, ψ, φ) はリング座標と呼ばれる。リング座標での計量は次のように与
えられる。

ds2 =
R2

(x− y)2

[
dy2

y2 − 1
+ (y2 − 1)dψ2 +

dx2

1− x2
+ (1− x2)dφ2

]
(20.216)

原点からの距離は次のように表される。

u2 + v2 =
x + y

x− y
(20.217)
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図 20.5: ring coordinates

漸近的振る舞い |y| が非常に大きい場合には、

u ∼ 1− x

(−y)
, v ∼

√
1− x2

(−y)
(20.218)

となり、R/(−y) がリングからの距離を、cos−1 x がリング周りの u-v 平面上での角度を表してい
る。u-v 平面の原点付近では x、y は次のように与えられる。

x ∼ 1− 2v2, y ∼ −1− 2u2. (20.219)

u-v 平面の遠方の様子を見るには

y = −1− 2R2

r2
cos2 θ, x = −1 +

2R2

r2
sin2 θ. (20.220)

とおくとよい。すると、r が大きいところで、

Ru ∼ r cos θ, Rv ∼ r sin θ. (20.221)

調和関数 この座標でのラプラシアンは

R2∆ = (x−y)4
∂

∂y

y2 − 1
(x− y)2

∂

∂y
+(x−y)4

∂

∂x

1− x2

(x− y)2
∂

∂x
+

(x− y)2

y2 − 1
∂2

∂ψ2
+

(x− y)2

1− x2

∂2

∂φ2
(20.222)

角度変数に依存せず、遠方で 0 になるようなラプラス方程式の解は

Ψ =
y − x

4πR
. (20.223)

リングからの距離を ε ∼ R/(−y) とすれば、リング近傍で次のように振舞う。

Ψ = − 1
4πε

+ regular (20.224)

従って、∆Ψ はリング上の密度 1 の δ 関数を与える。

反自己双対場 あとで必要になるので、リング上にのみ源を持つ反自己双対ゲージ場を与えよう。

ここで、εyψxφ > 0 であるように向き付けをとることにする。ψ 方向と φ 方向への U(1) × U(1)
回転対称性を仮定し、ゲージ場を A = Aψdψ + Aφdφ と置く。リング座標での計量 (20.216)を用
いると、場の強さ F = dA は次のように自己双対部分と反自己双対部分に分けることができる。

F± =
1
2
(∂yAψ ± ∂xAφ)(dy ∧ dψ ± dx ∧ dφ)

+
1
2
(a∂xAψ ∓ a−1∂yAφ)(a−1dx ∧ dψ ∓ ady ∧ dφ) (20.225)
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ただし a = (1− x2)1/2/(y2− 1)1/2 である。従って、場が反自己双対であるという条件 F+ = 0 は
次のように与えられる。

(1− x2)∂xAψ − (y2 − 1)∂yAφ = 0, , (20.226)

∂yAψ + ∂xAφ = 0 (20.227)

このうち、二つ目の式 (20.227)は、次のように解く事ができる。

Aψ = ∂xf(x, y), Aφ = −∂yf(x, y). (20.228)

ただし f(x, y) は任意の関数である。これを一つ目の式に代入すれば、関数 f に対する微分方程式

が得られる。

(1− x2)∂2
xf + (y2 − 1)∂2

yf = 0. (20.229)

この微分方程式は変数分離型であるから f(x, y) = p(x)q(y) と置くことで簡単に解く事ができる。
関数 p(x) と q(y) はどちらも同じ微分方程式を満足する。

(x2 − 1)∂2
xp(x) = λp(x), (y2 − 1)∂2

yq(y) = λq(y). (20.230)

を満足する。この微分方程式の解 pn(t) は非負整数 n = 0, 1, 2, . . . によってラベルされ、対応する

固有値は λ = n(n− 1) である。pn の微分はルジャンドル多項式 P 関数にほかならない。pn(t) は
n 次の多項式で、始めの幾つかは次のように与えられる。

p0 = 1, p1 = x, p2 = x2 − 1, p3 = x3 − x, · · · (20.231)

固有値 λ = n(n − 1) が p0 と p1 で縮退していることに注意すれば、微分方程式 (20.229)の解は
次のように与えられる。

f(x, y) =
∑

m,n=0,1

amnpm(x)pn(y) +
∞∑

n=2

anpn(x)pn(y) (20.232)

これを用いると、ゲージ場が次のように決定される。

(Aψ, Aφ) = a10(1, 0) + a01(0, 1) + a11(y,−x) + a2(2x(y2 − 1),−2y(x2 − 1)) + · · · (20.233)

a00 はゲージ場には影響しない。これらのうち、始めの 3 つは u-v 平面の軸上でのゲージ場の特
異性を決める。すなわち、
∮

Aψdψ
∣∣∣
y=−1

= 2π(a10−a11),
∮

Aφdφ
∣∣∣
x=+1

= 2π(a01−a11),
∮

Aφdφ
∣∣∣
x=−1

= 2π(a01+a11).

(20.234)
これらが 0 でなければ、対応する軸の上に Dirac string があることを意味している。A1 がコンパ

クト U(1) に属するゲージ場であればそのような特異性が許され、特に

∮

S2
F2 =

[∮
Aφdφ

]x=−1

x=1

= 4πa11. (20.235)

はリングが持っている磁荷（弦のチャージ）を与える。一方もし U(1) が非コンパクトであれば、
このような Dirac string の存在は許されないから a10 = a01 = a11 = 0 でなければならない。
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black ring 解

3-charge black hole で現れた調和関数 H1 をリング状のソースを持つものに置き換えることに

よって、リング状に分布する 3 つの chareg を表す古典解を構成することは簡単である。例えば、
調和関数を

Ha = 1 +
Na

8π2R2
(x− y) (20.236)

と取れば、半径 R のリング上に電荷 Na が一様に分布している様子を表すことができる。このと

き、リング近傍では、リングからの距離を ε としたときに Ha ∼ 1/ε のように振舞うので、horizon
の面積は 0 である。0でない horizon面積を持つ black ring解を作るためには、非自明なM5-ブ
レーン電荷を導入する必要がある。

§20.3.5で与えた手順に従って、string charge を持つ Black ring 解を与えよう。まず、Ba
1 を次

のように与える。

Ba
1 =

qa

4π
(ydψ + xdφ) (20.237)

係数 qa は、リングが持つ string charge である。場の強さ

Θa
2 =

qa

4π
(dy ∧ dψ + dx ∧ dφ) (20.238)

は self-dual である。Θa
2 をリングを囲む S2 で積分すれば、string charge qa を与える。この場の

強さは 0 でない Θ2 ∧Θ2 を与えるので、Ha は調和関数ではなくなる。関数 Ha は次の式を解い

て決める。

d∗̂4dHa = −Cabcqbqc

(4π)2
(dy ∧ dψ ∧ dx ∧ dφ) (20.239)

あるいは、

d ∗ d = − R4

(x− y)4
dx ∧ dy ∧ dψ ∧ dφ∆ (20.240)

を用いれば、これは次の式を意味している。

R2∆Ha =
1

(4πR)2
Cabcqbqc(x− y)4 (20.241)

この解は簡単に求めることができて、

Ha = 1 +
2Na

(4πR)2
(x− y) +

Cabcqbqc/2
(4πR)2

(y2 − x2) (20.242)

この調和関数は遠方では

Ha ∼ 1 +
Na + (1/2)Cabcqbqc

4π2r2
+ · · · (20.243)

となるので、実際の M2 charge Qa は Na とはずれており、フラックスからの寄与を表す qaの二

次の項を含んでいる。

Qa = Na +
1
2
Cabcqbqc. (20.244)

最後に、G2 = dk1 を決定しよう。満足すべき式は

G+
2 = − R

2(4πR)3
(
A + 2B(x− y) + 3C(y2 − x2)

)
(dy ∧ dψ + dx ∧ dφ) (20.245)

557



ただし以下の変数を定義した。

A = (4πR)2(q1 + q2 + q3), (20.246)

B = qaNa = qaQa − 3q1q2q3, (20.247)

C = q1q2q3, (20.248)

D = N1q1N2q2 + N2q2N3q3 + N3q3N1q1

= Q1q1Q2q2 + Q2q2Q3q3 + Q3q3Q1q1 − 2(q1q2q3)qaQa + 3(q1q2q3)2 (20.249)

リング座標でのゲージ場の自己双対部分は (20.225) のように書けるから、k = kψdψ + kφdφ と置

けば成分 kψ、kφ は次の式を満足しなければならない。

∂ykψ + ∂xkφ =
R

(4πR)3
[−A− 2B(x− y)− 3C(y2 − x2)] (20.250)

(1− x2)∂xkψ − (y2 − 1)∂ykφ = 0. (20.251)

第１式の右辺は x に依存する項と y に依存する項が分離しているから、特殊解を与えるのは簡単

である。たとえば、次のように取ることができる。

kψ =
R

(4πR)2
[−A(1− α)y + By2 − Cy3

]
, kφ =

R

(4πR)2
[−Aαx−Bx2 + Cx3

]
. (20.252)

α は定数部分を x と y の関数にどのように振り分けるかを表すパラメータである。一般解はこれ

に斉次微分方程式の解を加えたものである。斉次微分方程式の解はすでに (20.233) に与えられてい
る。軸上で Dirac string がないと要請することで加えるべき (20.233) の係数のうち a10、a01、a11

が一意的に決定される。ひとまず an≥2 = 0 と置いてこれらの項を加えた結果以下のようになる。

kψ =
R

(4πR)2
[−A(y + 1) + B(y2 − 1)− C(y3 − y)

]
, kφ =

R

(4πR)2
[−B(x2 − 1) + C(x3 − x)

]
.

(20.253)
さらに closed timelike curve が無いということを要請することにより、an≥2 の値が一意的に決ま

る。ここでは dψ 方向に一周するサイクルに注目しよう。このサイクル上の線素は

ds2 =
(
− 1

H2
k2

ψ + HR2 y2 − 1
(x− y)2

)
dψ2 (20.254)

と与えられるが、これが time-like にならないためには次の式が成り立つ必要がある。

1
R2

k2
ψ ≤ H3 y2 − 1

(x− y)2
(20.255)

右辺は y6 程度なので、左辺はこれより次数が大きくてはならない。従って加えることのできる斉

次方程式の解は an≥4 = 0 でなければならない。a2 と a3 を決めるために、さらに詳しく y → −∞
での振る舞いを見てみよう。右辺をを y が大きいところで展開すると、次のようになる。

y2 − 1
(x− y)2

H3 =
1

(4πR)6
[C2y6 + (2C2x− 2CB)y5

+(4D + AC − C2 − 2CBx)y4 +O(y3)] (20.256)

(20.253) に与えられた kψ を見てみると、y6 の項については (20.255) の等号が成り立っているこ
とが分かる。a3 を加えると、x の値によっては条件が成り立たないので、a3 = 0 でなければなら
ない。最後に残された a2 については

kψ = k0
ψ +

R

(4πR)3
a2(2x)(y2 − 1) (20.257)
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と置いてみると、（ここで現れた a2 は (20.233) 中のものとは規格化を変更した。）

1
R2

k2
ψ =

1
(4πR)6

[−Cy3 + By2 + 2a2xy2 + Cy −Ay −B −A− 2a2x]2

=
1

(4πR)6
[C2y6 − 2BCy5 − 4Ca2xy5 +O(y4)]2 (20.258)

となる。y6 項、xを含まない y5 項は (20.256)中のものとちょうど一致している。y5x項を (20.256)
中のものと比較してみると、(20.255) が成り立つためには a2 = −C/2 でなければならないことが
わかる。そうでないと、x が正か負のどちらかで条件が破れる。この結果、k1 が次のように完全

に決定される。

kψ =
R

(4πR)3
[−A(y + 1) + (y2 − 1)(B − C(y + x))], (20.259)

kφ =
R

(4πR)3
(1− x2)(B − C(x + y)). (20.260)

black ring の角運動量は、k1 の遠方での振る舞いを見ることで決めることができる。kψ および

kφ は遠方で 1/r2 程度の大きさであり、次のように振舞う。

k1 ∼ 1
32π3r2

[(A + 2B + 4C) cos2 θdψ + (2B + 4C) sin2 θdφ] (20.261)

従って、角運動量は半径リングの半径Rと電荷 qaおよびQaの関数として次のように与えられる。

Jψ =
A + 2B + 4C

4
, Jφ =

2B + 4C

4
. (20.262)

次に、地平面の面積を計算しよう。そのために ring近傍での (ψ, φ, x)方向の計量を抜き出し、
y → −∞で残る項を見る。交差項−2kψkφdψdφも残る事に注意して残る項を抜き出すと、計量は

次のようになる。

ds2 =

(
R2H

y2 − 1
(x− y)2

− k2
ψ

H2
−R2H

1− x2

y2

)
dψ2 +

R2

y2
H

(
dx2

1− x2
+ (1− x2)(dφ− dψ)2

)

(20.263)
この計量の第１項が S1 部分、第２項が S2 部分の計量である。したがって、地平面の面積は次の

式によって与えられる。

Ahor = lim
y→−∞

(4πR)2

2y2

√
R2H3

y2 − 1
(x− y)2

− k2
ψ −R2H3

1− x2

y2
(20.264)

平方根に含まれるはじめ二つの項はどちらも y6程度の大きさであるが、それらは互いに相殺して、

残るのは y4 以下の項だけである。実際に計算してみると、次の結果を得ることができる。

Ahor =
1
8π

√
4D −B2 −AC

=
1
4π

√
Q1Q2Q3 −N1N2N3 − J2

φ − q1q2q3(Jψ − Jφ) (20.265)

二つの角運動量成分 Jφと Jψ が等しく、M2電荷が全てフラックス起源の場合、すなわち Na = 0
である場合には、BMPVブラックホールの地平面面積に対する式 (20.192)と一致する。
最後に、リングの半径を大きくする極限においてこの式が以前に得られた string 解の式に一致す

ることを確認しておこう。§20.3.5で与えた string解を再現するためには、M2ブレーン電荷密度を
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一定に保ちながらR →∞の極限を取る必要がある。そこで、電荷密度を na としてNa = 2πRna

と置き換えよう。正確には遠方で測ったM2-ブレーン電荷は Na ではなく (20.244)で与えられる
Qaであるが、Rが大きい極限ではこの差は無くなり、Qa/(2πR) ∼ naとなる。従って naをその

まま遠方で測ったM2-brane密度として採用することができる。
角運動量 Jψ は Rが大きいときに Jψ ∼ (2πR)2(q1 + q2 + q3) と与えられるが、これは丁度運動

量密度が (20.212)で与えられる black string を円形にしたときに現れる角運動量を表している。
さらに地平面の面積の式 (20.265)においても同様の置き換えを行えば、以前に得られた string

解の地平面の面積を得る。
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付 録A 補遺

A.1 n 次元球面の表面積

Sn の表面積は次のようにして求めることが出来る。まず、Rn+1 上の直交座標を x1, . . ., xn+1

として、次の積分を考える。

I =
∫

dxn+1 exp

(
−

n+1∑

i=1

x2
i

)
(A.1)

これは二つの方法で求めることができる。まず、被積分関数が e−x2
1 · e−x2

2 · · · e−x2
n+1 と因子化し

ていることを用いて、

I =
[∫ ∞

−∞
exp(−x2

i )dx

]n+1

= π(n+1)/2 (A.2)

また、極座標に移ると、次のように表すことができる。

I =
∫ ∞

0

Ωnrne−r2
dr =

Ωn

2

∫ ∞

0

t(n−1)/2e−tdt =
Ωn

2
Γ

(
n + 1

2

)
. (A.3)

ただし単位 Sn の表面積を Ωn とおいた。(A.2) と (A.3) を比べることによって、Ωn は次のよう

に求まる。

Ωn =
2 · π(n+1)/2

Γ[(n + 1)/2]
. (A.4)

いくつか小さな n について計算しておくと次のようになる。

Ω0 = 2, Ω1 = 2π, Ω2 = 4π, Ω3 = 2π2,

Ω4 =
8
3
π2, Ω5 = π3, Ω6 =

16
15

π3, Ω7 =
1
3
π4, . . .

(A.5)

A.2 正規座標

正規座標とは、もっともまっすぐな座標である。これは、原点 xµ = 0 を通る全ての測地線が、
xµ(t) = tuµ によって与えられるような座標系である。ただし、uµ は測地線の向きを決める定数

ベクトルであり、t は測地線上の長さに比例するパラメータである。この条件は、クリストッフェ

ル記号に対する次の式と等価である。

Γλ
µν(tuµ)uµuν = 0. (A.6)

原点の周りで Γλ
µν をテイラー展開することにより、この条件は「Γλ

µν の任意階の微分の原点での

値について下付き添字について完全対称な成分を含まない」といいかえることができる。これは 0
階微分については Γλ

µν = 0 を意味し、1 階微分に対しては、次の条件を与える。

∂ρΓλ
µν + ∂µΓλ

νρ + ∂νΓλ
ρµ = 0. (A.7)
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これらの式を用いれば、クリストッフェル記号の微分が曲率テンソルを用いて次のように与えら

れる。

∂ρΓλ
µν =

1
3
(Rρµ

λ
ν + Rρν

λ
µ) (A.8)

これは、計量の二階微分についての次の式と等価である。

∂ρ∂σgµν =
1
3
(Rρµνσ + Rρνµσ). (A.9)

従って、正規座標の原点近傍では計量は次のように与えられる。

gµν(x) = gµν(0) +
1
3
Rρµνσ(0)xρxσ +O(x3). (A.10)

ゲージ場についても、類似のゲージを取ることができる。すなわち、原点から放射状に伸びる線

xµ = tuµ に沿ったゲージ場を 0 にするようなゲージを取ることができる。このゲージを正規ゲー
ジと呼ぼう。式で表わせば、

uµAµ(tuµ) = 0. (A.11)

となる。原点の周りでテイラー展開することにより、「ゲージ場の任意階の微分の原点での値は全

ての添字に対して完全対称な成分を含まない」という条件が得られる。特に、微分が 0 階の場合
には Aµ = 0 を、1 階および 2 階の場合には

∂µAν =
1
2
Fµν , (A.12)

∂µ∂νAρ =
1
3
(DµFνρ + DνFµρ). (A.13)

が得られる。ただし Dµ はゲージ場に対する共変微分である。従って、原点近傍でのゲージ場の

値は

Aµ =
1
2
Fαµ(0)xα +

1
3
DαFβµ(0)xαxβ +O(x3). (A.14)

と与えられる。

A.3 エネルギー運動量テンソル

L[Fn]
2π

= − e

2g2n!
Fα1···αnFα1···αn . (A.15)

ゲージ場 Fn のエネルギー運動量テンソルは次のように定義される。

δL[Fn]

δem̂n
= −eT

m̂n
[Fn]. (A.16)

この定義に従って Tmn[Fn] は次のように与えられる。

Tµν [Fn] =
1
g2

(
1

(n− 1)!
Fµ

α1···αn−1F
να1···αn−1 − 1

2 · n!
gµνFα1···αnFα1···αn)γν

)
. (A.17)

このエネルギー運動量テンソルは γ 行列を用いて次のように書くことができる。

1
g2
〈FnγµFn〉1 = −2(−)π(n+1)Tµν [Fn]γν . (A.18)
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A.3.1 計量の漸近的振る舞いと角運動量

角運動量を持つ物体から遠く離れた場所での重力場の漸近的振る舞いを与えよう。重力場が弱

く、時空が十分平坦であるとして gµν = ηµν + hµν とおく。このときリッチテンソルは次のように

与えられる。

Rµν =
1
2
(∂λ∂µhλ

ν + ∂λ∂νhλ
µ − ∂λ∂λhµν − ∂µ∂νhλ

λ) (A.19)

さらに、一般座標変換の自由度を用いて次の式を満足するようにゲージを取るのが便利である。

∂λhλ
µ −

1
2
∂µhλ

λ = 0. (A.20)

このゲージにおいては、リッチテンソルは次のように単純な形で表される。

Rµν = −1
2
∂λ∂λhµν . (A.21)

アインシュタイン方程式 Rµν − (1/2)gµνR = −κ2Tµν に代入すれば、運動量密度 P i と計量の非

対角成分の間の次の関係式を得ることができる。

P i = T i
0 =

1
2κ2

∂2hi
0. (A.22)

従って、角運動量は次のように与えられる。

Jij =
1

2κ2

∫
(xi∂

2h0j − xk∂2h0i)dV (A.23)

Jij が与えられたとき、この式を満足する h0i の遠方での振舞いは次のように与えることができる。

h0i =
1
2
(2κ2)Jik∂kG(x) (A.24)

ただし、G(x) は ∂i∂iG(x) = δ(x) を満足するグリーン関数である。あるいは、ω = −h0idxi とし

て次のように書くこともできる。

ds2 = −(dt + ω)2 + · · · , ω = − (2κ2)
2

dxiJik∂kG(x). (A.25)

A.4 双対場について

ここで用いる完全反対称テンソルは、テンソル密度として定義する。すなわち、どのような座標

系においてもその成分は ±1 である。このことに関連して、添え字がすべて上付きのものと、すべ
て下つきのものだけを用いる。時間方向が負計量であることによって、すべての添え字が上付きの

ものとすべての添え字が下つきのものでは符号が逆になることに注意しなければならない。

完全反対称テンソル密度 ε を用いて Hodge 双対を次のように定義する。

∗ Fn =
1

n!(D − n)!
√−gεa1···aD−nb1···bnF b1···bndxa1 ∧ · · · ∧ dxaD−n (A.26)

これを２回行うともとに戻るが、そのとき次のように符号が現れる。

∗ ∗Fn = −(−)n(D−n)Fn. (A.27)

この関係式には、時間方向の負計量から現れる余分なマイナス符号が考慮されている。

563



双対場ともとの場の wedge 積は次のように内積を与える。

∗ Fn ∧ Fn = − 1
n!
√−gFb1···bnF b1···bndDx (A.28)

ただしここで、積分の間の次の関係式を用いた。

dxa1 ∧ · · · ∧ dxaD = εa1···aDdDx (A.29)

さらに、Fn = dAn−1 であれば、部分積分を行うことで次の式を得る。
∫
∗Fn ∧ Fn =

∫
An−1 ∧ d ∗ Fn (A.30)

これは An−1 の運動方程式を作る際に用いることができる。

コンパクト化を行う場合、完全反対称テンソル密度の間の関係を次のように取ろう。

ε
(D)
123···D = ε

(D−1)
123···D−1 (A.31)

すなわち、D 次元の ε のコンパクト化する方向の添え字を最後に持ってきたものがD − 1 次元の
ε と一致するように取ることにする。コンパクト化する方向は常に空間的であると仮定する。

ある反対商テンソル場 Fn はコンパクト化すると n 階と n− 1 階のテンソル場に分解される。こ
れら二つの D − 1 次元のテンソル場を fn と fn−1 とおき、Fn との関係を次の式によって設定し

よう。

Fn = fn + fn−1dxD (A.32)

このとき Fn の D 次元での Hodge 双対と fn および fn−1 のD − 1 次元での Hodge 双対の間に
は次の関係があることがこれまでの定義、公式を用いて示される。

∗D Fn =
1√
gDD

∗D−1 fn−1 + (−)n√gDD ∗D−1 fndxD (A.33)

A.4.1 スカラー多様体上の座標変換

実スカラー場 φm のラグランジアンは、微分の数が二つまでという条件をおくと、次のように

書ける。

L[φ] = −1
2
hmn(φ)∂µφm∂µφn − V (φ) (A.34)

ここでは時空の計量は平坦であるとしておく。スカラー場をある多様体 M の座標とみなそう。こ

のとき M のことをスカラー多様体と呼ぶことにする。運動項の係数として現れるスカラー場の関

数 hmn は二つの添え字 m、n の入れ替えに対して対称であり、正定値であるとする。スカラー場

の変数変換

φ′m = φ′m(φ) (A.35)

を行い、ラグランジアンが L[φ] = L[φ′] という条件を満足する、つまり、変数変換のもとで不変
であるとすると、運動項の係数は次のように M 上の二階のテンソルとして変換される。

h′pq =
∂φm

∂φ′p
∂φn

∂φ′q
hmn. (A.36)

これらのことより、hmn はスカラー多様体上の計量であるとみなすことができる。計量 hmn は一

般には平坦ではないので、座標の取り方に依存しない形で書いておくのが便利である。
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スカラー場の再定義 (A.35) のもとで次の変換則に従う ψm はスカラー多様体上のベクトルで

ある。

ψ′m =
∂φ′m

∂φn
ψn. (A.37)

例えばスカラー場の微分 ∂µφm は、スカラー多様体上のベクトルとして振舞う。このことはスカ

ラー場の微分の変換が

∂µφ′m =
∂φ′m

∂φn
∂µφn. (A.38)

となることからわかる。

ベクトル ψm がもし φm の関数として M 上で定義されたベクトル場であれば、M の座標 φm

による共変微分を

Dmψn = ∂mψn + Γn
mkψk (A.39)

と書くことができる。ただし、Γk
mn はスカラー多様体上のクリストッフェル記号で次のように定

義される。

Γk
mn =

1
2
hkp(∂mhnp + ∂nhmp − ∂phmn) (A.40)

実際には、ψm は時空の座標 xµ の関数であるから、(A.39) 中の ∂mψn というのは定義できない。

それでも式 (A.39) は ψm の xµ による共変微分を微分の連鎖則を用いて定義する際に便利である。

D(σ)
µ ψn(= (∂µφm)Dmψn) = ∂µψn + (∂µφm)Γn

mkψk (A.41)

共変微分の肩の σ は non-linear σ-model の σ であり、スカラー多様体上の接続に対する共変微分

であることを表している。括弧でくくった中間的な表式は、ψm が φm を通して時空座標 xµ に依

存している場合を除いては実際には定義できないので、形式的な意味しか持たない。

スカラー多様体上の座標変換 (A.35) のもとで、この共変微分はベクトル場 ψn と同様に変換さ

れる。すなわち、

D(σ)
µ ψ′m =

∂φ′m

∂φn
D(σ)

µ ψn. (A.42)

スカラー多様体上の計量 hmn の共変微分は 0 になる。hmn は時空座標 xµ にスカラー場 φm を

通して依存しているから連鎖則を用いて次のように示すことができる。

D(σ)
µ hmn = (∂µφk)Dkhmn = 0. (A.43)

スカラー多様体上の座標変換に対して不変な理論では、ベクトルの微分は自動的に共変微分 (A.41)
の形になっている。たとえば (A.34) から得られる運動方程式は、

hmnD(σ)
µ ∂µφn − ∂V

∂φm
= 0. (A.44)

となる。

スカラー多様体上の一般のテンソルの共変微分は次のように定義される。

D(σ)
µ = ∂µ + (∂µφm)Ω̂m (A.45)

ここで、Ω̂m はスカラー多様体上のスピン接続であり、作用する場に応じて適当な表現のものを取

る。例えばベクトル場であればクリストッフェル記号に置き換える。

共変微分の交換関係からは、スカラー多様体の曲率の、時空への pull back を得る。

[D(σ)
µ , D(σ)

ν ] = (∂µφm)(∂νφn)R̂mn (A.46)
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R̂mn はスカラー多様体の曲率テンソルであり、次のように定義される。

R̂mn = ∂mΩ̂n − ∂nΩ̂m + [Ω̂m, Ω̂n] (A.47)

ここでは背景時空は平坦であるとしたが、一般の時空の上では共変微分 (A.45) には時空の接続
の寄与が加わり、次のようになる。

D(ω,σ)
µ = D(ω)

µ + (∂µφm)Ω̂m = ∂µ + ωµ + (∂µφm)Ω̂m (A.48)

この場合の交換関係には時空の曲率が現れる。

[D(ω,σ)
µ , D(ω,σ)

ν ] = [D(ω)
µ , D(ω)

ν ] + (∂µφm)(∂νφn)R̂mn

= Rµν + (∂µφm)(∂νφn)R̂mn (A.49)

A.4.2 スカラー場に作用する変換と共変性

スカラー場 φm と、モジュライ空間上のテンソル場 ψ に対して作用する無限小変換を考え、δ

で表そう。

φ → φ̃ = φ + δφ, ψ → ψ̃ = ψ + δψ. (A.50)

具体的には、δ は超対称変換や、ゲージ変換などであるが、ここでは特に指定しないことにする。

ψ の変換 δψ が、スカラー多様体の上の座標変換でどのように振舞うかを考えてみよう。

まず、ψ がベクトルの場合について見てみよう。スカラー場の変数変換のもとで、ψm は (A.37)
によって変換される。この式の両辺を δ によって変換すると、

δψ′m = δ

(
∂φ′m

∂φn
ψn

)
=

∂φ′m

∂φn
δψn + δφk ∂φ′m

∂φk∂φn
ψn (A.51)

もしこの式の右辺の第２項がなければ、この式は δψm が ψm 同様スカラー多様体の座標変換のも

とでベクトルとして振舞うことを表しているが、実際には第二項の補正が存在している。このこと

は、ψm がスカラー多様体上の点 φm における接空間上で定義されているのに対し、ψ̃m が φ̃m に

おける接空間上で定義されているためでる。すなわち、δψm は異なる座標系で定義された値の差

を表している。

δψm = ψ̃m

(φ̃)
− ψm

(φ) (A.52)

右辺の添え字は、どの点の接空間で定義されているかを表す。従って、二つの点の間で ψ を平行

移動したときに現れる寄与を別にしておけば、δψm から共変な部分を取り出すことができる。

δψi = δcovψi + δparaψi, (A.53)

δpara の部分は、スカラー場 φi が δφi だけずれたために引き起こされる ψi を定義する接束の平

行移動による寄与を表す。具体的には次のように表される。

δparaψm = ψm

(φ̃)
− ψm

(φ) = −δφkΓm
klψ

l. (A.54)

ここで、ψm

(φ̃)
は ψm

(φ) を点 ψ̃ までスカラー多様体上の接続に従って平行移動したものを表す。δcovψm

は変換 δψm から上記の平行移動によって現れる寄与を除いた部分を表し、変換後の ψ̃ から変換

前の ψ を点 φ̃ まで平行移動したものを引いたものである。

δcovψm = ψ̃m

(φ̃)
− ψm

(φ̃)
(A.55)
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このように定義された変分 δcovψm は、スカラー多様体上の座標変換で ψm 同様ベクトルとして

振舞う。

ここで与えた δ と δcov の関係は、すでに前に与えた共変微分の定義とよく似ている。すなわち、

δ を xµ → xµ + ε という時空の並進を表す変換であるとすれば、δ は微分 ∂µ に相当し、δcov は共

変微分 D
(σ)
µ に相当する。

ラグランジアンが変換 δ でどのように変化するかを計算をする場合には、φm に対しても δ を

δpara と δcov に分けておくのが便利である。ラグランジアン中には φm はその時空座標による微分

か、スカラー多様体上のテンソル場（例えば計量 hmn や曲率 Rmnpq など）として現れる。時空

座標による微分を含まないテンソル場として現れる場合には、その変換を次のように変形すること

ができる。

δT [φ] = δφm∂mT [φ] = δφmDmT [φ]− δφmΩ̂mT [φ] (A.56)

そこで、δcov と δpara を次のように定義する。

δcovT [φ] = δφmDmT [φ], δparaT [φ] = −δφmΩ̂mT [φ]. (A.57)

さらに、スカラー場 φm の時空座標による微分 ∂µφm を含む場合、

δ(∂µφm) = ∂µδφm = Dµδφm − (∂µφk)Γm
klδφ

l (A.58)

これを次のように分解する。

δcov(∂µφm) = D(σ)
µ δφm, δpara(∂µφm) = −δφkΓm

kl(∂µφl) (A.59)

さらに、スカラー多様体上のテンソル ψ の共変微分 D
(σ)
µ ψ に対しては、次の式が成り立つ。

δ(D(σ)
µ ψ) = D(σ)

µ δcovψ + δφm(∂µφn)R̂mnψ − δφmΩ̂m(D(σ)
µ ψ) (A.60)

これは次のように分解することができる。

δcov(D(σ)
µ ψ) = D(σ)

µ δcovψ + δφm(∂µφn)R̂mnψ, δpara(D(σ)
µ ψ) = −δφmΩ̂m(D(σ)

µ ψ) (A.61)

δcov の定義式の第２項は、形式的に次のように表しておくと便利である。

δcovD(σ)
µ = δφm(∂µφn)R̂mn. (A.62)

以上の δ の δcov と δpara への分解を用いれば、ラグランジアンの変分全体を δcovL と δparaL と
に分けることができる。ラグランジアンは必ずスカラー多様体上のスカラーとして振舞うから、こ

れらのうち後者は必ず 0 になる。したがって、実際には δcov のみを考えればよい。これにより、

ラグランジアンの変分をスカラー多様体上の座標変換に対する共変性を保ちながら行うことがで

きる。

このような、共変化された変換 δcov の導入が実際の計算でどのように役立つか、具体例で見て

みよう。ここでは δ として N = 1 大域的超対称理論の超対称変換を考え、φm および ψm をカイ

ラル多重項に含まれるスカラー場とフェルミオンであるとする。ラグランジアンを超場形式で次の

ようにとる。

L =
∫

64d4θK(Φm, Φ∗m) = Kmn∂µφm∂µφ
n

+ · · · (A.63)

フェルミオンがスカラー多様体上のベクトル場として振舞うことは、変数変換 (A.35) を超場の関
係式

Φ′m = Φ′m(Φ) (A.64)

567



へと拡張すればよい。実際この式の両辺の θ1 項を抜き出せば、フェルミオン ψm がベクトルの変

換則を示すことがわかる。スカラー場 φm とフェルミオン場 ψm の超対称変換則はそれぞれ次の

ように与えられる。

δφm =
1
2
ξψm, δψm = − i

2
σµξ∂µφm +

1
2
Fmξ (A.65)

さらに、補助場 Fm に対する運動方程式を用いて Fm を消去しよう。ラグランジアンの中で Fm

を含む項は

L = KmnFmF
n − 1

2
KkmnF k(ψ

m
ψ

n
)− 1

2
KkmnF

k
(ψmψn) (A.66)

運動方程式を解けば、Fm は次のように他の場を用いて表すことができる。

Fm =
1
2
KmnKnpq(ψpψq) =

1
2
Γm

pq(ψ
pψq) (A.67)

従って、式 (A.65) のフェルミオン変換則の第２項は次のように δpara の一般形に一致する。

1
2
Fmξ =

1
4
Γm

pq(ψ
pψq)ξ = −1

2
Γm

pq(ξψ
p)ψq = −δφpΓm

pqψ
q (A.68)

従って、第１項が δcov に対応する。

δcovψm = − i

2
σµξ∂µφm (A.69)

ラグランジアンの超対称変換の具体例として、ここでは次の項を考えよう。

L =
1
4
Rijkl(ψ

iψk)(ψ
j
ψ

l
) (A.70)

このラグランジアンはスカラー多様体上のスカラーであるから、上で説明したように超対称変換の

うち δcov の部分のみを考えればよい。このことを用いれば、δL が初めから共変な形で次のように
得られる。

δL =
1
4
δφm(DmRijkl)(ψ

iψk)(ψ
j
ψ

l
)+

1
2
Rijkl(ψ

iδcovψk)(ψ
j
ψ

l
)+

1
2
Rijkl(ψ

iψk)(ψ
j
δcovψ

l
) (A.71)

A.5 特殊ホロノミー多様体

D 次元で零質量スカラー場を n 個含む理論の有効ラグランジアンについて考えよう。低エネル

ギーの極限では、高階微分を含む項はほとんど効かない。そこで二階微分の項までを許せば、もっ

とも一般的なラグランジアンは次のように与えられる。（背景時空は平坦であるとする。）

L =
∫

dDxhij(φ)∂µφi∂µφj . (A.72)

hij(φ) は n× n の対称行列で、スカラー場に依存してもよい。このようなラグランジアンで与え

られる理論は非線形 σ 模型と呼ばれる。

非線形 σ 模型において、スカラー場はモジュライ空間と呼ばれる空間上の座標であるとみなさ

れ、hij(φ) はその空間の計量であると解釈される。このような理論を扱う際には、モジュライ空
間上の一般座標変換のもとでの共変性を尊重しながら計算を進めると都合のよいことが多い。た

とえば、ラグランジアン (A.72) は一般座標変換のもとで共変な形に書かれている。実際座標変換
φi → φ′m(φ) を行った際に hij をモジュライ空間上のテンソルとして次のように変換しておけば、

ラグランジアンは不変である。

h′mn =
∂φi

∂φ′m
∂φj

∂φ′n
hij . (A.73)

568



超対称性を持つ理論の場合、モジュライ空間の構造に対してしばしば条件が課される。そのため

には、モジュライ空間上のホロノミーを考えるのがよい。次元が d のある多様体上の一点 P を定

め、そこを始点、終点とする閉曲線 C にそってベクトルやテンソルを平行移動して点 P に戻って

くると、一般には SO(d) の元によって回転される。これにより、閉曲線 C から SO(d) の元への
写像が定まる。点 P を始点、終点とする全ての閉曲線の集合の、この写像による像を H とすれ

ば、H は SO(d) の部分群である。このとき多様体のホロノミーは H であるという。一般に、M
上のある一点 P で与えられたオブジェクト（ベクトル、テンソル、スピノルなど）が、共変的に

一定という条件で M 全体に拡張できるとき、そのオブジェクトは点 P での H による局所回転

のもとで不変でなければならない。

表 A.1: ホロノミーによる多様体の分類

holonomy manifold

SO(d) general
SU(n)×U(1) d = 2n Kähler
SU(n) d = 2n Calabi-Yau
Sp(k)× Sp(1) d = 4k quarternionic
Sp(k) d = 4k hyper-Kähler

例として 4次元の N = 1 の大域的超対称性を持つ理論を考えてみよう。カイラル多重項 (φi, ψi)
が n 個あれば、そこに含まれるスカラー場は複素次元が n のモジュライ空間上の座標であるとみ

なすことができる。4 次元 N = 1 のモジュライ空間はケーラー多様体でなければならないことが
知られている。ケーラー多様体はホロノミーが U(n) ⊂ SO(2n) の部分群であり、複素構造 I は

U(n) のもとで不変であるから、ある点で複素構造が与えられればそれを平行移動することによっ
てモジュライ空間全体に拡張することができる。すなわち、モジュライ空間全体に正則、反正則の

概念を自然に導入することができる。

A.6 ’t Hooft の η 記号

xα を規格化直交座標であるとする。γ5 が対角化される表示を用い、正の固有値に対応した二成

分スピノルを ψa、負の固有値に対応しニ成分スピノルを ψȧ のように書くことにする。εαβγδ を

次のように定義する。

εαβγδ =
tr
4

(γαβγδγ
5) (A.74)

このように定義された εαβγδ を用いると、次の式が成り立つ。

1
2
εαβγδ(γγδ)a

b = −(γαβ)a
b,

1
2
εαβγδ(γγδ)ȧ

ḃ = (γαβ)ȧ
ḃ. (A.75)

すなわち、γαβ の左上ブロックは反自己双対、右下ブロックは自己双対である。（反）自己双対テ

ンソルの独立成分は 3 つである。この 3 つの成分を取り出す不変テンソル ηA
αβ を次のように定義

することができる。

(γαβ)a
b = iηA

αβ(σA)a
b, (γαβ)ȧ

ḃ = iηȦ
αβ(σȦ)ȧ

ḃ. (A.76)
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σA はパウリ行列である。この ηA
αβ および ηȦ

αβ のことを ’t Hooft の η 記号と呼ぶ。(A.75) より、
次の（反）自己双対性を満足する。

1
2
εαβγδη

A
γδ = −ηA

αβ ,
1
2
εαβγδη

Ȧ
γδ = ηȦ

αβ . (A.77)

さらに次のような性質を満足する。

ηA
αβηB

αβ = 4δAB , ηȦ
αβηḂ

αβ = 4δȦḂ , ηA
αβηḂ

αβ = 0. (A.78)

ηA
αβ(γαβ)a

b = 4i(σA)a
b, ηȦ

αβ(γαβ)ȧ
ḃ = 4i(σȦ)ȧ

ḃ. (A.79)
∫

ηA
2 ∧ ηB

2 = −2δAB

∫
d4x,

∫
ηA
2 ∧ ηB

2 = 2δAB

∫
d4x. (A.80)

A.7 コンパクト化で用いられる公式

まず、一般的にスピン接続が多脚場からどのように計算されるかをまとめておこう。次の関係式

から出発する。

0 = DMEK̂
N = ∂MEK̂

N + Ω
M−K̂L̂

EL̂
N − ΓL

MNeK̂
L (A.81)

この式に dXM ∧ dXN をかけると、ΓK
MN の項が消えて、多脚場とスピン接続を含む次の式が得

られる。

0 = DEM̂ = dEM̂ + Ω
M̂N̂

∧ EN̂ (A.82)

成分で書けば、

XK̂
MN = −Ω

M−K̂N
+ Ω

N−K̂M
(A.83)

となり、これを Ω について解くことでスピン接続を多脚場を用いて表すことができる。ただし、
X は次のように定義されるテンソルである。

XM̂ = dEM̂ . (A.84)

曲率テンソルはスピン接続を用いて次のように与えられる。

RMN = ∂MΩN + ΩMΩN − [MN ] (A.85)

添え字を直交系のものに直すと、

R
M̂N̂

= (∂
M̂

Ω
N̂

+ Ω
M̂

Ω
N̂
− [M̂N̂ ]) + XK̂

M̂N̂
Ω

K̂
(A.86)

A.7.1 アイソメトリーを持つ内部空間

座標 XM で張られる空間の一部の次元を座標 ym で張られる内部空間でコンパクト化しよう。

コンパクト化されずに残った基底空間の座標を xµ とする。

ここではまず内部空間の計量が内部空間の座標のみに依存する場合を考える。内部空間がアイソ

メトリーを持つ場合にはその対称性は基底空間のゲージ対称性として現れる。次の ansatz から出
発する。

Em̂ = em̂ + tm̂a Aa, Eµ̂ = eµ̂. (A.87)
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ただし em̂ = em̂
n dyn は内部空間の多脚場、tm̂a は内部空間のアイソメトリーに対応したキリングベ

クトルであり、これらは座標 ym にのみ依存するとする。Aa = Aa
µdxµ は基底空間上のゲージ場、

eµ̂
νdxν は基底空間の多脚場であり、xµ のみに依存するものとする。同じことを成分で書けば

Em̂
m = em̂

m, Em̂
µ = tm̂a Aa

µ, Eµ̂
m = 0, Eµ̂

µ = eµ̂
µ. (A.88)

多脚場の逆行列 EM

M̂
は次のようになる。

Em

m̂
= em

m̂
, Em

µ̂
= −eµ

µ̂
tma Aa

µ, Eµ̂
m = 0, Eµ

µ̂
= eµ

µ̂
. (A.89)

上で述べた方法で、この空間上でのスピン接続を計算しよう。そのためにまずテンソル XK̂

M̂N̂
を

計算する。(A.87) を微分すると、外微分形式で書かれた次の式を得る。

X î = dE î = dêi + dt̂iaAa + t̂iadAa, X µ̂ = deµ̂. (A.90)

この式からテンソル X の成分が次のように読み取れる。

X î
jk = x̂i

jk, X î
jµ = ∂j t̂

i
aAa

µ, X î
µν = t̂ia∂µAa

ν − [µν], X λ̂
µν = xλ̂

µν . (A.91)

これ以外の成分は 0 である。ただし、テンソル x は

xl̂
mn = ∂mek̂

n − [mn], xκ̂
µν = ∂µeκ̂

ν − [µν]. (A.92)

と定義される内部空間、基底空間に対するテンソルで、それぞれの空間のスピン接続と次の関係に

ある。

xk̂

m̂n̂
= −ω

m̂−k̂n̂
+ ω

n̂−k̂m̂
, xκ̂

µ̂ν̂
= −ω

µ̂−κ̂ν̂
+ ω

ν̂−κ̂µ̂
. (A.93)

テンソル XK̂
MN の成分は、ゲージ対称性のもとでの振る舞いがあまりよくない。たとえば Xm̂

µν

を見てみると、この成分がゲージ場の強さを最終的に与えるであろうと予想されるが、非線形項が

無いためにアイソメトリーが非アーベル群である場合にはそれ自身を場の強さと同定することはで

きない。しかし、テンソル X の添え字を直交座標系のものに書き換えると、ゲージ変換のもとで

の振る舞いが良くなる。そこで次に行うべきことは、こうして得られたテンソル XK̂
MN の成分を

用いて全ての添え字を直交座標系のものに直した XK̂

M̂N̂
の成分を計算することである。まず、3 つ

の添え字が全て内部空間、あるいは全て基底空間のものである場合は、それぞれの空間上の x テ

ンソルの添え字をそれぞれの空間の多脚場を用いて直交座標系に直したものと同じになることがわ

かる。

X î

ĵk̂
= em

k̂
en

k̂
x̂i

mn = x̂i

k̂̂l
, X λ̂

µ̂ν̂
= eµ

µ̂
eν

ν̂
xλ̂

µν = xλ̂

µ̂ν̂
. (A.94)

混合成分のうち 0 でないのは X î

ĵµ̂
とX î

µ̂ν̂
の二つだけである。まず前者は

X î

ĵµ̂
= Ej

ĵ
Eµ

µ̂
X î

jµ + Ej

ĵ
Ek

µ̂
X î

jk

= Aa

µ̂
∂̂

j
t̂ia −Aa

µ̂
t̂kax̂i

ĵk̂

= Aa

µ̂
(∂̂

j
t̂ia + ω

ĵ̂ îk
t̂ka − ω

k̂̂îj
t̂ka)

= A
â
µa(D

ĵ
t̂ia − t̂kaω

k̂̂îj
)

= −Aa

µ̂
(ta

î̂j
+ t̂kaω

k̂̂îj
) (A.95)
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となる。もうひとつの成分は基底空間上のゲージ場に対する場の強さを表している。

X î

µ̂ν̂
= Eµ

µ̂
Eν

ν̂
X î

µν + Ej

µ̂
Eν

ν̂
X î

jν + Eµ

µ̂
Ek

ν̂
X î

µk + Ej

µ̂
Ek

ν̂
X î

jk

= eµ

µ̂
eν

ν̂
(t̂ia∂µAa

ν − [µν])−Aa

µ̂
Ab

ν̂
(tma ∂mt̂ib − tnb ∂nt̂ia − tma tnb x̂i

mn)

= eµ

µ̂
eν

ν̂
(t̂ia∂µAa

ν − [µν])−Aa

µ̂
Ab

ν̂
(tma Dmt̂ib − tnb Dnt̂ia)

= eµ

µ̂
eν

ν̂
(t̂ia∂µAa

ν − [µν])−Aa

µ̂
Ab

ν̂
fab

ct̂ic

= F a

µ̂ν̂
t̂ia (A.96)

こうして、テンソル XK̂

M̂N̂
の成分が全てもとまったので、公式 (A.83) によりスピン接続を計算す

ることができる。3 つの添え字が同種である場合には、つぎのように対応する空間上のスピン接続
になる。

Ω
k̂m̂n̂

= ω
k̂m̂n̂

, Ω
κ̂µ̂ν̂

= ω
κ̂µ̂ν̂

. (A.97)

混合成分についても比較的簡単な次の式を得る。

Ω
k̂−m̂ν̂

= 0, Ω
k̂−µ̂ν̂

= −1
2
t̂kaF a

µ̂ν̂
, Ω

κ̂−m̂n̂
= −Aa

κ̂
(ta

m̂n̂
+ t̂kaω

k̂m̂n̂
), Ω

κ̂−µ̂n̂
=

1
2
tn̂aF a

κ̂µ̂
. (A.98)

このように式が簡単な形にまとまるのは、全ての添え字を直交座標系のものに取っているおかげで

ある。

こうして得られた Ω や X を (A.86) に代入すれば曲率テンソルを得ることができる。この際微
分記号の取り扱いに注意する必要がある。微分記号の添え字を直交座標系のものに直すときに E

を用いているのか e を用いているのかを区別する必要がある。それぞれ ∂(E) および ∂(e) と書く

ことにすると、それらの間の関係は次のように与えられる。

∂
(E)

m̂
= EM

m̂
∂M = en

m̂
∂n = ∂

(e)

m̂
, ∂

(E)

µ̂
= EM

µ̂
∂M = eν

µ̂
∂ν −Aa

µ̂
tma ∂m = ∂

(e)

µ̂
−Aa

µ̂
tm̂a ∂

(e)

m̂
(A.99)

従って、∂
µ̂
については ∂

(E)

µ̂
と ∂

(e)

µ̂
の二つを区別する必要がある。

上で得られた Ω と X を用い、キリングベクトルの性質を用いれば、曲率テンソルを計算するの

は簡単である。

R
m̂n̂−k̂̂l

= R
(y)

m̂n̂k̂̂l
, (A.100)

R
m̂n̂−p̂µ̂

= 0, (A.101)

R
m̂n̂−µ̂ν̂

= −ta
m̂n̂

F a

µ̂ν̂
+

1
4
tn̂aF a

µ̂ρ̂
tm̂b F b

ρ̂ν̂
− 1

4
tm̂a F a

µ̂ρ̂
tn̂b F b

ρ̂ν̂
, (A.102)

R
µ̂m̂−ν̂n̂

= −1
2
ta
m̂n̂

F a

µ̂ν̂
+

1
4
tm̂a tn̂b F a

ν̂κ̂
F b

µ̂κ̂
, (A.103)

R
µ̂ν̂−ρ̂k̂

=
1
2
t̂kbD

µ̂
F b

ν̂ρ̂
− 1

2
t̂kbD

ν̂
F b

µ̂ρ̂
, (A.104)

R
µ̂ν̂−ρ̂σ̂

= R
(x)

µ̂ν̂−ρ̂σ̂
+ t̂ka t̂kb

(
−1

4
F a

µ̂ρ̂
F b

ν̂σ̂
+

1
4
F a

ν̂ρ̂
F b

µ̂σ̂
− 1

2
F a

µ̂ν̂
F b

ρ̂σ̂

)
. (A.105)

リッチテンソルとスカラー曲率は次のように与えられる。

R
µ̂ν̂

= R
(x)

µ̂ν̂
− 1

2
t̂ka t̂kbF a

µ̂σ̂
F b

ν̂σ̂
, R

µ̂k̂
= −1

2
t̂kbD

κ̂
F b

κ̂µ̂
, R

m̂n̂
= R

(y)

m̂n̂
+

1
4
tm̂a tn̂b F a

κ̂λ̂
F b

κ̂λ̂
. (A.106)

R = R(x) + R(y) − 1
4
t̂ka t̂kbF a

κ̂λ̂
F b

κ̂λ̂
(A.107)
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A.7.2 変形のパラメータを持つ内部空間

次に、内部空間の形状が固定されておらず、パラメータ uA に依存している場合を考えよう。こ

のパラメータは基底空間上ではスカラー場として振舞う。すなわち座標 xµ に依存するものとする。

この様な場合、内部空間の計量はパラメータ uA を通して xµ に依存する。内部空間のテンソルの

uA による微分を扱うためには、次の複合ゲージ場を導入し、これらを用いて共変微分を定義して

おくのが便利である。

V
Âîj

=
1
2
(ek

î
∂Aêj

k − ek

ĵ
∂Aêi

k), S
Âîj

=
1
2
(ek

î
∂Aêj

k + ek

ĵ
∂Aêi

k) =
1
2
ek

î
el

ĵ
∂Agkl. (A.108)

これを用いて、内部空間のベクトル v
m̂

= em̂
mvm = em

m̂
vm のモジュライパラメータ uA による共変

微分を次のように定義する。

DAv̂
i
= ∂Av̂

i
+ V

Âîj
v̂

j
, DAvm = ∂Avm + Smn

A vn, DAvm = ∂Avm − SAmnvn. (A.109)

V と S が丁度 ω と Γに似た形で現れている。これらの共変微分は DAv
m̂

= em̂
mDAvm = em

m̂
DAvm

を満足するという意味で共変である。このゲージ場の曲率は次のように与えられる。

R
ABm̂n̂

= ∂AV
Bm̂n̂

− ∂BV
Am̂n̂

+ V
Am̂k̂

V
Bk̂n̂

− V
Bm̂k̂

V
Ak̂n̂

(A.110)

あるいは、S を用いて次のように表すこともできる。

RAB
m

n = ∂ASB
m

n − ∂BSA
m

n + SA
m

kSB
k

n − SB
m

kSA
k

n. (A.111)

内部空間のキリングベクトルに対しては、tma が uA に依存しないものと仮定する。共変ベクト

ル、および反変ベクトルのリー微分は tma のみを用いて定義され、モジュライパラメータに依存す

る多脚場を含まないので、この仮定により uA 微分とリー微分が可換になる。

L∂Avm = ∂ALvm. (A.112)

以上を踏まえて、§A.7.1 で行った計算を em̂
m の uA 依存性を考慮しながらやり直そう。(A.90)

から成分を読み取るときに、多脚場やキリングベクトルの xµ 微分が存在することを考慮しなけれ

ばならない。その結果、(A.91) は次のように変更される。

X î
jk = x̂i

jk, X î
jµ = ∂j t̂

i
aAa

µ−∂µêi
j , X î

µν = t̂ia∂µAa
ν+(∂µt̂ia)Aa

ν − [µν], X λ̂
µν = xλ̂

µν . (A.113)

下線を引いた部分が増えたところである。直交座標系の添え字に直すと、次の混合成分にのみ新た

な寄与が現れる。

X î

ĵµ̂
= −Aa

µ̂
(ta

î̂j
+ t̂kaω

k̂̂îj
)+(∂(e)

µ̂
uA)(V

Âîj
− S

Âîj
) (A.114)

この変更の結果、スピン接続も次の成分が変更される。

Ω
k̂−m̂ν̂

= (∂
ν̂
uA)S

Ak̂m̂
, Ω

κ̂−m̂n̂
= −Aa

κ̂
(ta

m̂n̂
+ t̂kaω

k̂m̂n̂
) + (∂

κ̂
uA)V

Am̂n̂
. (A.115)

X および Ω の変更を考慮しながら曲率テンソルの計算をやり直せば、以下の結果を得るのにそ
れほど困難は無い。

R
m̂n̂−k̂̂l

= R
(y)

m̂n̂−k̂̂l
− (∂

ρ̂
uA)(∂

ρ̂
uB)(S

Am̂k̂
S

Bn̂̂l
− [mn]), (A.116)

R
m̂n̂−p̂µ̂

= (∂
µ̂
uA)D

m̂
S

An̂p̂
− (∂

µ̂
uA)D

n̂
S

Am̂p̂
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−1
2
(∂

κ̂
uA)S

Am̂p̂
ta
n̂
F a

κ̂µ̂
+

1
2
(∂

κ̂
uA)S

An̂p̂
ta
m̂

F a

κ̂µ̂
, (A.117)

R
m̂n̂µ̂ν̂

= −ta
m̂n̂

F a

µ̂ν̂
+

1
4
tn̂aF a

µ̂ρ̂
tm̂b F b

ρ̂ν̂
− 1

4
tm̂a F a

µ̂ρ̂
tn̂b F b

ρ̂ν̂

−(∂µuA)(∂νuB)(S
An̂p̂

S
Bm̂p̂

− S
Am̂p̂

S
Bn̂p̂

), (A.118)

R
µ̂m̂−ν̂n̂

= −1
2
ta
m̂n̂

F a

µ̂ν̂
+

1
4
tm̂a tn̂b F a

ν̂κ̂
F b

µ̂κ̂

−(D
µ̂
∂

ν̂
uA)S

Am̂n̂
− (∂

µ̂
uA)(∂

ν̂
uB)(S

Ak̂m̂
S

Bk̂n̂
+ DAS

Bm̂n̂
), (A.119)

R
µ̂ν̂−ρ̂k̂

=
1
2
t̂kbD

µ̂
F b

ν̂ρ̂
+

1
2
(∂

µ̂
uA)S

Ak̂̂l
t̂laF a

ν̂ρ̂
− [µ̂ν̂]− tp̂aF a

µ̂ν̂
(∂

ρ̂
uA)S

Ap̂k̂

R
µ̂ν̂−ρ̂σ̂

= R
(x)

µ̂ν̂−ρ̂σ̂
+ t̂ka t̂kb

(
−1

4
F a

µ̂ρ̂
F b

ν̂σ̂
+

1
4
F a

ν̂ρ̂
F b

µ̂σ̂
− 1

2
F a

µ̂ν̂
F b

ρ̂σ̂

)
. (A.120)

以上の結果から、リッチテンソルは次のように得られる。

R
m̂n̂

= R
(y)

m̂n̂
+

1
4
tm̂a tn̂b F a

µ̂κ̂
F b

µ̂κ̂

−(D
µ̂
∂

µ̂
uA)S

Am̂n̂
− (∂

κ̂
uA)(∂

κ̂
uB)(S

Am̂n̂
S

Bk̂k̂
+ DAS

Bm̂n̂
), (A.121)

R
µ̂ν̂

= R
(x)

µ̂ν̂
− 1

2
t̂ka t̂kbF a

µ̂σ̂
F b

ν̂σ̂

−(D
µ̂
∂

ν̂
uA)S

Am̂m̂
− (∂

µ̂
uA)(∂

ν̂
uB)(S

Ak̂m̂
S

Bk̂m̂
+ DAS

Bm̂m̂
), (A.122)

R
m̂µ̂

=
1
2
tm̂b D

ρ̂
F b

ν̂ρ̂

+(∂
µ̂
uA)(D

p̂
S

Am̂p̂
−D

m̂
S

Ap̂p̂
)− (∂

κ̂
uA)F a

κ̂µ̂
(S

Am̂p̂
ta
p̂

+
1
2
S

Ap̂p̂
ta
m̂

). (A.123)

スカラー曲率は次のように与えられる。

R = R(x) + R(y) − 1
4
t̂ka t̂kbF a

µ̂ν̂
F b

µ̂ν̂
+ Ru. (A.124)

ただし Ru はモジュライパラメータの微分を含む部分で、次のように与えられる。

Ru = −2D
µ̂
((∂

µ̂
uA)S

Am̂m̂
)− (∂

κ̂
uA)(∂

κ̂
uB)(S

Am̂m̂
S

Bn̂n̂
+ S

Am̂n̂
S

Bm̂n̂
)

= −Dµ(gmn(∂µgmn))− 1
4
gmn(∂µgmn)gkl(∂µgkl) +

1
4
(∂µgmn)(∂µgmn). (A.125)

A.7.3 トーラスコンパクト化

トーラス Tn 上の座標を 0 ≤ ym < 1 とし、計量を gmn とする。トーラス上のキリングベクト

ルは座標 ym の座標軸と一対一に対応しており tma = δm
a と取ることができる。ゲージ群は U(1)n

であり、その添え字 a と座標 ym の添え字を同一視することができる。

多脚場を次のように置こう。

EM
N̂ =

(
eµ

ν̂ Am
µ em

n̂

0 em
n̂

)
, E

M̂
N =

(
e
µ̂

ν −e
µ̂

νAn
ν

0 e
m̂

n

)
. (A.126)

計量は次のようになる。

ds2 = gmn(dym + Am
µ dxµ)(dyn + An

ν dxν) + gµνdxµdxν . (A.127)
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この多脚場からスピン接続を計算すると、その成分は次のようになる。

Ω
λ̂−µ̂ν̂

= ω
λ̂−µ̂ν̂

, (A.128)

Ω
λ̂−µ̂n̂

=
1
2
e
n̂k

F k

λ̂µ̂
, (A.129)

Ω
l̂−µ̂ν̂

= −1
2
ê
lk

F k

µ̂ν̂
, (A.130)

Ω
λ̂−m̂n̂

=
1
2
(ea

m̂
∂

λ̂
e
n̂a
− ea

n̂
∂

λ̂
e
m̂a

), (A.131)

Ω
l̂−µ̂n̂

= −1
2
(ea

l̂
∂

µ̂
e
n̂a

+ ea

n̂
∂

µ̂
ê
la

). (A.132)

ただし場の強さは Fm
µν = ∂µAm

ν − ∂νAm
µ と定義される。

高次元側で次の作用によって与えられる理論を考え、これをトーラスによってコンパクト化する

ことを考えよう。
S

2π
=

∫
dX

√
g

e2φ
(R + 4∂Mφ∂Nφ) (A.133)

公式 (A.124) と (A.125) を用い、新たなディラトン場 φ′ を

1
e2φ′ =

√
g(y)

e2φ
, φ′ = φ− 1

4
log g(y) (A.134)

と定義すれば、上記の作用は次のように書き換えることができる。

S =
∫

dx

√
g(x)

e2φ′

(
R(x) − 1

4
gmnFm

µνFnµν + 4∂µφ′∂µφ′ +
1
4
∂µgmn∂µgmn

)
(A.135)

もともとディラトン場を含まない理論を考える場合には、φ = 0 とおけばよい。この場合、φ′ に

対しては次の式が成り立つ。

1
e2φ′ =

√
g(y), ∂µφ′ = −1

4
(g(y))−1∂µg(y). (A.136)

従って、次の式が成り立つ。

S

2π
=

∫
dX

√
g

e2φ
R

=
∫

dx
√

g(x)g(y)

(
R(x) − 1

4
gmnFm

µνFnµν − 1
4
∂µg(y)∂µ(g(y))−1 +

1
4
∂µgmn∂µgmn

)
(A.137)

A.7.4 Sn コンパクト化

平坦でない内部空間によるコンパクト化の例として n 次元球面 Sn によるコンパクト化を考え

よう。ここでは Sn の回転を表す SO(n + 1) 対称性のもとで不変なモードのみを残す truncation
を行おう。この仮定を満足する計量は次のように書くことができる。

ds2 = g(x)
µν (x)dxµdxν + e2ρ(x)hmn(y)dymdyn (A.138)

この計量からスカラー曲率を計算すると次のように与えられる。

R = R(x) + n(n− 1)e−2ρ − 2nDµ∂µρ− (n2 + n)(∂µρ)(∂µρ) (A.139)
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ゲージ場 Fn については、SO(n + 1) 不変なモードは次のように表される。

Fn =
Q

Ωn
ωn + F (x)

n , (A.140)

ωn は Sn 上の体積形式であり、Q は Sn を通り抜けるフラックスを表す定数である。F
(x)
n は基底

空間上の n-形式場である。
まずは超重力理論でしばしば現れる次の作用を考える。

S =
∫

dX

√−g

e2φ

(
R + 4∂µφ∂µφ− 1

2n!
|Fn|2

)
(A.141)

この理論を Sn でコンパクト化してみよう。(A.138) と (A.140) を作用に代入し、公式を用いれば
基底空間上の理論の作用が次のように得られる。

S = Ωn

∫
dx

√
−g(x)

1
e2φ′

(
R(x) + 4(∂µφ′)(∂µφ′)− 1

2n!
|F (x)

n |2 − n(∂µρ)(∂µρ)− f(ρ)
)

(A.142)

ただし、基底空間上でのディラトン場 φ′ を次のように定義した。

φ′ = φ− n

2
ρ. (A.143)

f(ρ) はスカラー場 ρ の関数で、次のように与えられる。

f(ρ) =
Q2

2Ω2
n

1
e2nρ

− n(n− 1)
1

e2ρ
(A.144)

スカラー場 ρ の運動方程式は

2nDµ
∂µρ

e2φ′ −
1

e2φ′
df

dρ
= 0. (A.145)

であり、ρ = ρ0 が関数 f(ρ) の極値で定数であれば、他の場に依らず運動方程式の解になる。これ
は次の条件を満足する。

e2(n−1)ρ0 =
1

2(n− 1)
Q2

Ω2
n

(A.146)

これを再び f(ρ) に代入すれば、その最小値は

f(ρ0) =
(n− 1)2

e2ρ0
(A.147)

もう一つの例として、ディラトン場 φ が存在しない場合を考えよう。すなわち、次の作用から

出発する。

S =
∫

dX

√−g

e2φ

(
R− 1

2n!
|Fn|2

)
(A.148)

このコンパクト化もさっきと同様に行うことができる。その結果得られる作用は先ほどの結果で

φ = 0 と置いたものである。これは φ′ = −(n/2)ρ を意味しており、次の作用を得る。

S = Ωn

∫
dx

√
−g(x)enρ

(
R(x) − 1

2n!
|Fn|2 + (n2 − n)(∂µρ)(∂µρ)− f(ρ)

)
(A.149)

この作用で、ρ = const という解が存在するかを考えてみよう。先ほどそのような解が存在したの
は作用中の R 項や |Fn|2 項の係数に ρ が含まれておらず、そのような場と結合していなかったか

らである。今度も R 項の係数はワイル変換によって ρ 依存性をなくすことが出来るが、それと同

時に |Fn| 項の係数の ρ 依存性をなくすことは出来ない。ここでは単に F
(x)
n = 0 を仮定すること
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にしよう。これは運動方程式と矛盾しない。次のワイル変換を行えばアインシュタイン計量に移る

ことが出来る。

g(x)
µν = e−2n/(d−2)g̃µν (A.150)

このワイル変換ののち、作用中のポテンシャルは次のように与えられる。

V (ρ) = e−2nρ/(d−2)f(ρ). (A.151)

Sn の半径 eρ は、このポテンシャルが最小になる点として次のように決定される。

e2(n−1)ρ0 =
d− 1

(n + d− 2)(n− 1)
Q2

2Ω2
n

(A.152)

そこで関数 f(ρ) は、

f(ρ0) = −d− 2
d− 1

(n− 1)2

e2ρ0
(A.153)

従って、コンパクト化の結果得られる作用は

S = Ωnenρ

∫
dx

√
−g(x)

(
R(x) − f(ρ0)

)
(A.154)

A.8 ワイル変換についての公式

D 次元時空において g′µν = e2φgµν というワイル変換を考えよう。この変換のもとでのクリス

トッフェル記号の変化は次のように与えられる。

Γ′λµν = Γλ
µν + Hλ

µν . (A.155)

ただし Hλ
µν は次のように定義されるテンソルである。

Hλ
µν = δλ

µ∂νφ + δλ
ν ∂µφ− gµν∂λφ. (A.156)

このことから曲率テンソルが次のように変換されることが簡単に示される。

R′µν
α

β = Rµν
α

β +∇[µHα
ν]β + Hα

[µγHγ
ν]β . (A.157)

さらに、リッチテンソル、スカラー曲率に対しての公式は次のように与えられる。

R′µν = Rµν − (D − 2)∇µ∂νφ− gµν∇2φ + (D − 2)(∂µφ∂νφ− gµν∂αφ∂αφ). (A.158)

R′ = e−2φ
[
R− 2(D − 1)∇2φ− (D − 1)(D − 2)(∂φ)2

]
. (A.159)

この公式を用いて、アインシュタイン作用が次のように変換されることが示される。
∫

dDx
√
−g′eαR′

=
∫

dDx
√−ge(D−2)φ+α

[
R + 2(D − 1)(∂φ)(∂α) + (D − 1)(D − 2)(∂φ)2

]
. (A.160)

局所ローレンツ座標が関係する公式を与えよう。次のワイル変換を考える。

e
µâ
→ eφe

µâ
. (A.161)
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このとき、スピン接続は次のように変換される。

ω
µ−â̂b

→ ω
µ−â̂b

+ e
µâ

∂̂
b
φ− e

µ̂b
∂

â
φ (A.162)

これは、（ワイル変換で不変な）スピノル ψ の共変微分が次のように変化することを意味している。

Dµψ → Dµψ +
1
2
γµ

ν(∂νφ)ψ. (A.163)

また、（ワイル変換で不変な）スピノルベクトル ψ
m̂
の共変微分は

Dµψ
n̂
→ Dµψ

n̂
+

1
2
γµ

ν(∂νφ)ψ
n̂

+ e
µn̂

(∂νφ)ψν − (∂
n̂
φ)ψµ. (A.164)

A.9 運動量があるときの計量についての公式

次の計量を考える。ここでは、添え字の上げ下げの際に符号がどうなるかを考える煩わしさを避

けるためにまずは Euclidian で考える。

ds2 = a(x)2(dt + vmdxm)2 + gmndxmdxn (A.165)

この計量に対する spin connection は S1 コンパクト化の公式から次のように与えられる。

Ω
l̂−m̂n̂

= ω
(g)

l̂−m̂n̂
, Ω

l̂−m̂t̂
=

1
2
av

(g)

l̂m̂
, Ω

t̂−m̂n̂
= −1

2
av

(g)

m̂n̂
, Ω

t̂−m̂t̂
= −

∂
(g)

m̂
a

a
. (A.166)

ただし、v
(g)

m̂n̂
= (eĝ)m

m̂
(eĝ)n

n̂
vmn であり、vmn は vm に対応する場の強さ ∂mvn− ∂nvm である。ま

た、∂
(g)

m̂
= (e(g))m

m̂
∂m である。さらに、Base space の計量に対して次のワイル変換を行う。

gmn = b(x)2hmn (A.167)

とすると、gmn に対するスピン接続は hmn に対するスピン接続を用いて次のように表される。

ω
(g)

l−m̂n̂
= ω

(h)

l−m̂n̂
+

e
(h)

lm̂
∂

(h)

n̂
b− e

(h)

ln̂
∂

(h)

m̂
b

b
(A.168)

ただし ∂
m̂

= (e(h))m

m̂
∂m である。これらを組み合わせることにより、計量

ds2 = a(x)2(dt + kmdxm)2 + b(r)2hmndxmdxn (A.169)

に対するスピン接続が次のように与えられる。

Ω
l̂−m̂n̂

=
1
b
ω

(h)

l̂−m̂n̂
+

δ̂
lm̂

∂
(h)

n̂
b− δ̂

ln̂
∂

(h)

m̂
b

b2
, (A.170)

Ω
l̂−m̂t̂

=
a

2b2
v
(h)

l̂m̂
, (A.171)

Ω
t̂−m̂n̂

= − a

2b2
v
(h)

m̂n̂
, (A.172)

Ω
t̂−m̂t̂

= −
∂

(h)

m̂
a

ab
. (A.173)
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これらを用いて t に依存しないスピノルの共変微分を計算すると、次の式が得られる。

D
(G)

t̂
ξ = ∂

(G)

t̂
ξ +

1
4
Ω

t̂−m̂n̂
γm̂n̂ξ +

1
2
Ω

t̂−m̂t̂
γm̂t̂ξ

= − a

8b2
v
(h)

m̂n̂
γm̂n̂ξ − 1

2ab
(∂(h)

m̂
a)γm̂t̂ξ, (A.174)

D
(G)

l̂
ξ = ∂

(G)

l̂
ξ +

1
4
Ω

l̂−m̂n̂
γm̂n̂ξ +

1
2
Ω

l̂−m̂t̂
γm̂t̂ξ

=
1
b
D

(h)

l̂
ξ +

1
2b2

(∂(h)

n̂
b)γ l̂n̂ξ +

a

4b2
v
(h)

l̂m̂
γm̂t̂ξ (A.175)

ここで、t 方向の計量の符号を反転してミンコフスキー空間に対する公式を与えよう。符号を変

える場合には、次のことに注意する。aという関数は et̂
t を表している。また、v2 は t方向のコンパ

クト化で得られるゲージ場であるから本来 vt
2 と書くべきもので、av という組み合わせは et̂

tv
t か

ら来ている。従って、(A.171) と (A.172) の右辺は上付きの t̂ 添え字を持っている。一方 (A.173)
の右辺は a−1∂a = et

t̂
∂et̂

t と書けるので、上付きの t̂ と下付の t̂ を一つずつ持っている。このこと

に注意して、Minkowski 空間

ds2 = −a(x)2(dt + kmdxm)2 + b(r)2hmndxmdxn (A.176)

の上での共変微分が次のように書ける。

Dt̂
(G)ξ = − a

8b2
v
(h)

m̂n̂
γm̂n̂ξ − 1

2ab
(∂(h)

m̂
a)γm̂t̂ξ, (A.177)

D
(G)

l̂
ξ =

1
b
D

(h)

l̂
ξ +

1
2b2

(∂(h)

n̂
b)γ l̂n̂ξ +

a

4b2
v
(h)

l̂m̂
γ

m̂t̂
ξ (A.178)

A.10 群多様体上の計量と接続

A.10.1 G

群多様体 G 上に座標系 xµ を導入しよう。xµ を与えたときに一つ決まる G 上の点（G の要素）

を g(xµ) と書くことにする。大域的な座標 xµ に加え、それぞれの点 xµ における局所座標 ya を

次のように定義する。

g(xµ + dxµ) = g(xµ)ey. (A.179)

ただし y ≡ yaTa である。この定義において、因子 ey を左から掛けて定義することもできるが、

ここでは上の定義を採用しておく。(A.179) は次のように書くこともできる。

σ ≡ yaTa = g−1dg = (g−1∂µg)dxµ (A.180)

σ は群多様体上のマウレー・カルタン 1-形式であって次の性質を満足する。

dσ + σ ∧ σ = 0. (A.181)

多様体 G 上に次の式によって計量を導入しよう。

ds2 = gaby
aya (A.182)

gab は一般に群の元 g に依存してもよい。座標変換 g → hLg, hL ∈ G を行うと、この計量は

ds2 = gab(hLg)yayb に変換される。従ってもし gab(g) が g に依存しない定数行列であれば、計量

は g → hLg, hL ∈ G のもとで不変になる。このような計量は左不変計量と呼ばれる。
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以下では計量が左不変な場合のみを考えることにする。

計量 gab を与えることは、リー代数の元に対する内積を定義することと等価である。すなわち、

二つのリー代数の元 u = uaTa と v = vaTa の内積を次のように定義できる。

〈u, v〉 = gabu
avb (A.183)

特に、二つの生成子の内積は計量を与える。

〈Ta, Tb〉 = gab (A.184)

群の元 g に右から作用する座標変換 g → gh−1
R を考えてみよう。この変換によって ya は随伴表

現として変換されることがその定義よりわかる。従って、計量が左変換だけではなく右変換のもと

でも不変であるためには、gab がリー代数の不変テンソルであればよい。

計量が正定値である場合に、次の条件を満足する行列 eâ
a = e

aâ
を定義することができる。

gab = eâ
ae

b̂a
(A.185)

また、eâ
a の逆行列として ea

â
を定義する。この行列を用いれば、群多様体上の vielbein 1-form が

次のように定義される。

eâ = eâ
aσa (A.186)

定義より、次の式が成り立つ。

δ
â̂b

= 〈T
â
, T̂

b
〉, T

â
≡ ea

â
Ta. (A.187)

群多様体がリーマン接続を持つ、すなわち torsion が 0 であると仮定しよう。このときスピン
接続は vielbein が与えられれば一意的に決まる。スピン接続を決めるために、torsionless 条件に
vielbein (A.186) を代入してみよう。

0 = Deâ = eâ
adσa + ωâ

b̂
∧ êb

bσ
b (A.188)

この式とマウレルカルタン方程式 (A.181) を比較することで次の式が得られる。
(

ω
c−âb

− 1
2
f

â−cb

)
σc ∧ σb = 0. (A.189)

ここで、ωâ
b = ωâ

b̂
êb
b である。さらに 1-form ω を σc で展開し、成分を ωc とした。

この式は添え字 b と c について反対称部分のみを含むが、ω
â̂b
が â と b̂ について反対称である

ことを用いれば b と c の対称部分も決めることができる。その結果、次のスピン接続を得る。

ω
a−̂b̂c

=
1
2
(f̂

b−aĉ
+ f

a−̂b̂c
+ f

ĉ−̂ba
) (A.190)

ここで、構造定数は

[Ta, Tb] = Tcf
c
ab (A.191)

によって定義したものであり、後ろ二つの添え字については反対称であるが、先頭の添え字につい

ては一般にはそのような対称性はない。(A.190) で与えられるスピン接続が実際に (A.189) を満足
することと、添え字 b̂ と ĉ の入れ替えについて反対称であることはすぐに確かめることができる。

(A.190) の後ろ二つの項は、次のように変形することができる。

ω
a−̂b̂c

=
1
2
f̂

b−aĉ
+

1
2
eb

b̂
ec

ĉ
(gadf

d
bc + gdcf

d
ba) (A.192)
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ここで、gadf
d
bc + gdcf

d
ba はテンソル gac の Tb による変換とみなすことができる。従って、計量

が（左不変であるだけでなく）右不変である場合にはこの部分は 0 になる。すなわち、

ω
a−̂b̂c

=
1
2
f̂

b−aĉ
(A.193)

f̂
b−aĉ

は随伴表現の生成子とみなすことができるから、σa を両辺にかけると、スピン接続をリー

代数に値を持つ量として次のように表すことができる。

ω =
1
2
σ (A.194)

この式と、マウレルカルタン方程式を用いると、曲率テンソルは次のように求まる。

R = −1
4
σ ∧ σ (A.195)

A.10.2 G/H

ここでは多様体M = G/H についてその上の計量、スピン接続、曲率テンソルを決定する。

G の生成子を TA とおく。そのうち H の生成子であるものを Ta、それ以外を Ti と表すことに

する。

M 上のある点 gH の近傍における局所座標系 yi は、gH から一つ代表元 g を選ぶことにより

次のように定義することができる。

g′H = geyiTiH (A.196)

ただし、g′H は局所座標 yi によって決まる gH の近傍に属する点である。これは次のように表す

こともできる。

yiTi + zaTa = σ ≡ g−1dg (A.197)

zaTa は H のリー代数の元である。この定義では、

Ti = T ′i + αa
i Ta (A.198)

のように Ti をシフトする自由度がある。このようなシフトを行うと、za が

z′a = za + αa
i yi (A.199)

のように変化するが、yi の定義には影響しない。元 g ∈ gH の選択の自由度は局所座標系の H 回

転の自由度に対応している。

この用に定義した局所座標系は左不変である。すなわち、g → hLg、hL ∈ G という変換で不変

である。

リー代数において内積を定義することにより計量を定義しよう。ただし、H の生成子の作用は

回転を表すだけなので、次の条件を満足する内積を用いる。

〈Ta, ∗〉 = 〈∗, Ta〉 = 0, Ta ∈ H (A.200)

このような内積を用いて、計量を次のように表すことができる。

ds2 = 〈σ, σ〉 = gijy
iyj (A.201)
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G/H を考えるために、この内積は H 不変であるとする。Ti の定義には (A.198) のような不定性
があるが、内積の性質 (A.200) のために gij = 〈Ti, Tj〉 には不定性がない。êi

i を次の条件を満足す

る行列として定義する。

gij = êi
ieĵi

(A.202)

このとき vielbein 1-form が次のように与えられる。

êi = êi
iσ

i (A.203)

スピン接続を決定するためにこれを torsionless 条件に代入しよう。

0 = Dêi = êi
idσi + ω̂i

j ∧ σj (A.204)

マウレルカルタン方程式は、リー代数の添え字を H のものとそれ以外に分けて書くと、

dσi +
1
2
f i

jkσj ∧ σk + f i
akσa ∧ σk = 0. (A.205)

H が群をなすことから、構造定数が f i
ab という成分を持たないことを用いた。上の二つの式を比

較することにより、次の式が得られる。

ωj
i
kσj ∧ σk + ωa

i
kσa ∧ σk =

1
2
f i

jkσj ∧ σk + f i
akσa ∧ σk. (A.206)

ここで、スピン接続も ω = ωjσ
j + ωaσa のように展開しておいた。ωa については、係数を比較す

ることにより直ちに次のように決まる。

ωa
i
k = f i

ak (A.207)

計量の H 不変性により、ω
a−̂îj

は後ろ二つの添え字の入れ替えに対して反対称である。ωa は

M = G/H 上のある一点の上にあるファイバー H の方向のスピン接続を表している。(A.207) は
このファイバー上の位置の変化がM の局所直交座標の回転させることを表している。

ωj については (A.206) には j と k の反対称成分しか含まれていないが、ω
j−̂îk

が後ろ二つの添

え字について反対称であるということを用いれば次のように一意的に決定することができる。

ω
i−ĵk̂

=
1
2
(f̂

j−îk
+ f

i−ĵk̂
+ f

k̂−ĵi
) (A.208)

ここで、

fa
bj = f i

jk = 0 (A.209)

の場合を考えてみよう。この場合、ωi = 0であるから、スピン接続を次のように書くことができる。

ωi
j = f i

ajσ
a = [g−1dg]ij (A.210)

従って曲率は

Ri
j = [dω + ω ∧ ω]ij = d[g−1dg]ij + [g−1dg]ik ∧ [g−1dg]kj

= −[g−1dg]ia ∧ [g−1dg]aj = −f i
kafa

ljv
k ∧ vl

= −1
2
fa

klf
i
ajv

k ∧ vl (A.211)

最後の変形にはビアンキ恒等式を用いた。成分を抜き出すと、

Rkl
i
j = −fa

klf
i
aj (A.212)
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となる。H のリー代数の元として表せば、

Rij = −fa
ijTa (A.213)

超重力理論においては、スカラー多様体上の局所的な回転の対称性 H と曲率 Rkl
i
j が与えられる。

この式を用いることでそれらの情報から群 G を決定することができる。

A.10.3 S3 ∼ SU(2)

しばしば超重力理論の古典解の構成要素として S3 が現れる。ここでは S3 を群多様体 SU(2) と
みなすことでその上の計量、スピン接続、曲率などを調べる。

S3 の対称性 SO(4) = SU(2)L× SU(2)R のそれぞれの SU(2) 因子は左右から SU(2) の元を作用
させることと対応している。

g → hLghR, hL ∈ SU(2)L, hR ∈ SU(2)R. (A.214)

ここでは SU(2) の生成子を次のように取る。

Ta =
i

2
σa, fa

bc = −εabc. (A.215)

ここでは ya の代わりに εa という記号を用いる。Maurer-Cartan 1-形式は次のように与えられる。

g−1dg =
i

2
εaσa. (A.216)

これらの 1-形式は次の性質を満足することが定義 (A.216) を用いて簡単に示される。

dεi =
1
2
εijkεj ∧ εj . (A.217)

しばしば具体的な座標系を導入したほうがよい場合があるが、次の座標がよく用いられる。

g(θ, φ, ψ) = exp
(
− i

2
σzφ

)
exp

(
− i

2
σxθ

)
exp

(
+

i

2
σzψ

)
(A.218)

ただし変数の範囲は次のように取る。

0 ≤ θ < π, 0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ ψ < 4π. (A.219)

行列で表せば次のようになる。

g =

(
u1 −u∗2
u2 u∗1

)
, (u1, u2) =

(
e

i
2 (ψ−φ) cos

θ

2
, e

i
2 (ψ+φ) sin

θ

2

)
(A.220)

次の式によって定義される R3 上のベクトルを考えよう。

vi = u†σiu = (sin θ cos φ, sin θ sin φ, cos θ), (A.221)

このベクトルの長さは 1 である。従って (A.221) は S3 から S2 への写像を与えている。このこと

は、S3 を S2 上のファイバー束とみなすことができることを意味している。(A.221) において u

の位相を回しても v は変化しないから、ファイバーは u の位相に対応した S1 であることがわか

る。(A.220) の行列に対しては、右から eiασz ∈ SU(2)R を作用させることによってこの位相を変

化させることができる。また、底空間である S2 は SO(3)L ∼ SU(2)L によって回転する。

583



(A.216) に (A.218) を代入すれば、座標 (θ, φ, ψ) を用いて Maurer-Cartan 1 形式を表すことが
できる。

ε1 = cos ψ sin θdφ + sin ψdθ, ε2 = sin ψ sin θdφ− cosψdθ, ε3 = dψ − cos θdφ. (A.222)

次の計量を導入しよう。

ds2 = a2(εx)2 + b2(εy)2 + c2(εz)2 (A.223)

a = b = c = 1/2 のとき、半径 1 の S3 を与える。

スピン接続は (A.190) を用いて次のように得られる。

Ω
x−ŷẑ

=
b2 + c2 − a2

2bc
, Ω

y−ẑx̂
=

c2 + a2 − b2

2ca
, Ω

z−x̂ŷ
=

a2 + b2 − c2

2ab
. (A.224)

A.11 Taub-NUT 多様体

§A.10.3で考えた SU(2) の群多様体上の 1-形式は左不変であるから、計量が次のように与えら
れる 4 次元の多様体は SU(2)L の対称性を持っている。

ds2 = dρ2 + a2(ρ)ε2x + b2(ρ)ε2y + c2(ρ)ε2z (A.225)

この計量を与える多脚場は次のように取ることができる。

êi
µdxµ = (dρ, aεx, bεy, cεz). (A.226)

この多脚場によって定義される局所ローレンツ座標を取ったとき、スピン接続は次のように与えら

れる。

ω
ρ̂x̂

= −a′εx ω
ŷẑ

=
−a2 + b2 + c2

2bc
εx

ω
ρ̂ŷ

= −b′εy ω
ẑx̂

=
a2 − b2 + c2

2ca
εy

ω
ρ̂ẑ

= −c′εz ω
x̂ŷ

=
a2 + b2 − c2

2ab
εz

(A.227)

スピン接続を、自己双対部分と反自己双対部分に次のように分割する。

ω± = ± i

2

[
(ω

ρ̂x̂
± ω

ŷẑ
)σx + (ω

ρ̂ŷ
± ω

ẑx̂
)σy + (ω

ρ̂ẑ
± ω

x̂ŷ
)σz

]
. (A.228)

多様体が Hyper Kähler であるためには、ω+ が純粋ゲージでなければならない。すなわち

ω+ = h−1dh (A.229)

を満足する h(g) ∈ SU(2) が定義できなければならない。この条件から、関数 a、b、c に対する一

階の微分方程式を得ることができる。ここでは h として h = e と h = g の二つの場合を考えよ

う。h = e の場合には純粋ゲージ条件より、次の式を得る。

ω12 + ω34 = 0, ω13 + ω42 = 0, ω14 + ω23 = 0. (A.230)

一方、h = g の場合には次の式を得る。

ω12 + ω34 = εx, ω13 + ω42 = εy, ω14 + ω23 = εz. (A.231)
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h = g の場合を考える。解くべき式は、

a′ =
−a2 + b2 + c2

2bc
− 1, b′ =

−b2 + c2 + a2

2ca
− 1, c′ =

−c2 + a2 + b2

2ab
− 1 (A.232)

U(1) 対称性を要求すれば、a = b でなければならない。そのとき微分方程式は次のようになる。

2a
da

dρ
= c− 2a, 2a2 dc

dρ
= −c2. (A.233)

これら二つの式の比をとって ρ を消去すると、

da

dc
= 2

a2

c2
− a

c

この微分方程式の解は、パラメータ r を用いて次のように書くことができる。

a2 = B2r(1 + r), c2 = B2 r

1 + r

B は積分定数である。この変数 r と、変数 ρ の関係を求めるために、微分方程式を再び用いると、

次の式が得られる。

dρ2 = B2 1 + r

r
dr2

従って、計量は次のように与えられる。

ds2 = B2
[
H(dr2 + r2(ε2x + ε2y)) + H−1ε2z

]
, H = 1 +

1
r
. (A.234)

r = 0 の近くでの様子を見るために r = r′2 と置いて r′ の高次の項を無視してみよう。

ds2 = 4B2

[
dr′2 +

r′2

4
(ε2x + ε2y + ε2z)

]
. (A.235)

従って、これは原点付近で R4 である。逆に、r が大きいところでは、

ds2 = B2
(
dt2 + t2(ε2x + ε2y) + ε2z

)
. (A.236)

これは R3 上の S1 束を表している。ψ の周期が 4π であるから、S1 の半径は 2B によって与え

られる。

以下の計算を行う前に、計量にかかる全体の係数を 1 と置いておこう。B 6= 1 の場合を扱いた
ければ適当にスケール変換を行えばよい。

ds2 =
1 + r

r
dr2 + r(1 + r)(ε2x + ε2y) +

r

1 + r
ε2z. (A.237)

この空間の上の調和 2 形式を ζ2 と置こう。つまり、dζ2 = d ∗ ζ2 = 0 を満足するものとする。こ
の ζ2 を自己双対部分 ζ+

2 と反自己双対部分 ζ−2 に分けると、これらはどちらも dζ±2 = 0 を満足す
る。逆に、dζ±2 = 0 を満足すれば、（反）自己双対性より d ∗ ζ±2 = 0 も自動的に満足される。(θ, φ)
によって張られる S2 方向の回転対称性を仮定すれば、この 2-形式は ε1 ∧ ε2 と ε3 ∧ dr の線形結

合で書けるはずである。さらに条件 dζ2 = 0 よりそれら二つの項の係数に関係がつき、任意関数
f(r) を用いて次のように与えられることがわかる。

ζ2 = f(r)ε1 ∧ ε2 + f ′(r)dr ∧ ε3 = dζ1. (A.238)

ただし、1-形式 ζ1 を次のように定義した。

ζ1 = f(r)ε3. (A.239)
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ζ2 が自己双対、あるいは反自己双対であるという条件により、関数 f(r) を決定することができる。
このとき Taub-NUT 空間の計量を用いる必要がある。規格化された 1-形式を用いれば、ζ2 は次

のように書くことができる。

ζ2 =
1

r(1 + r)
f(r)ε̂1 ∧ ε̂2 + f ′(r)d̂t ∧ ε̂3. (A.240)

従って、これが自己双対、あるいは反自己双対という条件は、関数 f(r) が次の微分方程式を満足
することを意味する。

f ′(r) = ± 1
r(1 + r)

f(r). (A.241)

復号のどちらを自己双対と呼び、どちらを反自己双対と呼ぶかは定義に依るが、ここではこの式の

右辺が正の場合を自己双対、負の場合を反自己双対と呼び、対応する解をそれぞれ f+(r) および
f−(r) と書くことにしよう。微分方程式は簡単に解くことができて、その解は積分定数として現れ
る比例定数を除き f±(r) ∝ H∓1 と与えられる。これらのうち、原点で滑らかなのは f+(r) のほう
だけである。そこで以後 ζ2 として自己双対な解を採用しよう。すなわち、次のようにとる。

f(r) =
1

4πH
, (A.242)

とする。係数はあとで都合がいいように決めた。このとき ζ1 は次のように与えられる。

ζ1 =
1

4πH
ε3. (A.243)

計量と見比べれば、このベクトルは次のようにアイソメトリーを生成するキリングベクトルである

ことがわかる。

ζψ =
1
4π

(A.244)

次の二つの積分公式は便利である。dr ∧ dψ で張られる非コンパクト 2 サイクル C に対して
∫

C

ζ2 = 4π

∫ ∞

0

f ′(r)dr = 1. (A.245)

また、ζ2 ∧ ζ2 を Taub-NUT 全体で積分を行えば、
∫

TN

ζ2 ∧ ζ2 = 8
∫ ∞

0

(f2(r))′dr

∫

S3
Ω3 = 1. (A.246)

ここで述べた Taub-NUT 解は 3 次元で見れば、モノポールがただ一つ存在する場合に対応して
いる。さらに一般の場合、つまり複数個のモノポールが存在するような場合に対応した解も知られ

ており、multi-Taub-NUT 解と呼ばれている。

ds2
TN = H(dxi)2 + H−1(dψ + Cidxi)2. (A.247)

H は R3 上の調和関数であり、ベクトル場 Ci はポテンシャル H の双対として定義される。

H = 1 +
N∑

I=1

1
|xi − ai

I |
, dC = ∗3dU. (A.248)
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A.12 Chern-Simons 形式とインスタントン

ここでは、共変微分を d + A1 とする。そのとき場の強さは F2 = dA1 + A1 ∧A1 と与えられる。

インスタントンは、次の方程式を満足する解として定義することができる。

F2 = ∗4F2 (A.249)

球対称性を仮定し、無限遠で純粋ゲージになることを用いれば次のように置くことができる。

A1 = f(r)C1. (A.250)

ただし、C1 は S3 上の純粋ゲージを表す 1-形式であり、次のように与えられる。

C1 = gdg−1. (A.251)

ただし、

g = x4 + iσxx1 + iσyx2 + iσzx3. (A.252)

このように定義された C1 は次の条件を満足する。

− dC1 = C1 ∧ C1 = 2 ∗3 C1. (A.253)

さらに、

trfund(C1 ∧ C1 ∧ C1) = −12Ω3. (A.254)

ただし、Ω3 は S3 の体積形式。(A.250) を (A.249) に代入し、関係式 (A.253) を用いると、スカ
ラー関数 f(r) に対する次の微分方程式を得る。

df

dr
=

2
r
f(1− f). (A.255)

ただし、R4 上の Hodge 双対と単位 S3 上の Hodge 双対が次の関係で与えられることを用いた。

∗4 F2 = (∗3F2) ∧ dr

r
. (A.256)

(A.255) は簡単に解くことができて、次の解を得る。

f(r) =
r2

r2 + a2
. (A.257)

ただし、a はインスタントンのサイズを表すパラメータである。Chern-Simons 形式を次のように
定義する。

ω3 = trfund

(
1
2
A1 ∧ dA1 +

1
3
A1 ∧A1 ∧A1

)
. (A.258)

これは次の式を満足する。

dω3 = trfund
1
2
(F2 ∧ F2) (A.259)

これにインスタントン解を代入すれば、

ω3 = 2(3f2 − 2f3)dx ∧ dy ∧ dz. (A.260)

従って、インスタントン解について次の式が成り立つ。

1
2

∫
trfund(F2 ∧ F2) =

∮
ω3 = 4π2(3f2 − 2f3). (A.261)

積分面の半径を無限大に取れば、この積分の値は (2π)2 になる。
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